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LEIPZIG, 
DRUCK UND VERLAG VON B. 6. TEUBNER. 
1902. 


ALLE RECHTE, EINSCHLIESSLICH DES ÜBERSETZUNGSRECHTS, VORBEHALTEN. 


Vorwort. 


Die Ausgabe dieser Urkunden in zwei Theilen gestattet mir, hier 
einige nachträgliche Bemerkungen zum ersten Theile hinzuzufügen. 

Zu 8. 195: Von den im Briefwechsel Resıomontan’s erwähnten Per- 
sönlichkeiten lehrte Pıwrro Buono Avocarıo von 1467 bis 1506 als Docent 
der Astronomie an der Universität Ferrara, in der ersten Zeit mit Giovannı 
BrancHinı zusammen. Er war aber, wie aus Bullettino Boxcomraext VI, 
339—342 sich ergiebt, schon seit 1456 in Ferrara, seiner Vaterstadt, 
schriftstellerisch thätig. Zur Zeit des Aufenthaltes Regıomontan’s in Italien 
war er also etwa mit diesem gleichaltrig. 

Zu 8. 264: PaoLo pau Pozzo ToscAneLLı aus Florenz gebürtig starb 
daselbst im Jahre 1482 im Alter von 85 Jahren. In der ersten Ausgabe 
der Trigonometrie RegIomonTAv’s, Nürnberg 1533, findet sich auf 5. 10—15 
der besonders paginierten zweiten Abtheilung ein Dialogus inter Cardinalem 
Sancti Petri: episcopum Brixinensem (d. i. NıcoLaus von Cusa) et Paulum 
physicum Florentinum de cireuli quadratura, und auf S. 29 ein Dedikations- 
schreiben ReGıomontans an ihn: Joannes GERMaNUs Pavio FiLoRENTINO 
Artium et medieinae doctori celebratissimo ac mathematicorum praestantissimo 
5, 

Zu 8. 295: Rm6ıomontan schrieb auch eine eigene Schrift: de direc- 
tionibus contra ARCcHIDIACONUM PARMENSEN, die in der Aufzählung seiner 
Schriften bei Dorrrrmaır 8.19 erwähnt wird. Wer dieser ARCHIDIACONUS 
gewesen, war mir nicht möglich zu bestimmen. 

Zu 8.306: Dass bei Rıccarvı die Angabe, Antonio DA Monte OLnI 
habe am Anfange des XVI. Jahrhunderts gelebt, wohl auf einem Druckfehler 
(XVI statt XV) beruht, folgt schon daraus, dass ReGiomonran zu dessen 
Abhandlung de iudieiis nativitatum einen Kommentar geliefert hat, der so- 
wohl in der Ausgabe dieser Schrift von 1540 abgedruckt ist, als er sich 
auch handschriftlich, vielleicht sogar in der Öriginalbandschrift Resromon- 
TAN’S, in der Wiener Hofbibliothek erhalten hat. Vergl. Codex Vindobo- 
nensis Palatinus 5335, Blatt 61”—96": Antonxtus ps MoNnTuLmo, de indicüs 
nativitatum cum commentario JToHANXNIS DE REGIOMONTE, 

Das sind die Bemerkungen, welche ich hier einzufügen mir erlaube. 


Thorn, im März 1902. 
M. Curtze. 
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DIE „PRACTICA GEOMETRIAE“ 
DES LEONARDO MAINARDI AUS CREMONA. 


Curtze, Urkunden. 22 


Die Artis Metrice Praetice Compilatio des Leonardo Mainardi 
da Cremona. 


Einleitung. 


Von dieser Abhandlung fand ich den Text im Codex Philos. 46 der 
Universitätsbibliothek zu Göttingen, wo sie in italienischer Sprache und 
zwar in Venetianischem Dialekte abgefasst ist. Fürst BowcoMmPrasnı besass 
zwei Handschriften desselben Werkes mit lateinischem Texte, welche in der 
zweiten Ausgabe des Verzeichnisses durch Exgıco Narpuccı die Nummern 
302 und 303 tragen. Die Handschrift Cod. philos. 46 Götting. konnte ich 
in der hiesigen Gymnasialbibliothek benutzen, die beiden Handschriften 
Boxcomracnt's durfte ich durch die Güte ihres derzeitigen Besitzers, des 
Herrn Antiquariatsbuchhändlers Hate in München in meiner Wohnung 
einsehen und mit dem Wortlaute der italienischen Ausgabe vergleichen. 
Diesem Herren sowohl als der Verwaltung der Königl. Universitätsbibliothek 
zu Göttingen sage ich für ihre grosse Liberalität hierdurch meinen ganz 
ergebensten Dank. 

Der Codex Philos. 46 Götting. ist eine Foliohandschrift von 50 Blät- 
tern, von denen Blatt 42—-47 und 49—50 unbeschrieben, und deshalb. 
wohl bei der Zählung der Blätter nicht mit eingerechnet sind, so dass das 
Blatt 48 die Nummer 42 erhalten hat. Auf dem untern Rande des ersten 
Blattes steht die Notiz: „Ex Bibliotheca @. W. Zaprr Aug. Vindel. 1784“, 
auf dem letzten die weitere: „Nassete Zuan vısEnzo del 1502 adj 18 zugno 
de sabato a hore 9.“ Gebunden ist er in Holzdeckel mit gepresstem Leder- 
rücken. Die Handschrift stammt aus dem Jahre 1488 und enthält: 

Blatt 17— 29" unsere Abhandlung. 

„. 29’”—30 eine Tabula Sinus für den Durchmesser 120. 

„ 31732" eine Tabula Sinus für das Verhältnis 22:7. 

„ 32”— 34” eine Tabula Sollis(!), d. h. Tafel der Tageslängen für 

die einzelnen Tage des Jahres. 

r 34' ist leer. 

„  35”— 41 eine Reihe von weiteren geometrischen Aufgaben und 

Notizen, welche auf 

„ 48” und ”, das mit 42 bezeichnet ist, fortgesetzt werden. 

Von den Codices Boxcomraesr ist No. 302 die ältere, jedoch ist die 
Angabe des Katalogs, sie stamme aus dem 14. Jahrhundert, nicht richtig, 
da der Verfasser erst in der zweiten Hälfte des 15. Jahrhunderts gelebt 
hat. Es ist eine Pergamenthandschrift von 31 Blättern, welche mit einem 
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Vor- und einem Nachblatt zusammengebunden sind. Sie beginnt erst auf 
Blatt 3” mit den Worten 

„JEONARDI ÜREMONENSIS artis metrice practice compilatio. Primus tractabus.“ 
Diese Abhandlung schliesst Blatt 27°: „Quae vero sit proportio, alibi dixi 
demonstrativa conelusione fere. Deo Gratias. Amen“ 

Auf Blatt 28°—29® folgen dann dieselben beiden Sinustafeln wie in 
Cod. Philos. 46 Götting. 

Der Codex Boncowraant 303 ist dagegen eine Papierbandschrift von 
24 Blatt aus dem 15. Jahrhundert. Sie beginnt sofort auf Blate 1” wie 
Cod. Bone. 302. Darüber aber steht die Bemerkung: 

„JEONARDI Marnardı Astronomi et Physici, ac Mathematiei Opus. Florebat 
sub anno 1488. Fraxcısevs Arısıvs in Cremona Litterata fol. 347 Tomo p°.“ 
Am Fussende derselben Seite hat dieselbe Hand den Besitztitel verzeichnet: 
„I. C. Iomıs pe Srroxts a Scotia Misis“, 
was auf der Innenseite des hintern Einbandes nochmals wiederholt ist. 
Aus einer Bemerkung auf Blatt 15” 
„Virgo Maria | Mater Dei | Ora pro nobis | peccatoribus | Adi 20 Noue® 
1655 | Bostracıo Auıprannı loserro ALIPRANDI.“ 
geht hervor, dass die Handschrift um die Mitte des 17. Jahrhunderts in 
dem Besitze der beiden Genannten gewesen ist. Nach dem Kataloge ge- 
hörte sie vor Boxcomrasnı dem Advokaten Cav. Carto MorBıo in Mailand. 

Die Handschrift enthält einzig und allein den Text der Artis metrice 
praetice compilatio ohne die Sinustafeln. 

Das oben angezogene Werk des Arısıus hat den Titel: 

„Cremona Literata seu in Öremonensis doctrinis et literariis dignitatibus 
eminentiores chronologicae adnotationes auctore FrAncısco Arısıo nobi- 
lissimae patriae suae ordinum conservatore. Tomus Primus. Parmae 
MDCCIL, typis ALzerti Pazzonı et Pauzı Morrn.“ 

Es ist die einzige Quelle für das Leben unseres Verfassers, weshalb 
ich die ihn betreffende Stelle auf S. 347 vollständig mittheile. 

„LXXXVII) 

Leosarpus MAyNnARrDus Insignis Astronomus, Physicus et Mathematicus, 
euius opuseulum M. 8. Mediolani servatur, mihi indicatum ab eruditissimo 
Viro Lazaro Ausstımo Corra I. ©. amico meo nequaquam satis laudato, 
cui est initium: 

IEONARDI ÜREMONENSIS Artis Metricae Practice compilatio. Artem Me- 
tricam seu Mensurativam occasione quadam prospieiens, cum a mullis viderim 


1) D. bh. 1488. Ich verdanke die Abschrift dieser Notiz der Freundlichkeit 
des Herrn Anronso Favaro in Padua, der sie mir auf meine Bitte in der dortigen 
Bibliothek kopierte. 
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expositam diversis regulis, et figuris, ut compendiose habeatur, deliberavi hae 
summula praestlingere, corrigendo aliqua ab aliüs non bene posita, quam 
quippe tripartior juxta triplam mensurae rationem, videlicet longitudinem, lati- 
tudinem et corporeitatem. 

Haec est Auctoris Idea, distineta tribus Tract. scilicet 

De Mensura Longitudinis, 
Latitudinis, 
Corporum. 
In margine opusculi permultae exstant delineatae figurae Mathematicae et 
Geometricae. 

M. Hırroxysus Vıra in Act. 2 Orationum adversus Papienses, ubi 
loquitur de Mathematieis, sie habet. Fuit ante Brasıum LEoNXarDuUs MaArY- 
NARDUS, qui suo tempore non tantum inter nostros, sed etiam inter omnes 
in jis studiis tenuit principatum. 

CavitEeiz. Annal,. sub anno 1496.“ 

Es ist sehr wahrscheinlich, dass die Boncomrassr'sche Handschrift 303 
diejenige ist, welche hier von Arısıus erwähnt wird. 

Im Folgenden werde ich den italienischen Text der. Artis metricae 
practicae compilatio zum Abdrucke bringen, unter Hinweis an den betref- 
fenden Stellen, wenn der lateinische Text Abweichungen von dem italieni- 
schen biete. Wie man es bei deutschen Texten gewohnt ist, habe ich 
auch bei diesem italienischen mich genau an den Wortlaut und die Ortho- 
graphie der einzigen bekannten Handschrift gehalten. Von der Tabula 
sinus gebe ich jedesmal nur die zehn ersten und letzten Zeilen, da aus 
ihnen die Art der Anordnung und der Berechnung vollständig zu er- 
sehen ist. 

Die auf den folgenden Blättern des Manuskripts enthaltenen weiteren 
geometrischen Bemerkungen habe ich, da sie auch von Interesse sein 
dürften, ebenfalls zum Abdrucke gebracht. Jedenfalls sind sie von der- 
selben Hand, welche den Text des Leoxarno geschrieben hat, jedoch ebenso 
sicher nicht von dem Verfasser des italienischen Textes. Die Verschieden- 
heit der Sprache lässt das nicht zu. Dass der italienische Text die Über- 
setzung des lateinischen ist, nicht umgekehrt, ist mir nicht zweifelhaft, 
aber der italienische bildet eine verbesserte Ausgabe desselben, wie ich an 
den betreffenden Stellen in den Anmerkungen nachweisen werde, und des- 
halb verdient er den Vorzug vor dem lateinischen. 

Auch hier habe ich eine deutsche Übersetzung beizugeben um so mehr 
für nöthig gehalten, als der italienische Text durch den benutzten Dialekt 
sowohl als die zum Theil sehr veraltete Ausdrucksweise dem Verständnis 
Hindernisse in den Weg legt. 
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Leonardi Cremonensis Artis Metrice Practice Compilatie. 


en 


Primus Tractatus. 


Ben che molti habieno esposita larte metricha ouero, mesurativa in 
diuerse regule, Io me ho deliberato de redurla in picholo volumen, acio 
che compendiosamente la se possa auere,. De la qual arte ne fazo tre 
parte secondo le tre razone de la mesura, cioe longeza, largeza et cor- 
poreitade.') 

In la longeza sie alteza, profonditade et extensione in longo, doue sia 
el piano. 

La prima se chiama altimetria, cioe mesura de alteze. 

La seconda profundimelria, eioe mesura de profundita. 

La terza planimetria ouero longimetria. 

In largeza sie la superficie. 

E in la corporeitade ouero profonditade sie el corpo. 

In prima aduncha de la mesura de la longeza, la quale a le tre parte 
preditte. E perche queste tre parte de la mesura de la longeza possono 
fir fatte con lo astrolabio, con lo quadrante, ouero con le verge, ouero con 
le spechi, nomma farsi la profondita de la valle, la quale non insegno a 
fir fatte con li spechi, impereio de lo | gnomone de lo astrolabio e del 
quadrante, el quale sie scala de altimetria, primamente e da fir ditto. 
Unda e da sapere, che lo lado de lo gnomone ouero de lo quadrante in lo 
astrolabio, el quale comenza da la linea de mezo el celo, ouero de la meza 
notte, sie lo lado de la ombra dritta, e lo lado, el quale incommenza de 
la lines de lorizon, sie lo lado de ombra versa. Ma in de lo quadrante 


1) In der lateinischen Fassung lautet die Einleitung folgendermaassen: 
Artem metricam seu mensurativam occasione quadam prospitiens cum a multis 
viderim expositam diversis regulis et figuris, ut compendiose habeatur, deliberavi 
hac summula perstringere, corrigendo aliqua ab aliis non bene posita. Quam 
quippe tripartior iuxta triplam mensure rationem, videlicet longitudinem, latitu- 
dinem et corporeitatem. 
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Des Leonardo von Üremona 
Abhandlung über praktische Feldmesskunst. 


Erster Traktat. 


Obschon viele. die Feldmessung oder die Kunst des Messens in ver- 
schiedenen Regeln auseinandergesetzt haben, habe ich mich doch entschlossen 
sie in einem kleinen Bande zusammenzuziehen, damit sie in kompendiöser 
Form zu haben sei. Ich werde diese Kunst in drei Theilen abhandeln nach 
den drei Arten des Messens, das ist nach der Länge, Breite und Körper- 
lichkeit. 

Zur Länge gehört die Höhe, die Tiefe und die Ausdehnung in der 
Länge in der Ebene. 

Die erste Art heisst Altimetrie, das heisst die Messung der Höhe. 

Die zweite Profundimetrie, das heisst Tiefenmessung. 

Die dritte Planimetrie oder Längenmessung. 

Zur Breite gehört die Fläche. 

Und zur Körperlichkeit oder der Tiefe gehört der Körper. 

Zunächst also von der Längenmessung, welche die genannten drei 
Theile besitz, Da man nun diese drei Arten der Längenmessung sowohl 
mit dem Astrolabium und dem Quadrate ausführen kann, als mit Mess- 
stangen, oder mit Spiegeln — ausser letzteres bei der Tiefe von Thälern, 
denn von dieser lehre ich nicht, dass sie mit Spiegeln gefunden werden 
kann —, so wird zunächst von dem Gnomon des Astrolabs und des Qua- 
dranten, das ist von der Scala altimetriae, die Rede sein müssen. Es ist 
also zunächst zu merken, dass diejenige Seite des Gnomon oder des Qua- 
drates auf dem Astrolab, welche von der Mittellinie des Himmels oder’ der 
Mitternacht beginnt, die Seite des rechten Schattens?) und diejenige Seite, 
die von dem Horizonte ihren Aufang nimmt, die Seite des verkehrten Schat- 
tens”) ist. Beim Quadranten aber ist diejenige Seite, welche an dem 


2) D. i. die Cotangente. 3) Die Tangente 
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lo lado, el quale acomenza dal lado, doue sono le tauolete, si lo lado de 
lombra drita, e lo altro lado de ombra versa. 


Anchora sapi, che doy lade de gnomone si se diuideno per 12 parte 
eiascaduna per si, si che el numero duodenario de tutti doy li ladi si fenisse 
in lo angulo, in del quale i se conzongono, e ciascaduna parte de quelle 
12 parte se chiama ponto de ombra. 


Ma e la ombra dritta propriamente la ombra, la quale fa la cosa dri- 
zada perpendicularmente sopra lorizon ouero sopra la faza de la terra. 
Como se ab sia orizon ouero pianura de la terra, et ac sia la torre, el 
sole sia d, exempli gratia sera af ombra drita. La ombra versa e quella, 
la qual fa la cosa ficada perpendicularmente ouero dritamente in la cosa 
drizada sopra lorizon. Como se in la prima figura la linea ge ficada in 
la linea ac, fa | la ombra ch, la quale fi dito ombra versa. 


E qui sie una regula, che, quanto la ombra drita e maiore, tanto la 
ombra versa e minore, e le conuerso. Ma perche la ombra drita ouero 
versa tolta in questo modo non serue al proposito del mesurare, inpercio 
dechiaro altramente queste ombre. 


Adunque in del proposito non propriamente sie la ombra drita la 
longeza minore ouero equale a la quantitade de la cosa da fir mesuranda, 
si como he in la seconda figura la linea ap equale a la linea ac da fir 
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2a figura, 


mesuranda, che fi dita ombra drita de la cosa «ac. Ma la ombra versa sia 
la longeza maiore cha la quantitade de la cossa da fir mesuranda, si como 
la linea ab, la quale sia ombra versa. Per la ombra drita se sta distante 
da quela cosa mancho cha la sua alteza ouero tanto; per la ombra versa 
se sta distante piu. Ele etiandio da notare, che la ombra versa, auegnadio 
che la sia, como ho ditta, la linea ab, niente de meno fi significada per 
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Rande beginnt, in welchem die Absehen sich befinden, die Seite des rechten 
Schattens, und die andere die Seite des verkehrten Schattens. 

Ferner ist zu wissen, dass die beiden Seiten des Gnomon jede für sich 
in 12 Theile getheilt sind, so dass die Zahl 12 auf beiden Seiten in der 
Ecke sich befindet, in der diese zusammenkommen. Jeder dieser zwölf 
Theile heisst ein Punkt des Schattens. 

In eigentlicher Bedeutung ist der rechte Schatten derjenige Schatten, 
den ein auf dem Horizonte oder der Oberfläche der Erde senkrecht errichteter 
Gegenstand wirft. Wenn etwa ab der Horizont oder die Oberfläche der 
Erde bezeichnet, ac d 
den Thurm und d die 
Sonne, so ist z.B. af 
der rechte Schatten. 
Der verkehrte Schatten 
ist dagegen derjenige, 


welchen ein Gegen- 

stand wirft, der senk- 

recht oder unter rech- Prima figura 

ten Winkeln in einem Ei 
andern Gegenstand be- eo RER f 
festigt ist, welcher 

selbst auf der Horizontalebene errichtet ist. Wie wenn in der ersten Figur 
die Gerade ge, die in der Geraden ac befestigt ist, den Schatten ch be- 
wirkt, der dann der verkehrte Schatten genannt wird. 

Hierbei gilt es nun als Regel, dass, je grösser der rechte Schatten er- 
scheint, um so viel kleiner der verkehrte Schatten ist, und umgekehrt. Da 
aber der rechte oder der verkehrte Schatten, wenn sie in der angegebenen 
Weise genommen werden, für Zwecke des Messens nicht gebraucht werden 
können, werde ich die dazu benutzten Schatten anderweitig erklären. 

Zu diesem Zwecke ist also der rechte Schatten uneigentlich die Länge, 
welche kleiner oder gleich der Grösse des (Gegenstandes ist, welcher ge- 
messen werden soll, wie z.B. in der zweiten Figur die Gerade ap gleich 
der zu messenden Geraden ac diejenige ist, welche der rechte Schatten des 
Gegenstandes genannt wird. Der verkehrte Schatten aber ist die Länge 
grösser als die Ausdehnung des zu messenden Gegenstandes, wie etwa die 
Gerade ab, welche den verkehrten Schatten darstellt. Bei dem rechten 
Schatten steht man also dem Gegenstande näher, als seine Höhe ist, oder 
gleich weit ab; bei dem verkehrten Schatten steht man weiter ab. Weiter 
ist zu bemerken, dass, obgleich der verkehrte Schatten, wie ich sagte, die 
Gerade ab ist, er nichts desto weniger durch die Gerade gp, die gleich ap 


gr 
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la linea pg equale ad ap et ha ac, equidistante ac. Ma la linea »pg, 
pereio che ela fi messa 144"), quando e la si diuide per li soy ponti equi- 
ualente, cioe chi valeno tanto, come le parte de la linea ab, li quali sono 
ap, si como se hae la linea pq a le sue parte, cosi la ombra terminata 
in la lines ab se a a la linea ac. Ma la linea visuale | ouero razo del 
sole termina queste ombre, si come le linee em, cp, en, co, et, cv. Ad- 
unque le ombre de questo modo non se chiameno propriamente ombre, 
ma se chiameno distancie de la cossa, auegnadio che altramente se faceno 
le ombre, si eomo he, quando lo solle luce, e che la ombra se buta in 
sul piano. 

Presuposito e premeso questo io seruaro questo ordine. Cioe in pra- 
ticha de ciascheduna coneluxione io usaro primamente lo astrolabio ouero 
lo quadrante, secondariamente le verge, terciamente li speghi. 

Ma primamente de la altimetria, secundariamente de la profundimetria, 
terciamente de la planimetria. 

Primamente de la cossa accensibile, secondariamente de la cosa in- 
acensibile. 

In tutte doe, quando tu usaray lo quadrante, tiene lo angulo suo, in 
del quale e lo chiodo, verso sumitade de la alteza e laltra tauoletta verso 
lo ochio, et in le altre mesure per lo contrario. | 


Prima conelusio. A volere mesurare una alteza de una torre, 
ouero di aleuna altra cosa acensibile, cioe ala quale se posse 
andare, apreso la quale cossa sia uno medesimo piano, onda he 
coluy, che vole mesurare, prima el te conuene vedere la cima de 
quella alteza, che tu voy mesurare, per quelle doy buse de la alidada de 
lo astrolabio ouero per quelly de lo quadrante, si che lalidada ouero lo 
filo, chie perpendieulo del quadrante, sia apunto sopra lo otauo, che e 
sopra li 45 gradi in lo astrolabio ouero in del quadrante. Andagando 
soto a quella cosa, che voy mesurare, ouero alingando te da la ditta cossa, 
si che aponto tu vedi, como e ditto di sopra, stagando firma la alidada 
overo lo filo del quadrante sopra li 45 gradi. Fatto questo, notta el logo, 
onde chada el perpendieulo che lo centro del astrolabio a terra ouero dal 
chiodo del quadrante, e poy mesura, quanto e dal luogo, onda el chade a 
tera, fina a la cosa, che tu voy mesurare: tanto e alta quella tore ouero 
altra cosa, quanto e dal logo, onde chade el filo, fino a quela cosa, azon- 


1) Dass diese Anschauung auf einem Irrthum beruht, ist augenscheinlich. 
Die 144 ist das Quadrat des ganzen Schattens, und drückt sich in der hier ver- 


langten Division das bekannte Gesetz aus tg = Er 
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und «ce und zugleich parallel zu ac ist, dargestellt wird. Wenn aber die 
Gerade pg, welche zu diesem Zwecke gleich 144 gesetzt wird?), durch 
ihre entsprechenden Punkte dividiert wird, das heisst, die ebensoviel gelten 
als die Theile der Geraden ab, welche auf ap liegen, so verhält sich der 
auf der Geraden ab begrenzte Schatten zu der Geraden ac, wie sich die 
gerade Linie 94 zu ihren Teilen verhält. Diese Schatten aber begrenzt die 
Sehlinie oder der Sonnenstrahl in der Art, wie die Geraden em, ep, cn, 
co, et, cv. Die auf solche Art genommenen Schatten heissen eigentlich 
nicht Schatten, sondern werden Abstände von dem zu messenden Gegen- 
stande genannt, wenn sie auch in anderer Weise Schatten sind, wie dann, 
wenn die Sonne scheint und der Schatten auf die Erde geworfen wird. 

Dies vorausgesetzt und vorangeschickt, werde ich folgende Ordnung 
festhalten. Bei der Auflösung jeder Aufgabe nämlich werde ich zunächst 
das Astrolab oder den Quadranten benutzen, an zweiter Stelle Messstangen, 
an dritter Spiegel. 

Ich werde aber zuerst vom Höhenmessen, zu zweit vom Tiefenmessen, 
zu dritt vom Ebenenmessen handeln. 

Zuerst von der Höhenmessung zugänglicher, zu zweit von der unzu- 
gänglicher Gegenstände. 

Bei diesen allen beiden halte man bei Benutzung des Quadranten die- 
jenige Ecke desselben, in welcher sich der Stift (an dem das Bleiloth hängt) 
befindet, gegen die Spitze. der Höhe und die andere Absehe gegen das Auge, 
bei den anderen Messungen aber umgekehrt. 

Erste Aufgabe. Will man die Höhe eines Thurmes oder irgend 
eines andern zugänglichen Gegenstandes messen, das heisst 
eines solchen, an welchen man herangehen kann, und es steht 
dieser Gegenstand in derselben Ebene, in welcher derjenige sich 
befindet, der messen will, so muss man zunächst die Spitze der Höhe, 
welche zu messen ist, durch beide Absehen der Alhidade des Astrolabs oder 
die des Quadranten so einvisieren, dass die Alhidade oder der Faden, der 
das Bleiloth des Quadranten trägt, genau auf den Oktanten, das ist auf 
45 Grad, des Astrolabs oder des Quadranten fällt, indem man sich dem 
Gegenstande, den man messen will, nähert, oder sich von demselben ent- 
fernt, bis man, wie oben schon gesagt ist, die Spitze sieht, indem die Alhi- 
dade oder der Faden des Quadranten auf 45° feststeht. Ist das geschehen, 
so bestimme man den Punkt auf der Erde, auf welchen das Loth vom 
Mittelpunkte des Astrolabs oder dem Stifte des Quadranten fällt, und dann 
messe man, wie weit es vom Punkte, wo es auf die Erde fällt, bis zu dem 
Gegenstande ist, den man messen will: so hoch ist dann der Thurm oder 
der andere Gegenstand, als die Entfernung von dem Örte, auf den der 
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zando tanto, quanto he dal centro de lo astrolabio a tera ouero dal angulo 
del quadrante, doue lo chiodo del perpendieulo, como apare qui per exemplo 
in la terza figura, in la quale he signato el piano per fb, la tore | sia ab, 

la linea del centro de lo astrolabio 
« ouero de lo angulo del quadrante, 
chi e d, a la tera sie de, la quale 
einquale a la linea be. E per quello 
modo se po fare, se la quantitade 
de la distancia da lo ochio tuo a 
la torre ouero dal tuo pede alla 
cossa, la quale sie Am ouero ib, tu 
2 gagiungessi la quantitade da lo ochio 
m aan tuo a la terra, la quale sie hi, ouero 


se tu tolessi la quantita de la tua 


5a figura. 


alteza de dietro da ti segnata per gi 
a la terra: in tute queste se viede, che gb et ba sono inqualle Anchora 
ib et ma et mh, anchora cb, ed, ca sono equali. Ma piu certo se po 
fare per la lines de, perche piu certo po fir mesurada cum la linea eb, 
perche lo ochio non sta fermo. 


Questa medesima si po prouare con due verge, quando tu 
staghi tanto da lonzo de la cosa, quanto e la alteza de la cosa da fir 
mesurada da lo ochio tuo. E per questo modo, cioe toglie una verga 

mazore de ti, in la quale ficha una altra verga perpendi- 

chular in del logo, in del qualle la verga mazore de ti 

avanzi lalteza, in si fatto modo, che la verga ficata sia in- 

quale a la quantitade de la verga, chi e mazore de ti, dal 

b e logo, doue le inficha, in fina a la sumitade de la verga ma- 
zore de ti, si como apare per exemplo in la quarta figura 

la linea ad | auanza lalteza dal ochio tuo in su a la terra, 

chi e db, in del quale logo b infica una verga bc inquale 

4a figure. de ab. E con quello instrumento fatte in anti e in dietro 
fieandolo a pionbino, che per ca tu vedi la cima de la 


d 


cosa da fir mesuranda, tegnendo lochio al c. E poy mesura la distantia, 
che tra lastrumento, doue lo ponto e, a la tore, e agiungessi la quanti- 
tade db, la quale e inquale a la linea ch, et aueremo %kf, la quale e lal- 
teza, che noy ceirchiamo, como apare in la quinte figura. 


Anchora se puo fare questa medesima con una tauola sta- 
gando tanto lonze de la tore, che voy mesurare, quanto e lalteza de la 
cosa da lo ochio tuo in su, cioe a comenciando da lo ochio a mesurare 
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Faden fällt, bis zu jenem Gegenstande, wenn man soviel hinzufügt, als die 
Entfernung des Mittelpunktes des Astrolabs oder der Ecke des Quadranten, 
wo der Stift des Bleilothes sich befindet, von der Erde beträgt, wie es 
beispielsweise in der dritten Figur zu sehen ist. In ihr sei die Ebene 
durch ef bezeichnet, der Thurm sei ab, die Gerade vom Mittelpunkte des 
Astrolabs oder der Ecke des Quadranten, der d heisse, nach der Erde sei 
de, die gleich der Geraden be ist. Man könnte bei dieser Methode auch 
so vorgehen, dass man die Grösse der Entfernung vom Auge bis zu dem 
Thurme, oder von den Füssen bis zu dem Gegenstande, die hm oder ib ist, 
zu dem Abstande des Auges vom Erdboden hinzufügt, oder dass man den 
Betrag seiner eigenen Grösse hinter sich auf der Erde abtrüge, sie sei 
durch gi bezeichnet: bei allen diesen sieht man, dass gb und ba einander 
gleich sind. Ebenso sind ib, mh und ma, desgleichen ed, ed und ca ein- 
ander gleich. Viel genauer aber verfährt man vermittelst der Geraden de, 
weil sie und die Gerade eb viel genauer gemessen werden kann, da das 
Auge nicht fest stehen bleibt. 

Dieselbe Aufgabe kann man mit zwei Stangen ausführen, 
wenn man so weit von dem Gegenstande entfernt sich aufstellt, als die 
Höhe des zu messenden Gegenstandes über dem Auge des Messenden be- 
trägt, und zwar auf folgende Weise. Man nehme nämlich eine Stange, die 
grösser als man selbst ist, und befestige in ihr senkrecht eine andere 
Stange in dem Punkte, von welchem aus die Stange, die grösser ist als 
man selbst, diese Höhe übertrifft in der Art, dass die befestigte Latte 
gleich der Länge der Latte ist, die grösser als man selbst, von dem Punkte, 
in dem sie befestigt ist, bis zur Spitze der grösseren Stange, wie z. B. in 
der vierten Figur ersichtlich ist, dass die Gerade ad die Höhe vom Auge 
bis zur Erdoberfläche, das ist db, übertrifit. In diesem Punkte b befestige 
man die Stänge be gleich ad. Mit einem solchen Instrumente gehe man 
nun vor- oder rückwärts es immer senkrecht vermit- 
telst Bleiloth aufstellend, bis man über e und a die 
Spitze des zu messenden Gegenstandes erblickt, indem 
man das Auge in c hält. Dann messe man den Ab- 
stand, der zwischen dem Instrumente, und zwar vom 
Punkte c, und dem Thurme ist, und füge demselben 
die Länge db hinzu, die gleich der Geraden ch ist, 
so erhält man %&f, das ist die Höhe, die wir suchen, 


wie in der fünften Figur zu sehen ist, 


5a figure. 


Man kann das Nämliche auch vermittelst 
einer Tafel ausführen, indem man so weit von dem Thurme, den man 
messen will, sich aufstellt, als die Höhe dieses Gegenstandes von der Höhe 


AV 
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fino la tore. La quale tauola sia quadrangula ouero rectangula, cioe quadra, 
e sia drita da lo ochio tuo a lo orizonte, cioe a uno segno, che tu habi 
preso in la cosa, che tu voy mesu- 

f rare. De la quale tauola lo lado 
equidistante a lo orizonte, cioe lo 
lato de sopra, sia segnato de tanta 
quantitade, quanta he la perpendieu- 
lare ouero la largeza de la tauola, 
come apare in la sesta figura, in la 
quale e signata una tauola per abce, 
la linea ab sie equale a la linea «ae, 
chi e la perpendiculare cioe la lar- 
geza de la tauola. Agiungi adunque 
la longeza ge, la quale sie da lo 
ochio tuo | a la torre, la quale lon- 
geza sie equale ha gf, chi e pur 
lalteza de la eossa. Agiungendeli eh, 
chi e la alteza, da lo ochio a la 
68 figura. terra, et aueray %kf, la qual sie tutta la 

alteza de la cossa, cioe torre etc. 

Secunda ceonclusio. Quando la cossa da fir mesuranda non ein 


uno medesimo piano con li toy piedi, ouero chele in uno piano 
piu basso cha li toy piedi, ouero chele piu alta cha lo ochio tuo. 
Se le in uno piano piu basso, guarda in la cosa, che voy mesurare, 
uno termine ouero uno segno per la linea equidistante a lo orizonte. 
Questa aueray per lo astrolabio, quando la soua regula ouero la lidada 
sera sopra la linea de lo orizonte, chi e la linea de la mita del tondo. 
Questa lines haueray per lo quadrante, quando lo perpendiculo sera sopra 
la linea de la alteza, cioe sopra quello lato del quadrante, in lo quale 
non sono li tauole. Questo aueray per lo instrumento de le verge, guar- 
dando per ce et 5; etiando per lo instrumento de la tauola guardando per 
cete. E alora a la linea gf agiungeli la linea kg, et haueray la alteza 
kf, como apare in la septima figura. 

Se la cosa, che tu voy mesurare, he in uno logo piu alto cha 
lo ochio tuo, benche alafıada el ocore, che questo se possa fare per lo 
otauo ouero per li 45 gradi, ouero con lo instrumento de le verge, guar- 
dando per c et a, ouero per la | tauola quadrata guardando per e et b, 
niente de mancho, perche quello sempre non se puo fare, questa parti- 
chula ouero chapitulo sara tratado inmediate, como vederay qui per 
lordine. 
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des Auges aus gemessen ist, das heisst, indem man von dem Auge aus 
nach dem Thurme hin zu messen anfängt. Diese Tafel sei ein rechtwink- 
liges Viereck, das heisst ein Quadrat, und sie sei vom Auge aus horizontal 
gerichtet, nämlich nach einem Zeichen, das man an dem Gegenstande, der 
gemessen werden soll, angebracht hat. Die dem Horizont parallele Seite 
der Tafel, nämlich die obere Seite, sei von derselben Grösse, welche die 
senkrechte Seite oder die Breite der Tafel besitzt, wie in der 6. Figur zu 
sehen ist, in der die Tafel mit abce bezeichnet, und wo die Gerade ab der 
Geraden ae gleich ist, die die senkrechte Seite, nämlich die Breite der 
Tafel, darstellt. Man suche nun die Länge ge, die von dem Auge bis zum 
Thurme sich erstreckt; diese Länge ist dann gleich gf, die zugleich die 
Höhe des Gegenstandes ist. Hierzu füge man eh, das ist die Entfernung 
von dem Auge bis zur Erdoberfläche, und man erhält dann ke, die Ge- 
samthöhe des Gegenstandes, nämlich des Thurmes. 

Zweite Aufgabe. Wenn der zu messende Gegenstand sich nicht 
in derselben Ebene mit den Füssen des Beobachters befindet, so 
ist er entweder in einer tiefern Ebene, als die Füsse sind, oder 
in einer, welche höher gelegen ist, als das Auge. Befindet er sich 
in einer tiefer gelegenen Ebene, so betrachte man 
in dem Gegenstande, den man messen will, eine f 
Marke oder ein Zeichen, das in der Horizontal- 
ebene sich befindet. Diese findet man vermittelst 
des Astrolabs, wenn man das Messlineal oder die 
Alhidade auf die Horizontallinie einstellt, das 
ist auf die Halbierunglinie der Rundung. Man 
erhält diese Linie mittelst des Quadranten, wenn 
das Bleiloth sich auf der Höhenlinie befindet, das 
ist auf der Seite des Quadranten, die die Diopter 
nicht enthält; man erhält sie vermittelst des aus 
Stangen bestehenden Instrumentes, wenn man von 7a figura, 
ce über b visiert, ebenso mittelst des Tafelinstru- 


mentes, wenn man von c über e beobachtet. Zu der Länge effüge man dann noch 
die Gerade kg hinzu, und man erhält dann die Höhe %f, wie in Figur 7 zu sehen ist. 

"Wenn es sich aber auch trifft, falls der Gegenstand, den man 
messen will, an einem höhern Orte als das Auge des Beobachters 
sich befindet, dass man dann die Messung mit dem achten Theile des Kreises oder 
45° ausführen kann, oder mit dem Stangeninstrument, indem man über ce und a, 
oder mit der quadratischen Tafel,indem man über e und D visiert, so soll doch, weil 
sich das nicht immer ausführen lässt, dieser Gegenstand oder dieses Kapitel so- 
gleich im Folgenden abgehandelt werden, wie man hier der Reihe nach sehen kann. 


«< 
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Terza conclusio. Altramente ouero per uno altro modo se puo 


mesurare una alteza acesibila. 


Prima guarda la cima de la cosa, 


che tu voy mesurare, per tuti doy le busi de la lidade de lo astrolabio 
ouero del quadrante, e notta le ponti, che da la lidade in lo astrolabio, 


8a figure, 


ouero quelli, che da lo perpen- 
diculo del quadrante. Le quali 
ponti, se li serano ponti de 
ombra drita, alora multiplica la 
distantia, chi e tra lo perpendi- 
culo e la torre, che tu voy me- 
surare, per 12, et quello che ne 
vene, partilo per quelli ponti, 
che tu ha habuto, e quello, che 
ne vene per quella diuisione de 
li ditti ponti, zonzeli la distan- 
tia, la quale e tra lo filo da lo 
centro de lo astrolabio ouero da 
lo angulo del quadrante a la 


tera, como he ditto de sopra, et haueray la altezza, che tu cerchi. Se Hi 
serano ponti de ombra versa, questo se puo fare per doy modi. Prima: 
Multiplica la distantia, che tra ti e la torre, per quelli ponti, che ne venuto, 
et quello, che ne vene, partilo per 12, e quello, che ne venuto per quella 
diuisione, eioe per 12, zonzeli la distantia dita di sopra, et haueray quella 
alteza. | Öuero: Parti 144 per quelli ponti de la ombra versa, che tu hay 


habuto, et serua quello, che ne vene. 


Poy multiplica la distantia, che tra 


lo perpendiculo e la torre, per 12, et quello, che ne vene, partilo per 
quello, che tu hay seruato, et a quello, che ne vegnera per questa diui- 
sione, zonzeli quella distantia ditta de sopra, et hauera la alteza, che tu 


eirchi, como apare in la ottaua figura. 


Se tu volessi questa medesima alteza per lo instrumento 
de le verge, sapi prima, chel te conuene partire tute doe queste linee 
ouero verge, cioe cb et ba, per 12, achomenziando al ponto c et a lo 


ponto a, et se fenisa in lo angulo b. 


Et lo lato cb si da li ponti de la 


ombra recta, e lo lato ab si da li ponti de la ombra versa. Et quando 
tu he lonze da la torre meno, che non he la soua alteza, te conuene 
guardare per lo ponto a la cima de la torre per li ponti de la linea cb; 
e quando ti li he piu lonze, che non he la soua alteza, el te conuene 
guardare per lo ponto c et per li ponti de la linea ab la cima de la 
torre. Et acio che tu si piu certo in li ponti, tu poy metere doe regule 
ouero doe linee simile a la regula de lo astrolabio in tuti doy li ponti, 
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Dritte Aufgabe. Eine Höhe, an welche man herankommen kann, 
lässt sich auch anders oder auf andere Art messen. Zuerst visiere 
man die Spitze des Gegenstandes, den man messen will, durch beide Ab- 
sehen der Alhidade des Astrolabs oder des Quadranten und merke sich die 
Punkte, welche die Alhidade beim Astrolab, oder die, welche das Bleiloth 
des Quadranten angiebt. Sind diese Punkte solche des rechten Schattens, 
so multipliciere man den Abstand, der zwischen dem Lothe und dem Thurme 
ist, den man messen will, mit 12, und theile das Ergebnis durch die ge- 
merkten Punkte, und das, was bei dieser Division durch genannte Punkte 
herauskommt, füge man zu dem Abstand hinzu, der zwischen dem Lothe 
vom Mittelpunkte des Astrolabs oder von der Ecke des Quadranten und 
der Erde ist, wie wir oben gesagt haben, und hat dann die Höhe, welche 
man sucht. Sind es aber Punkte des verkehrten Schattens, so kann man 
auf zwei Arten vorgehen. Erstens: Multipliciere den Abstand zwischen dir 
und dem Thurme mit den Punkten, die man beobachtete, und theile das 
Ergebnis durch 12, und das, was aus der Division, nämlich durch 12, heraus- 
kommt, addiere man zu dem oben genannten Abstand, so erhält man so die 
fragliche Höhe. Oder: Theile 144 durch obige Punkte des verkehrten 
Schattens, die man beobachtet hat, und merke das Ergebnis. Darauf mul- 
tipliere man den Abstand zwischen dem Lothe und dem Thurme mit 12 und 
dividiere das Produkt durch das oben Gemerkte und zu dem Ergebnis dieser 
Division füge man denjenigen Abstand hinzu, von dem wir oben gesprochen 
haben, so erhält man dadurch die gesuchte Höhe, wie in Figur 8 zu sehen ist. 

Will man die fragliche Höhe mittelst des Stangeninstru- 
mentes finden, so muss man wissen, dass man zunächst beide Linien 
oder Stangen, nämlich cb und ba in 12 Theile 
theilen muss, indem man von den Punkten e und « 
anfängt ünd in der Ecke 5b endigt. Die Seite cD 
giebt dann Punkte des rechten Schattens, die Seite I: 
ab Punkte des verkehrten Schattens. Ist man 


1; 


dann von dem Thurme weniger, als dessen Höhe be- 


5 
7 
8 
trägt, entfernt, so muss man von dem Punkte a aus 5 
die Spitze des Thurmes durch die Punkte der Ge- z 


Te ua 
HRISSTEFRIS EI 


raden cd einvisieren, und wenn man weiter ab steht, 
als seine Höhe beträgt, so muss man vom Punkte c 
aus durch die Punkte. der Geraden ab die Spitze 
des Thurmes beobachten. Damit man aber in der 
Bestimmung der Punkte sicherer sei, kann man 
zwei Lineale oder zwei Linien, die der Alhidade 


des Astrolabs ähnlich sind, in den beiden Punkten, 9a figure. 
Curtze, Urkunden, 23 


” 
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cioe in c et a, houero che una te fara, la quale tu di metere in @ guar- 
dando per quello, | ouero la meteray in e guardando per quello medesimo, 
si come appare in la nona figura. EI resto faray, come ho ditto in la 
parte immediate precedente, cioe multiplicando et diuidendo. 

Questa medesima faray cum una tauola quadrata, de la 
quale tauola lo lato ad et lo lato de sieno diuisi per 12, si che lo 
numero de qmela diuisione per 12 comenzi dal ponto a e dal ponto e, e se 
fenisa in lo ponto d. E lo lato ac sia verso ti, e lo lato de sia lo lato 
oposito a ti, et lo lato ad sia lo lado de sopra, et alora lo lado ad si 
da li ponti de la ombra drita, e lo lado de da li ponti de la ombra versa. 
Poy in lo ponto ec, meti una linea simile a la lidada del astrolabio. Et 
sia lo lado ad equidistante a lo orizonte, cioe sia equo a lo lado, onda 
tu ha fatto lo orizonte, si como apare in la 10* figura. EI resto faray, 
como ha dito da prima. 

Anchora questa medesima faray cum uno spechio. Pone lo 
spechio in plano in logo, che fazandole in ante et in dietro tu vedi la 
cima de ta torre da fir mesurada in del mezo del spechio. E la distancia, 
chi e tra lo mezo del spechio e la torre, multiplica per la quantita, chi e 
da lo ochio tuo a la terra, et quello, che ne viene, partilo per la distantia 
chi e | tra le piedi tuy el mezo del spechio: et vegnera la alteza, che tu 
eirchi, de la torre, come apare in la 11° figura. 


In torre3 


Vie a terra 3 


distance? distanela 6 


11? figura. 


Anchora questa medesima faray cum una verga de certa 
quantitade de mesura cum lo sole lucente. Stara cossi. Multiplica 
la quantitade de la ombra de la torre per la quantitade de la verga, et 
quella multiplicatione partila per la quantita de la ombra, che fa quella 
verga. Et quello, che ne viene, sera la alteza da la torre, che tu eirchi, 
como apare in la figura signata per 4 090.') 

Questa medesima faray cum la sole lucente, quando la lidada 
de lo astrolabio, la quale e la sua riga, ouero quando lo perpendiculo del 
quadrante chade sopra li 45 gradi, ouero per lo instrumento de le verge, 


1) Dieser Abschnitt fehlt in der lateinischen Übersetzung. 
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nämlich in e und a befestigen, oder es thut auch eine, die man in «@ be- 
festigt, wenn man von hier aus beobachtet, oder auf ce aufsteckt, wenn 
man durch ihn visiert, wie man in Figur 9 sehen kann. Im übrigen ver- 
führt man so, wie wir in dem unmittelbar vorhergehenden Paragraphen 
gesagt haben, nämlich multiplicierend und dividierend. 

Dasselbe kann man auch mit der quadratischen Tafel aus- 
führen, bei der die Seiten ad und de jede in 12 Stücke getheilt sind, 
so dass die Nummern der Theilung durch 12 
in den Punkten « und e anfangen und im „ist 3E TS 7WM eu 
Punkte d endigen. Die Seite ac sei nach dir 
gerichtet, die Seite de die dir gegenüberliegende, 
die Seite ad die obere Seite. Dann giebt die 
Seite ad die Punkte des rechten Schattens, und 
die Seite de die Punkte des verkehrten Schat- 
tens. Nun stecke man auf den Punkt c ein 
Lineal ähnlich der Alhidade des Astrolabs, und es 
sei die Seite ad parallel dem Horizonte, d.h. sie 10a figura, 
sei gleich der Seite, welche man zur Horizon- 
talen gemacht hat, wie Figur 10 zeigt. Das Übrige macht man, wie zu- 
erst gesagt worden ist. 


Dieselbe Aufgabe kann man auch vermittelst eines Spiegels 
auflösen. Man lege den Spiegel auf die Ebene an einen Ort so, dass 
man, indem man sich vor- oder rückwärts bewegt, die Spitze des zu 
messenden Thurmes in der Mitte des Spiegels erblickt. Den Abstand, der 
zwischen der Mitte des Spiegels und dem Thurme enthalten ist, multipli- 
ciere man mit der Länge der Entfernung des Auges bis zur Erde, und 
das Ergebnis theile man durch den Abstand zwischen dem Fusspunkte des 
Messenden und der Mitte des Spiegels, dann bekommt man die Höhe des 
Thurmes, die man sucht, wie in Figur 11 zu sehen ist. 

Das Nämliche kann man auch mittelst einer Stange von be- 
stimmter Länge ausführen, wenn die Sonne scheint. Es geschieht 
das so, Man multiplieiere die Grösse des Schattens des Thurmes mit der 
Länge der Stange und theile dieses Produkt durch die Länge des Schat- 
tens, den die Stange wirft: das Ergebnis wird die Höhe des Thurmes 
sein, wie in der Figur zu sehen ist, welche mit vier ogo be- 
zeichnet ist.') 

Dasselbe kann man auch durchführen, wenn die Sonne 
scheint, sobald die Alhidade des Astrolabs, die sein Visierlineal ist, oder 
sobald das Bleiloth des Quadranten auf 45° fällt, oder mit dem Stangen- 
instrument, sobald der Schatten des Punktes a auf den Punkt e fällt, 

28* 


jr 
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quando la ombra del ponto a chade sopra el ponto c, ouero per la tauola, 
quando lombra del ponto 5b chade sopra el ponto e: allora e tanto la 
alteza de la torre, quanto e quella sua ombra.. Ma se la ombra chade 
in altro locho cha su li 45 gradi, nota el numero de li ponti, e se 
li sera ponti de ombra drita, alora multiplica la quantitade de lombra 
de la torre per 12, e quello, che ne vene, partilo per el numero de li 
ponti, e aueray la alteza de la torre. | Ma se li ponti serano ponti de 
ombra versa, multiplica la quantitade de la ombra de la torre per quelli 
ponti, el quello, che ne viene, partilo per 12, et aueray la alteza de la 
torre. Anchora altramente poy fare, quando tu ay li ponti de la ombra 
versa. Parti 144 per quelli ponti, e quello, che ne viene, serualo. E poy 
multiplica la quantita (de lombra> de la torre per 12, e quelo, che ne 
viene, partito per quelo che tu seruasti, et aueray la alteza de la torre 
come apare in la 12° figura. 

Questa medesima faray cum una verga lucendo el sole per 
duy modi. El primo sie: driza una verga a piombino sopra la terra apreso 
al termine de lombra per si fato modo, che una parte de la verga cada 
in lombra e laltra fora de la umbra, e notto el logo, doue la umbra tocha 
la verga. Alora multiplica la quantita de la ombra de la torre per la 
quantita de la verga, la qual chade in la umbra, e quello, che ne viene, 
partilo per la quantita del umbra, la quale e tra el cuono de la umbra 
de la torre e la verga, et haueray la alteza de la torre, como apare in 


Ri ARR 
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13a figura. 143 figura. 


la 13° figura. 


El secundo modo sie: a multiplicare la quantitade de la umbra de 
la torre per la quantita de la verga, e quello, che ne vene partilo per la 
umbra de la verga et aueray la alteza de la torre, como apare in la 
14* figura. Ma sapi, che le triangoli de le umbre, | de la torre e de la 
verga sono proportionali, auegnadio che la descripeione de la 14* figura 
mostra a contrario, perche la distancia de la torre e de la verga e nulla 
per rispeto del eorpo del sole. 
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oder vermittelst der Tafel, sobald der Schatten des Punktes b auf den 
Punkt e fällt: dann ist die Höhe des Thurmes gleich der Länge seines 
Schatten. Wenn aber der Schatten auf eine andere Stelle als 
auf 45° fällt, so merke man 

die Zahl seiner Punkte, Sind 

das dann Punkte des rech- 

ten Schattens, so multipli- 

ciere man die Schattenlänge 

des Thurmes mit 12 und di- 

vidiere das Ergebnis durch die b 

Zahl der Punkte, dann erhält 
man die Höhe des Thurmes. 
Sind es aber Punkte des 
verkehrten Schattens, so 
vervielfache man die Schattenlänge des 'Thurmes mit diesen Punkten und 
dividiere das Produkt durch 12, dann hat man die Höhe des 'Thurmes. 
Hat man Punkte des verkehrten Schattens, so kann man auch anders ver- 
fahren. Man theile 144 durch diese Punkte und merke sich den Quo- 
tienten. Dann multipliciere man die Schattenlänge des Thurmes mit 12 
und dividiere das Ergebnis durch den oben gemerkten Quotienten, so erhält 
man die Höhe des Thurmes, wie in Figur 12 zu sehen ist. 


123 figura. 


Dasselbe kann man auch auf doppelte Weise vermittelst 
einer Latte finden, wenn die Sonne scheint. Die erste Art ist: 
Man errichte eine Stange nach dem Bleiloth auf der Erde am Ende des 
Schattens in der Art, dass ein Theil der Stange in den Schatten fällt, der 
andere aus ihm herausragt, und bezeichne den Punkt, in welchem der 
Schatten die Stange berührt. Dann vervielfache man die Schattenlänge 
des Thurmes mit dem Stücke der Stange, das in den Schatten fällt, und 
das, was herauskommt, theile man durch die Schattenlänge, welche zwischen 
der Spitze des Schattens des Thurmes und der Stange liegt, dann erhält 
man die Höhe des Tihurmes, wie es Figur 13 zeigt. 


Die zweite Art ist, dass man die Schattenlänge des 'Thurmes 
mit der Länge der Latte multiplieiert und das Ergebnis durch den 
Schatten des Stange dividiert, dann erhält man die Höhe des Thurmes, 
wie in Figur 14 zu sehen ist. Man beachte aber, dass die beiden 
Schattendreiecke des Thurmes und der Stange ähnlich sind, wenn 
auch die Zeichnung der 14. Figur das Gegentheil zeigt, weil die Ent- 
fernung des Thurmes und der Stange gegen die des Sonnenkörpers 
nichts ist. 


gr 
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Quarta conelusio. De re inaccessibili. 

Quando tu voray mesurare una alteza, doue non si possa 
andare, apreso ambi prediti astrumenti vedi prima la sumitade de la torre 
per tuti doy li busi de lo astrolabio ouero del quadrante, et etiamdio lo 
numero de li ponti, e similmente nota el logo, doue chade el perpendiculo, 
che e pichato nel centro de lo astrolabio ouero del quadrante. E poy in 
uno altro logo fa lo simi- 
gliante, e nota la distantia 
de li doy termini e la di- 
ferentia de li ponti. Ma 
habi questa auertentia ne li 


ed 


ponti, che quando tu haue- 
ray li ponti de la umbra 
versa, tu debi partire 144 
per lo numero de li ponti, 
che te aduene. Alora la 
distaneia de li doy termini 
multiplichela per 12,e quello, 


158 figura, 


che ne vene, partilo per la 
diferentia de li ponti, et aueray la alteza de la torre. Esempli gratia la 
torre sie ab. Quando tu e in lo termine ce, tu ay 10 ponti de ombra 
drita, e quando tu sey in lo termine d, tu ay 9 ponti de umbra versa, 
per li quali ponti 9 partisse 144, et aueray 16 ponti, de li quali 
trane 10, che tu aueui | in termine c, e rimane 6 ponti. Da poy li piedi, 
che tra el c et el d, chi e 20, multiplieali per 12, e sera 240, li quali 
debi partire per 6 ponti, che tu seruasti, et aueray 40 piedi, ali quali 
agiugne la alteza dal centro de lo astrolabio ouero del quadrante a la 
tera, et haueray la alteza de la torre, come apare in la 15” figura. 
Questo medesimo faray cun linstrumento de le verge, ouero 
cun la tauola, stagando in doy luogi, come e ditto denanzi, cioe in e 
et in d, perche aueray ponti diuersi, e fa in tuto, como e ditto denanzi.") 
Ma se nuy non potramo alongarse ne approprinquarle a la 
torre, driza una verga perpendichulare sopra lo ponto c, sera ch, inquale 
a lo br, equidistante da ab, e anchora vedi il ponto « per Äh, como 
primo vedesti per c, e poy multiplicha cA per li minori ponti, e quelo, 
che ne viene, partilo per la diferentia de li ponti abuti la prima et la 
seconda volta, et hauerai na. Adunque aueray ba. E questo e vero 


1) Dieser Abschnitt ist in der lateinischen Handschrift erst nach dem hier 
folgenden geschrieben. 
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Vierte Aufgabe. Wenn man an den Gegenstand nicht gelangen kann. 

Will man eine Höhe messen, an welche man nicht heran- 
gehen kann, so visiere man zunächst mit beiden vorgenannten Instru- 
menten die Spitze des Thurmes durch beide Absehen des Astrolabs oder 
des Quadranten, und merke zugleich die Zahl der Punkte sowie ebenfalls 
den Punkt, auf welchen das Bleiloth fällt, das im Mittelpunkte des Astro- 
labs oder des Quadranten befestigt ist. Darauf thue man dasselbe in einem 
andern Punkte und bestimme den Abstand der beiden Stationen und die 
Differenz der Punkte. In betreff der Punkte beachte man aber, dass, wenn 
man Punkte des verkehrten Schattens beobachtet, man 144 durch die be- 
obachtete Zahl der Punkte dividieren muss. Nun vervielfache man den Ab- 
stand der beiden Stationen mit 12, und dividiere das Ergebnis durch die 
Differenz der Punkte, so erhält man die Höhe des Thurmes. Es sei z. B. 
der Thurm ab. Wenn man im Punkte c steht, findet man 10 Punkte des 
rechten Schattens, und steht man im Punkte d, so hat man 9 Punkte des 
verkehrten Schattens.. Durch diese 9 Punkte theile man 144, so erhält 
man 16 Punkte. Zieht man davon die 10, die man im Punkte c gefunden 
hat, ab, so bleiben 6 Punkte übrig. Nun multipliciere man die Zahl der 
Fusse, die zwischen c und d enthalten sind, das ist 20, mit 12, so ist 
das 240. Das muss man durch die 6 Punkte dividieren, die man sich ge- 
merkt hat, und erhält 40 Fuss. Hierzu füge man. die Höhe des Mittel- 
punktes des Astrolabs oder des Quadranten über der Erde hinzu, so erhält 
man damit die Höhe des Thurmes, wie in der 15. Figur zu sehen ist. 

Dasselbe vollführt man vermittelst des Stangeninstrumentes 
oder mit der Tafel, wenn man, wie oben gesagt ist, an zwei Orten sich 
aufstellt, nämlich in c und in d, da man hierdurch verschiedene Punkte 
erhält, und man verfährt in allem so, wie es 


da 


oben gesagt ist. 

Wenn wir uns aber weder von dem 
Thurme entfernen können, noch ihm 
uns nähern, so errichte man im Punkte c 
senkrecht eine Stange, sie sei ch, gleich bn, 
parallel zu ab, und visiere wieder den 
Punkt a von A aus, wie man ihn früher 
von c aus gesehen hat. Dann vervielfache 
man ch mit der kleinern Punktzahl und di- 
vidiere das Ergebnis durch den Unterschied 
zwischen den bei der ersten und zweiten Be- 
obachtung erhaltenen Punkten, und erhält 


so na, also hat man auch ba. Dies ist all- 168 Aigura. 


av 
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generalmente, ouero che tu volti la ombra versa in drita ouero la drita in 
versa, attendando che tu usaray lombra drita per versa, mesurando le pia- 
nure e le profunditade, e partire sempre 144 per lo numero de li ponti 
de lombra dritta, la qualli usaray per ombra versa. E questa praticha 
la vedi in la 16* figura. | 
Questa medesima se puo fare cun una verga, la qualle verga 
sia ce in termine e, e lo ochio sie d. Anchora quela medesima verga sie 
in del termine Ah, la qual verga sie 
. gh, e lo ochio sie j. E apare mani- 
festamente, che la linea jk, la qual e 
la statura del mesuradore, e piu di- 
stante, cioe piu da lonze de la verga 
gh, cha la linea df, che la statura 
de lo mesuradore (magis distat a virga 
gh, quam df distat), de la verga ce, 
adoncha lo excesso, cioe la differentia, 
sie 05. Multiplica la distantia de li 
re oghi, cioe la linea dj, per la quanti- 
tade de la verga gh, la qual quantita 
sie g9n, e quelo, che ne viene, dobiamo 
174 figure. partirlo per lo excesso de la distancia 
de lı oghi, ceioe per la linea jo, e a 
quelo, che ne vene, agiungeui la auanze de la quantita de la verga, cioe 


la linea »A, la quale sie la statura del mesuratore da lochio a la terra, 
et aueray la alteza de la torre, como apare in la 17° figura.') 

Questa medesima si puo fare cun uno Spechio, in prima 
vedendo la sumitade de la torre per lo spechio messo in del ponto a, si 
che lochio tuo sia f, e la statura tua fe; secondariamente vedendo quela 
medesima sumitade per lo spechio meso in ponto b, si che lo ochio tuo sia e, 
e la statura tua sia ed. Ede 
manifesto, che la secunda di- 
staneia da ti a lo spechio sie 


1) In der lateinischen Ausgabe 
ist hinzugefügt: Huius demonstra- 
tionis ratio est, quia ge, je, ig 
sciuntur, ergo fd scitur: scilicet 
sicutef ade: ita fd adib, ergo ib 
seitur. Sed sicut fd ad ib ita eg 
ad «al, ergo al scitur, sicut patet 
in 18° figura. — Die Figur ist die 
nebenstehende, 


dt 
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gemein richtig, ob man den verkehrten Schatten in den rechten, oder den 
rechten in den verkehrten verwandelt, wenn man beachtet, dass man bei 
Messung der Ebenen und Tiefen den rechten Schatten statt des verkehrten 
benutzt, und man immer 144 durch die Zahl der Punkte des rechten 
Schattens dividieren muss, wenn man ihn als verkehrten Schatten ge- 
brauchen will. Diese Methode sehe man in der 16. Figur. 

Das Nämliche kann man mit einer Stange ausführen. Diese 
Stange sei ce im Punkte e, das Auge sei d. Dieselbe Stange befinde sich 
darauf im Punkte A, es sei die gh, und das Auge sei j. Es ist dann 
klar, dass, wenn die Gerade jk, die die Statur des Messenden darstellt, 
weiter absteht, das heisst weiter von der Stange gh entfernt ist, als die 
Gerade df, dass dann die Gestalt des Messenden weiter von der Stange gA 
absteht, als df von der Stange ce. Es sei nun dieser Überschuss, das ist 
die Differenz, 05). Man multiplieiere den Abstand der Augen, das ist die 
Gerade dj, mit der Länge der Stange, die gleich gr ist, und das Ergebnis 
müssen wir durch die Differenz zwischen den Abständen der Augen divi- 
dieren, das ist durch die Länge 0). Zu dem Ergebnisse füge man den 
Rest der Länge der Stange hinzu, nämlich die Strecke »h, das ist die 
Statur des Messenden vom Auge bis zur Erde, und erhält dadurch die 
Höhe des Thurmes, wie in der 17. Figur zu sehen ist. 

Dasselbe kann man mit einem Spiegel ausführen, indem man 
zuerst die Spitze des Thurmes in dem Spiegel einvisiert, den man im 


I 


R 


183 figura, 


Punkte a aufgestellt hat, so dass das Auge in f ist, und die Statur des 
Messenden fe; zu zweit, indem man die nämliche Spitze des 'T'hurmes in 
dem Spiegel einvisiert, der im Punkte 5 niedergelegt ist, so dass das Auge 
in d ist und die Statur des Menschen ed. Es ist klar, dass der zweite 
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magiore cha la | prima: sia quello excesso dh. Multiplica adunque la di- 


stantia da ti a lo spechio con la statura tua, cioe multiplica ab per fe, 
e quelo, che ne vene, partilo per lo excesso, eioe per la diferentia de la 


magiore alongatione da ti al spechio sopra la minore, cioe per dA, et aueray 
la alteza de la torre, como apare in la 18° figura. Per quela medesima via 


aueray la alteza de uno monte e la alteza de una torre, che foss in sul monte. 


Quando tu seray apresso a una torre, non partandote de li, 
aueray la sua alteza per questo modo. Tagli la tauola quadrata 
messa in la 10% figura capozela a la torre, si che el lado ad sia equi- 


distante a lo orizonte. 


Poy guarda la sumitade della torre per queli 


ponti c, a, e nota el segno in la sumitade de la torre, el qual guardı. 
Anchora viedi quelo segno per lo ponto c, metendo la riga in e, e viedi 
onda la riga tocha el lado ad, e la tocha in ponto g. Multiplica adunque 
ec per si medesimo, e quelo, che ne vene, partilo per dg, et aueray la 
alteza de la torre, si che sera tante volte in cf, la qual e lalteza de la 
torre, quante volte dg sera in da, sicomo apare in la 19* figura. 
Questo medesimo fa se f fosse in aiere, si che non hauesse 
fondamente in terra, come sarebe una cholmegna de una chasa. A la 
9* | quale agugneui la alteza da c a la terra, et haueray la alteza da terra.') 


203 figura. 


Volendo sapere la al- 
teza de una torre lucendo 
el sole et etiamdio la 
quantita de la ombra sua 
mediante una verga de 
certa mesura, ficha la ditta 
verga perpendiculare sopra lo- 
rizonte per si fatto modo, che 
una parte de la verga chada 
in la umbra de la torre, e 
alora vedi la sumitade de la 
torre per la sumita de la verga 
notando el logo, doue tu sey. 
Anchora quela medesima verga 
metela perpendichularmente ver- 
so la torre per si fatto modo, 
che la summitade de la verga 


tochi el razo del sole, e nota la quantitade, che e tra la verga e lo cono 


1) Dieser Absatz fehlt in der lateinischen Fassung. Das Wort colmenya bedeutet, 
wie mir HerrGmo Lorra gütigst mittheilte, im Ferraresischen Dialekte den Betthimmel. 
Die Übersetzung mit Erker dürfte wenigstens kein falsches Bild in den Text bringen. 
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Abstand zwischen dir und dem Spiegel grösser ist als der erste; dieser 
Unterschied sei dA. Multipliciert man nun den Abstand zwischen dir und 
dem Spiegel mit deiner Statur, das heisst vervielfacht man ab mit fe, und 
theilt das Resultat durch den Unterschied, nämlich dureh die Differenz 
zwischen der grössern Entfernung vom Spiegel und der kleinern, also 
durch dh, so erhält man die Höhe des Thurmes, wie die 18. Figur zeigt. 
Auf die nämliche Art erhält man die Höhe eines Berges und die eines 
Thurmes, der auf dem Berge steht. 

Wenn man an einem Thurme sich befindet, so erhält man 
seine Höhe ohne sich von ihm zu entfernen, auf folgende Weise. 
Man lege die .quadratische Tafel, die in der 
10. Figur beschrieben ist, kopfüber an den Thurm, 
so dass die Seite ad parallel dem Horizonte steht. 


A 


Dann visiere man die Spitze des Thurmes durch die 
Punkte ce und « und merke sich das Zeichen an der 
Thurmspitze, das man einvisiert. Nun beobachte man 
dasselbe Zeichen vom Punkte e aus, indem man das 
Lineal in e befestigt, und sehe zu, an welchem 4 AA RE 
Punkte das Lineal die Seite ad schneidet; es mag 
das der Punkt g sein. Dann vervielfache man ec 
mit sich selbst, und theile das Produkt durch dg, so 
hat man die Höhe des Thurmes, so nämlich, dass ee 
so oft in der Höhe des Thurmes, das ist in cf, en el -—__ 
halten ist, so oft dg in da enthalten ist, wie in der 192 figura. 

19. Figur zu sehen ist. 

In derselben Art geht man vor, wenn f in der Luft sich 
befände, so dass es kein Fundament auf der Erde hätte, wie z.B. 
ein Erker eines Hauses. Hierzu addiert man die Höhe von c bis zur Erde, 
und erhält so die Höhe von dem Erdboden.') 

Will man die Höhe eines Thurmes bei Sonnenschein be- 
stimmen und zugleich die Länge seines Schattens vermittelst 
einer Stange von gegebener Länge, so errichte man die fragliche 
Stange senkrecht auf dem Horizonte in der Art, dass ein Theil der Stange 
in den Schatten des Thurmes fällt, und visiere dann über die Spitze der 
Stange nach der Spitze des Thurmes, indem man den Punkt bezeichnet, 
auf dem man steht. Dann bringe man dieselbe Stange senkrecht näher 
nach dem Thurme zu, so, dass ihre Spitze den Sonnenstrahl berührt, und 
bestimme die Entfernung, welche zwischen der Stange und der Spitze des 
Thurmschattens enthalten ist, Es ist klar, dass der vorher gemerkte Punkt 
von der Stange in der ersten Station weiter absteht, als die Spitze des 


10" 


107 
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de la umbra de la torre. Et e manifesto, che el logo, che tu notasti, e 
piu distante da la verga in del primo termine, cha el cono de lombra de 
la torre de la verga in del secondo termine. Questa differentia seruela, e 
sia lo primo numero; e la distantia, che tra el logo notado el cono del 
ombra de la torre, sia el secondo numero; e la quantitade de la verga sia 
el terzo numero. Multiplica aduncha el secondo per lo terzo, e quelo, che 
ne vene, partilo per lo primo, et aueray la alteza de la torre. Exempli 
gratia sia el solle A, la torre fg, che faza la ombra ge, e la verga sia ab, 
de la qual verga la parte bk sie in lombra de la torre, e la distantia da 
ti a la verga in del primo termine | sie dd. Item la verga ab, la quale 
e in del segondo termine, sia op, e chada totalmente in la ombra de la 
torre. Aduncha cunzosia cossa e, che la linea bd sia mazore che la linea 
pe, quanto e da ed: multiplica aduncha ab per cd, e quello, che ne viene, 
partilo per ed, et averay fg. E se voy sapere lumbra de la torre multi- 
plica la distancia del cono de la ombra de la torre a la verga in del se- 
condo termine per la alteza de la torre, e quelo, che ne vene, partilo per 
la verga, como apare in la 20° figura. 


Secunda pars primi traetatus. 

Sequitur de profundimetria, cioe mesura de profunditade, 
per la quale se mette doe conelusione. 

La prima de la profondita de li pozzi, la quale aueray per 
questo modo. 

Stagando in uno de ladi del pozzo viedi cun lo astrolabio ouero cun 
el quadrante et termine opposito in del profundo del pozzo, e nota li ponti 
de la ombra drita, perche la profundita granda requere 
questo, e serva le ditte ponti. Poy multiplica el dia- 
metro del pozzo per 12, e quello, che ne viene, partilo 
per lo numero de li ponti seruati, et aueray la alteza 
del pozzo, como apare in la 21” figura, de la quale 
tray fora la distancia del centro del astrolabio ouero 
del quadrante a la bocha del pozzo. | 

Questa medesima faray colo instrumento de 
le verge, fazando quelo medesimo instrumento in su 
la stremitade del diametro de la bocha del pozo, et 
ponendo lochio apreso al ponto f. Alora como tu ay 
fatto de sopra, multiplica et diametro del pozo per 12, 


21a figura. 


e quelo, che ne vene, partilo per li ponti, che tu auesti cun lo instrumento 
ditto, et aueray la alteza del pozo, si como apare in la 22* figura, de la 
quale tray la distantia del ponto f da la bocha del pozzo. 
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Thurmschattens von der Stange in der zweiten Station. Diese Differenz 
bestimme man, sie wird die erste Zahl. Der Abstand zwischen dem ge- 
merkten Punkte und der Spitze des Thurmschattens sei die zweite Zahl, 
die Länge der Stange aber die dritte Zahl. Multipliciert man also die 
zweite mit der dritten und theilt das Produkt durch die erste, so erhält 
man die Höhe des Thurmes. Es sei z. B. die Sonne Ah, der Thurm fg, der 
den Schatten ge wirft; die Stange sei ab, von der der Theil bk im Thurm- 
schatten liege, der Abstand zwischen dem Beobachter und der Stange in 
der ersten Station sei dd. Es sei ferner die Stange ab in ihrer zweiten 
Lage op und falle vollständig in den Schatten des Thurmes.. Da nun die 
Gerade bd um so viel grösser ist als die Gerade pc, als ed beträgt, so 
vervielfache man ab mit cd und theile das Ergebnis durch ed, so erhält 
man fg. Will man die Grösse des Thurmschattens bestimmen, so multi- 
pliciere man den Abstand der Spitze des Thurmschattens von der Stange 
in ihrer zweiten Lage mit der Höhe des Thurmes und das Ergebnis divi- 
diere man durch die Länge der Stange, wie in Figur 20 zu sehen ist. 


Zweiter Theil des ersten Traktates. 


Es folgt die Tiefenmessung, das heisst die Ermittelung der 
Tiefe. Hierfür werden wir zwei Aufgaben stellen. 

Die erste betrifft die Tiefe der Brunnen, die man in folgen- 
der Weise bestimmt. 

Man stehe auf einer Seite des Brunnens und visiere mit dem Astrolab 
oder dem Quadranten den entgegengesetzten Punkt in der Tiefe des Brun- 
nens und bestimme die Punkte des rechten Schattens, da grosse Tiefe das 
erfordert. Die erhaltenen Punkte merke man sich. Darauf multipliciere 
man den Durchmesser des Brunnens mit 12 und dividiere das Ergebnis 
durch die gemerkte Zahl der Punkte, so erhält man die Tiefe des Brunnens, 
wie in der 21. Figur zu sehen ist. Von ihr muss man den 
Abstand des Mittelpunktes des Astrolabs oder des Quadranten A 
bis zur Mündung des Brunnens abziehen. 

Dasselbe kann man auch mit dem Stangen- 
instrumente bewirken, indem man dasselbe auf dem End- 
punkte des Durchmessers der Brunnenöffnung aufstellt, und 
das Auge in den Punkt f bringt. Genau so, wie man es oben 
gethan hat, multiplieiert man den Durchmesser des Brunnens 
mit 12 und theilt das Ergebnis durch die Punkte, welche man 
mit dem Instrumente beobachtet hat, und erhält so die Tiefe 
des Brunnens, wie in der 22. Figur ersichtlich. Von ihr muss man 


den Abstand des Punktes f von der Brunnenöffnung abziehen. 224 fignra. 


11° 
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Questa medesima faray cun una tabula quadrata drizando el 
lado ec sopra de la bocha del pozo, ponendo lo ochio apreso al ce. EI 
resto fa, como de sopra, si como apare in la 25* fieura, 
da la quale tray la distancia del ponto c da la bocha 
del pozzo. 

Questa medesima faray cun due verge. Una sie 
el diametro de la bocha del pozzo, ciove cf, e laltra sia in 
su la- stremitade de la boca del pozo in ponto c. In. la 
stremita de la qual verga, eioe in ponto b, posse lo ochio 
guardando in del pozzo, e li, dove la linea visuale tocha 
el diametro de la bocha del pozo, posse per segno d. 
Poy multiplica eb per df, e quelo, che ne viene, partilo 


23a figura, per de, et aueray fg, chi e la alteza del pozo, si como 
apare in la 24* figura. | 

Questa medesima faray per lo spechio. Ficha el spechio in 

una tabula, la qual tabula voltela verso la profondita del pozo, che sia 

leuada equalmente da la bocha del pozo, 

y g per si fatto modo, chel spechio sia 

apreso a la estremitade de la bocha del 

pozo in del ponto a de la tabula. Poy 

r dal lado opposito del pozo fa la linea 

cb infina a la tabula, e sia lo ochio f, 

L chi vieda in mezo del spechio el ponto d 

per reflexione. Poy dal ponto de lo 

ochio f faray una linea fg, che sia 

d equalmente distante a la linea bed. Alora 

25a figura, multiplica fy per ab, e quelo, che ne vene, 

partilo per ag, et aueray bed, dal quale 

tray be, e rimane cd la alteza del pozo, como apare in la 25” figura. 

Seconda conchusio. Per questo modo se mesura la profunditade 

de una valle!) Sia el monte begme, lorizonte egmf, el ponto in la 

valle sie f, la pianura in sul monte sie be equalmente distante a lorizonte. 

Sia aduncha el mesuradore in del termine e, e veda el ponto f in la valle 

cun lo astrolabio, ouero cun el quadrante, ouero cun lo instrumento de le 

verge, ouero cun la tauola quadrata, e nota li ponti. Le quale se li 

serano ponti de ombra versa, parti 144 per quelli ponti. Anchora sia el 

mesuratore in del termine b, e fiza notando li ponti, como e ditto da 


1) Es wird hier gar nicht die Tiefe des 'Thales gemessen, sondern die 
Entfernung des Punktes f von dem Fusspunkte des von b auf die Hori- 
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Das Nämliche kann auch mit der quadratischen Tafel ge- 
sehehen, wenn man die Seite ec auf der Brunnenöffnung senkrecht er- 
richtet und das Auge in den Punkt c bringt. Das Weitere macht man 
wie oben, wie in Figur 23 ersichtlich. Man muss wieder den Abstand des 
Punktes e von der Brunnenöffnung in Abzug bringen. 

Dasselbe macht man mit zwei Stangen. Eine von ihnen sei 
der Durchmesser des Brunnens, nämlich ef, die andere sei im Endpunkte 
der Brunnenöffnung im Punkte e senkrecht errichtet. Das 
Auge bringe man in den Endpunkt der Stange, d.h. in d 
den Punkt 5b und visiere in den Brunnen. Da, wo die Ge- 
sichtslinie den Durchmesser der Brunnenöffnung schneidet, 
setze man das Zeichen d. Nun vervielfache man cb mit df r 
und das, was sich ergiebt, theile man durch de, so erhält «€ a 
man fg, das ist die Tiefe des Brunnens, wie die 24. Figur zeigt. 

Dasselbe kann man mit einem Spiegel aus- 
führen. Man befestige den Spiegel auf einer Tafel, welche 
man umgekehrt gegen die Tiefe des Brunnens kehrt, so 
dass sie gleichmässig von der Brunnenöffnung absteht, und 
zwar so, dass der Spiegel sich über dem Endpunkte der 
Brunnenöffnung im Punkte a der Tafel befindet. Von der 
andern entgegengesetzten Seite des Brunnens ziehe man die Gerade eb bis 
zu der Tafel. Fs sei weiter f das Auge, das in der Mitte des Spiegels 
den Punkt d durch Reflexion sieht. Dann ziehe man vom Auge f die Ge- 
rade fg parallel der Geraden bed, multipliciere darauf fg mit ab und 
theile das Ergebnis durch ag, so erhält man bed. Hiervon ziehe man be 
ab, so bleibt ed, die Tiefe des Brunnens, wie die 25. Figur zeigt. 

Zweite Aufgabe. In folgender Weise misst man die Tiefe eines 
Thales.!) 

Der Berg sei begme, die Horizontalebene egmf, der Punkt im Thale 
sei f, die ebene Fläche auf dem Berge be parallel dem Horizonte. -Der 
Messende stehe nun in dem Endpunkte e und visiere den Punkt f im Thale 
mit dem Astrolab oder mit dem Quadranten, oder mit dem Stangeninstru- 
mente, oder mit der quadratischen Tafel, und merke die Punkte des Schat- 
tens. Sind das Punkte des verkehrten Schattens, so theile man durch sie 144. 
Es sei der Messende weiter im Endpunkte 5b und thue unter Feststellung 
der Punkte genau so, wie wir es zuerst gesagt haben. Von diesen letzten 
Punkten ziehe man die zuerst beobachteten ab, und merke die Differenz. 


I 


24a figura, 


zontalebene gefällten Lothes. Erst die folgenden Aufgaben geben die Höhe 
des Berges. 
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11’prima. Da li qualli | ponti tray li primi ponti, che tu auesti, e serua lo 
resto. Alora multiplica la distancia de li doi termine, cioe la linea be, 
per li minor ponti, e quelo, che ne vene, partilo per la diferentia de li 
ponti, che tu seruasti, et aueray la linea gf. | 


268 figura. 


A quello medesimo modo faray, se una torre fosse in del 
termine f, de la quale volessimo sapere la sua alteza, la quale 
sia nf. Messado la linea opn equalmente distante al orizon, ed aueray 
la linea pn. Ma perche anchora non ay lalteza de la torre, ne la lalteza 
del monte, in sul quale tu sey, impereio quelle alteze se auerano in questo 
modo. Guarda, onde la linea visuale df secha, eioe tocha, la linea ql, e 
lo sia el ponto k, del qual ponto k, mena la linea kt equidistante a lori- 
zon cgmf. Alora multiplica la linea gf, la qual tu ay zia atrouata, per 
la linea dt, e quello, che ne vene, partilo per la linea %t, et aueray la 
linea dg, ed anche la linea eg, la quale e lalteza del monte. 

Per quelo medesimo modo faray per la alteza de la torre, 
vedendo doue la linea visuale dan secha la linea gl, e li sia el ponto », 
del quale mena la linea rs equidistante a lorizon. Alora multiplica pn 
per ds, e quelo, che ne vene, partilo per rs, et aueray dp et ep, adunque 
29, la quale e inguale a la alteza de la torre. E tute queste cosse apare 

12"in la 26* figura. | 

Ma se non fusse pianura aleuna in del monte, alora primaä- 
mente guarda el termine ouero el segno in del piano, e nota le ponti de 
la umbra versa; secundariamente driza perpendicularmente alcuna mesura 
dal luogo del ochio tuo in de la prima hoperatione verso al aiere ouero el 
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Darauf multipliciere man den Abstaud der beiden Stationen, das ist die 
Gerade be, mit der Zahl der kleinern Punktsumme, und dividiere das Er- 
gebnis durch die gemerkte Differenz der Punkte, dann erhält man die Ge- 
rade gf (Fig. 26). 

In derselben Weise geht man vor, wenn im Punkte f ein 
Thurm steht, dessen Höhe man bestimmen will, derselbe sei nf. 
Man messe die Gerade opn parallel zum Horizonte, und erhält so die Ge- 
rade pn. Da man aber die Höhe des Thurmes noch nicht kennt, noch die 
des Berges, auf welchem man sich befindet, so erhält man beide Höhen auf 
folgende Weise. Man sehe zu, in welchem Punkte die Gesichtslinie df die 
Gerade gl schneidet, es sei das im Punkte k. Von diesem Punkte % ziehe 
man die Gerade kt parallel zum Horizonte cegmf. Darauf multipliciere 
man die Gerade g/f, die man schon gefunden hat, mit der Geraden dt und 
dividiere das Ergebnis durch die Gerade kt, dann erhält man die Gerade dy 
und also auch die Gerade eg, das ist die Höhe des Berges. 

In derselben Weise findet man die Höhe des Thurmes, indem 
man zusieht, wo die Gesichtslinie d» die Gerade gl schneidet; es sei das 
im Punkte ». Von ihm zieht man die Gerade rs parallel dem Horizonte 
und multipliciert dann px mit ds und dividiert das Ergebnis durch rs, 
dann erhält man dp und ep und folglich 99, was der Höhe des Thurmes 
gleich ist. Alles dieses zeigt 
die 26. Figur. 

Ist aber auf dem 
Berge keine ebene Flä- 
che, so beobachte man zu- 
nächst den Punkt oder das 
Zeichen in der Ebene und 
merke sich die Punkte des 
verkehrten Schattens. Zwei- 
tens errichte man von dem 
Orte des Auges bei der er- 
sten Beobachtung aufwärts 
senkrecht irgend ein Maass 
in die Luft oder nach dem 
Zenith. Von der Spitze die- 
ses Maasses aus visiere man 
ein zweites Mal den vor- 
genannten Punkt oder das 
Zeichen und merke wieder 
die Punkte. Darauf multi- 


37. fignra. 
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zenit. De la cima de la qual mesura guarda una altra volta el preditto 
termine ouero segno, e nota li ponti. Alora multiplica 12 per la mesura 
drizada, e quelo, che ne vene, partilo per la diferentia de li ponti abuti 
per la prima e per la seconda volta, come sarebe, se tu fusse in sul monte 
fp e tu volessi la longeza fh, e sia lalteza de la somita del monte a lo 
ochio tuo kp, e sie el numero dato de li ponti im, esempli gratia 3}. 
Ancora dal ponto k fiza drizato «k de cognosuda quantita esempli gratia 5; 
e sia el numero de li ponti be exempli gratia 6. E perche tragando 33 
de 6, resta 2, sara questa diferentia el partitore. Multiplica adunque 5 
per 12, e quelo, che ne viene, partilo per 2,,, et aueray 22, la longeza 
cioe fh, la qual ceirchaui. Ma quando tu auessi li ponti de umbra drita, 
volta quelli in de li ponti de umbra versa, perche e le da fare cossi 
volendo le profunditade. Como e, guardando el ponto I per a aueray er, 
eioe 6 ponti, per li quali parte 144, et aueray 24. Ancora guardando el 
ponto ! per k aueray ps, eioe 11 ponti, per li quali parte 144, el aueray 
12°132,| le quali trali de 24, aueray el partitore 10%. Multiplica aduncha 
5 per 12, como e dito de sopra, e quelo, che ne vene, partilo per 1019, 
3, el quale e fl. Ma nota, che in la mesura de la pianura e 
de la profunditade tu di usare la umbra drita per la versa et e con- 


et aueray 5 


uerso (Fig. 27). 


Sapia etiamdio, che la praticha fatta segondo questa 
27° figura serua a la prima parte de la secunda conclusione del 
primo tratado, usando quela alteza ab per la pianeza messa qui, la qual 
he fh, e usando de quela pianeza bd per questa alteza messa qui, la qual 
he fa, si como la praticha secundo la 25° figura serue a la secunda parte 
de la secunda conelusione del primo tratado, cioe usando la pianeza de 
luno per la alteza de laltro et e conuerso. 


Tertia pars primi tractatus. 


Sequitur de longimetria, per la quale ponno tre cun- 
clusione. 


Prima sie: Quando la longeza ouero pianura de un campo 
sia dritta, aueray la soua longeza per questo modo. Prima cun 
lo astrolabio ouero cun lo quadrante sta in uno locho del piano et guarda 
per li busi de li ditti instrumenti tegnando lo angulo del quadrante, in lo 
quale e lo chiodo del perpendichulo perme lo ochio, et raxionialmento 
eadera lo perpendichulo sopra li ponti de la umbra versa; alora. multi- 

13 plica la quantita de lo ochio tuo a terra per 12, ouero piu certo | multi- 
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pliciere man 12 mit dem. errichteten Maasse ‚und dividiere das Ergebnis 
durch die Differenz der bei der. ersten und zweiten Beobachtung erhaltenen 
Punkte. Wie es z.B. sein würde, wenn man auf dem Berge fp sich be- 
fünde und man wollte die Länge fh messen, und es wäre die Höhe des 
Berges vom Auge aus gemessen gleich kp. Die gefundene Zahl der Punkte 
im sei z. B. 3%. Nun errichte man im Punkte % die ak von bekannter 
Länge, etwa 5, und es sei etwa die Zahl der Punkte 6. Da nun, wenn 
man 87 von 6 abzieht, 2; Rest bleibt, so ist diese Differenz der Nenner. 
Multiplieiert man nun 5 mit 12 und dividiert das Ergebnis durch 2%, so 
erhält man 22, das ist die Länge fh, die man sucht. Erhält man aber 
Punkte des rechten Schattens, so verwandelt man sie in Punkte des ver- 
kehrten Schattens, da man so bei Messung von Tiefen verfahren muss. So 
erhält man z. B. bei Beobachtung des Punktes ! von a aus, er, das sind 
6 Punkte, durch die 144 getheilt 24 kommen. Beobachtet man ferner den 
Punkt ! von %k aus, so erhält man ps, das sind 11 Punkte. Dividiert man 
dadurch 144, so entstehen 13,/,, die von 24 weggenommen den Nenner 
101% ergeben. Multiplieiert man nun 5 mit 12, wie oben gesagt ist, und 
theilt das Ergebnis durch 104%, so erhält man 55, und das ist fl. Man 
beachte aber, dass bei Messung der Ebene und der Tiefen man sich statt 
des rechten Schattens des verkehrten bedienen muss und umgekehrt (Fig. 27). 

Man wisse ferner, dass das Verfahren gemäss der 27. Figur 
auch für den ersten Theil der zweiten Aufgabe des ersten Trak- 
tates benutzt werden kann, wenn man die dortige Höhe ab für die 
hier genommene Ebene, nämlich fh, setzt, und die dortige Ebene bd für 
die hier gesetzte Höhe, nämlich fa, nimmt. Ebenso wie das Verfahren 
gemäss der 25. Figur auch für den zweiten Theil der zweiten Aufgabe des 
ersten Traktates dienen kann, indem man die Ebene des einen als die Höhe 
des andern gebraucht und umgekehrt. 


Dritter Theil des ersten Traktates. 


Nun folgt die Längenmessung, für welche wir drei Auf- 
gaben stellen, 

Die erste ist folgende: Wenn die Länge oder ebene Ausdeh- 
nung eines Feldes gerade ist, so erhält man seine Länge in fol- 
gender Weise. Zuerst stehe man mit dem Astrolab oder dem Quadranten 
in dem einen Endpunkte der Ebene und visiere durch die Absehen ge- 
nannter Instrumente, indem man die Ecke des Quadranten, in welchem der 
Stift des Bleilothes sich befindet, an das Auge hält. Dann fällt natur- 
gemäss das Loth auf Punkte des verkehrten Schattens. Nun multiplieiere 
man die Entfernung des Auges von der Erde mit 12, oder genauer, man 


24* 


372 IH, Die Practica Geometriae 


pliea la distancia del centro de lo astrolabio a tera, ouero da lo angulo 
del quadrante per 12, e quelo, che ne viene, partilo per lo numero de ii 
ponti, che tu hay abuto, e quelo, che ne vene, sera la longeza como apare 
in la 28° figura. E sapi, che non besogna voltare li ponti de umbra versa 
in li ponti de umbra dritta. 


RER RESEE EISEN SER EIER ES d h 


383 figura. 99a figura. 


Questo medesimo se puo fare cun lo instrumento de le verge, 
chomo he in la 27* figura, ponendo lo ochio perme lo ce, guardando lo 
altro termine del piano per la regula posta in c, chi secha la linea fb in 
ponto g. Alora multiplica ed per 12, e quelo, che ne viene, partilo per fg, 
et aueray dh, la longeza del piano, como apare in la 29° figura. .E sapi 
chel te bisogna cauare la linea «ab de la linea dh. Houero aueray questo, 
como apare in la 30° figura, ponendo lo ochio in ponto f, in lo quale he 
la regula, chi secha in lo ponto g. Alora multiplica ed per 12, e quelo, 
che ne vene, partilo per eg, et aueray dh, la longeza. 


Questo medesimo se puo fare cun la tabula quadrata ponendo 
lo ochio a ponto ce, in lo quale sie la regula, si che lo lado ce sia de 
sopra, e si che la regula si secha la linea eb in ponto f. Alora multi- 
plica ca per 12, e quelo, che ne viene, partilo per ef, et aueray la lon- 
geza del piano, como apare in la 31* figura. Questo medesimo si farebbe, 

13° se lo | lato ad fosse alleuato dal piano, e alora la distantia da c al piano 
multiplica per 12 etc. 

Questa medesima faray per uno 
tale instrumento. Sia lo piano cf, la 
verga ac equale a la statura, a la quale 
inficha una altra verga perpendichularmente, 
che sia bd; sia lo ochio tuo in ponto a, 


e sia la linea vissuale af, che secha la 
verga bd in ponto e. Alora multiplica be 


S2a figura 


per ae, e quelo, che ne viene, partilo per ab, et haueray cf, la longeza, 
como apare in la 32° figura. 
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multipliciere den Abstand des Mittelpunktes des Astrolabs oder der Ecke des 
Quadranten von der Erde mit 12 und theile das Produkt durch die Zahl der 
Punkte, die man beobachtet hat, dann ist der Quotient die gesuchte Länge, wie 
in der 28. Figur ersichtlich ist. Man beachte, dass es hier nicht nöthig ist, die 
Punkte des verkehrten Schattens in solche des rechten Schattens zu verwandeln. 

Man kann dasselbe auch mit dem Stangeninstrumente aus- 
führen, wie man es in der 27. Figur benutzte, indem man das Auge 
nach e bringt und das andere Ende der Ebene mittelst des Messlineals, das 
man in € befestigt hat, einvisiert. Dieses schneide die Gerade fb im 
Punkte 9, Nun multipliciere man cd mit 12 und das erhaltene Produkt 
theile man durch fg, dann erhält man dh, die Länge der Ebene, wie die 
29. Figur zeigt. Man beachte aber, dass man die Länge ab von der Ge- 
raden dh wegnehmen muss. Man könnte auch die Messung so ausführen, 
wie die 30. Figur zeigt, dass man das Auge in den Punkt f bringt, in 
welchem das Messlineal sich befindet, das im Punkte g einschneidet. Man 
multipliciere dann ed mit 12 und dividiere das Ergebnis durch ey, so er- 
hält man dh, die gesuchte Länge. 
f 6 

* 
6 


303 figura, 313 figura. 


Ebenso kann man mit der quadratischen Tafel vorgehen, wenn 
man das Auge in den Punkt c bringt, in welchem das Messlineal befestigt 
ist, und zwar so, dass die Seite ce oben liegt, und das Lineal die Gerade eb 
im Punkte f schneidet. Man multipliciere nun c# mit 12 und das Ergebnis 
dividiere man durch ef, so erhält man die Länge der Ebene, wie in der 
31. Figur ersichtlich ist. Ebenso könnte man vorgehen, wenn die Seite ad 
nieht bis zur Ebene reichte Dann vervielfache man den Abstand von c 
bis zur Ebene mit 12 u. s. w. 

Auch mit folgendem Instrumente lässt sich das ausführen. 
Die Ebene sei cf, die Stange ac gleich der Grösse des Beobachters. An ihr be- 
festige man senkrecht eine zweite Stange, die bd heisse. Das Auge befinde sich 
im Punkte a, und die Gesichtslinie sei af, welche die Stange bd im Punkte e 
schneide. Nun multipliciere man be mit ac und theile das Ergebnis durch ab, 
so erhält man ef, die gesuchte Länge, wie in der 32. Figur ersichtlich. 
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Questa medesima se puo fare per lo spechio. Driza una verga 
perpendicholarmente sopra lo orizonte, eioe sopra lo piano, a la qual verga 
apicha lo spechio in ponto, che sia mancho distante da la terra cha lo 
ochio tuo, como sarebe in ponto c, e sia lochio tuo a tra lo spechio e lo 
termine del piano, el quale sia f, e sia la distantia de lo ochio tuo de la 
verga la linea da. Multiplica adunque ba per cd, e quelo, che ne viene, 
partilo per be, et haueray df, como apare in la 35° figura. 


Secunda conclusio. Se la longeza del piano da fir mesurada 
non sera drita, como se lorizonte gb, el spazio gibboso, cioe non piano, 
afb, fa cossi. Ficha doe righe una in del termine a, laltra in del termine 5b 

piu basso, cossi lonze, che dal 
——j  ponto d possa fir messado una linea 


in fina a la linea cg, la qual sia 
equalmente distante a lorizonte, la 
qual linea sia dh et non secha la 
gibbosita del spatio. Alora cholo 
astrolabio ouero eun el quadrante | 
situe in ponto c vedi el ponto d, e 
nota el numero de li ponti del 
lumbra versa, iquali te dara la li- 
“5  dada ouero el perpendichulo, e ser- 
34a figura. uali. Poy multiplica ch per 12, e 
quelo, che ne viene, partilo per lo 
numero de li ponti, che tu seruasti, et aueray la linea Ad, la qual e 
equale ha gb. E se da ponto e vorey menare la linea cp in fina ad bd 
equidistante a lorizonte, poray fare de la linea pd, si como facesti de la 
linea ch, como apare in la 34* figura. Vero he, che per questo non se 
cumprende la gibbositade, ma solamente la distaneia de g et b. 


Terza conclusio. E perche a la fiada hocore in la longimetria 
la largeza de una fossa, per la noticia de quela sia la terza 
eonelusione, JFaray ceossi. Meteray 


el la tabula de la 20* figura sopra la 
RL. EG . , * * 

Fr rıpa tua de la fossa ouero lo piano el- 
| | a quale, doue tu sey, e guarda el ter- 
e——— 7 m  —>/ mine f in la ripa opposita per eaf, 

ER metendo lo ochio apreso al ponto e. 


Anchora guarda el ponto f per la 
linea egf, metendo lo ochio justa a ponto ce, stagando sempre la tabula 
ferma. Alora multiplica ec per si medesimo, e quelo, che ne viene, 
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Man kann dasselbe auch mit einem Spiegel machen. Errichte 
eine Stange senkrecht zum Horizonte, befestige an dieser Stange den 
Spiegel in einem Punkte, der einen geringern Abstand von der Erde hat, 
als das Auge, wie es etwa der 
Punkt ce wäre. Das Auge befinde Im — 
sich in @« zwischen dem Spiegel und er 
dem Endpunkte der Ebene, der mit f 2 
bezeichnet sei; der Abstand des 
Auges von der Stange sei die Ge- Se, 
rade ad. Multipliciere nun ab mit \ 
cd und theile das Produkt durch be, d 
so entsteht df, wie Figur 33 zeigt. 338 figura. 

Zweite Aufgabe. Wenn die 
Längenausdehnung der zu messenden Ebene nicht horizontal 
liegt, wenn z. B. der Horizont gb ist, die höckrige, das heisst nicht ebene 
Länge afb, so verfahre man so. Man errichte zwei Stangen, eine im End- 
punkte a, die andere in dem tiefer gelegenen Endpunkte 5 von solcher 
Länge, dass man vom Punkte d aus eine Gerade bis zur Stange eg messen 
kann, die gleichmässig vom Horizonte absteht. Es sei dies die Gerade dh, 
und sie schneide die Erhöhung des zu messenden Raumes nicht. Nun 
visiere man mit dem Astrolab oder dem Quadranten, die im Punkte c auf- 
gestellt sind, den Punkt d, und bestimme die Zahl der Punkte des ver- 
kehrten Schattens, welche die Alhidade oder das Bleiloth angiebt, und 
merke dieselben. Dann multipliciere man ch mit 12, und dividiere das 
Produkt durch die Zahl der Punkte, die man gemerkt hat, so erhält man 
dadurch die Gerade hd, welche gleich gb ist. Würde man vom Punkte e 
aus die Gerade cp parallel dem Horizonte bis zur Geraden bd ziehen, so 
könnte man zur Bestimmung der Geraden pd genau so verfahren, wie man 
zur Bestimmung der Geraden ch vorgegangen ist, wie die 34. Figur dar- 
stellt. Es ist aber klar, dass man hierdurch nicht die Länge der nicht 
ebenen Fläche, sondern nur den Abstand zwischen 9 und 5 erhält. 

Dritte Aufgabe. Da bei der Längenmessung zuweilen die Be- 
stimmung der Breite eines Grabens vorkommt, so behandele die 
dritte Aufgabe die Bestimmung derselben. Man gehe so vor. Die Tafel 
der Figur 20 stelle man an dem Ufer des Grabens oder auf der Horizontal- 
ebene auf, auf welchem man selbst sich befindet, und beobachte den Punkt f 
auf dem gegenseitigen Ufer vermittelst der Geraden eaf, indem man das 
Auge in den Punkt e bringt. Dann visiere man den Punkt f ebenfalls 
vermittelst der Geraden cegf, indem das Auge sich im Punkte c befindet, 
die Tafel selbst aber immer fest steht. Nun multiplieiere man ec. mit sich 
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partilo per dg, et aueray ef, la largeza de la fossa, como apare in la 
35* figura. 

Questo medesimo poy fare altramente. Guarda el ponto f per 
la linea ebf como prima. Posta menaray la tabula tuo verso la mane 
destra ouero a la senistra per si fatto modo, che lo lado ad staga per- 
pendichulare sopra la riga eaf, | eioe al squadro, menando la tabula per 
tanto spatio, che tu veda anchora el ponto f guardando per ca, si tu 
aueray menada la tabula da la mane destra, ouero guardando per ed, se 
tu aueray menada la tabula da la parte senistra. Alora quanta sera la 
distantia tra el primo locho a el secondo locho a, tanta sera la largeza 
de la fossa da la parte destra, ouero tra el logo a el secondo locho d da 
la parte senistra, como apare in la 36° figura. 

A volere mesurare una alteza de una torre sopra una ripa 
opposita de uno fiume, et etiamdio la largeza de fiume, faray 

cossi. Driza sopra la ripa, su la 

a quale tu sey, uno tale instru- 
mento, como he efmng per si 
fatto modo, che la asta ef sopra 
la terra sia de certa nota, in lo 
quale instrumento siano doy busi 
per doue lidade, cioe f et 9 equi- 
distante a lorizon e fiza menado 
gf drito fino a la torre da, la 
aual linea sia yfc. La largeza del 
fiume sia cd, e la alteza de la 
torre sia db ouero da. Sia eti- 
amdio ceschaduno de li tri ladi 
del instrumento, cioe gn, et nm 
et mf diuisi per 12 ponti. 
Aduncha e da considerare che, 


umbrarecta 


perche doy ceentri sono posti in 
lo instrumento presente per due 
quantita da fir mesurade, de le 
quale l’una si zose laltra se driza 


sopra quela, che zose; per la quale 
37a Kai: chasone la razone de la umbra 

se menda, impercio | li preditti 

tri ladı del instrumento serano denominati variamente, percioche a mesu- 
rare ed. Perche a le parte de la linea 9» firano diti ponti de ombra 
dritta, e a la parte de ns ponti de ombra versa, e termina el 12 in 
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selbst und theile das Ergebnis durch dg, so erhält man ef, die Breite des 
Grabens, wie in Figur 35 ersichtlich ist. 

Man kann das auch anders machen. Visiere den Punkt f wie 
vorher durch die Gerade eaf. Darauf rücke die Tafel nach rechts oder 
nach links in der Art, dass 
die Seite ad stets auf der 
Geraden eaf senkrecht bleibt, 
das heisst im Winkelmaass, 
und zwar rücke man die 
Tafel um eine solche Ent- 
fernung weiter, dass man den 
Punkt f wieder sieht, indem 
man über ce und a visiert, 
wenn man die Tafel nach 
rechts gerückt hat, oder in- 
dem man über e und d visiert, 
wenn man nach der linken 
Hand gerückt hat. Dann ist 
die Breite des Grabens ebenso 
gross als der Abstand zwi- 


d62 figura. 


schen dem ersten Orte von a 

und seinem zweiten Orte, wenn man nach rechts gerückt hat, oder wie 
der. zwischen dem ersten Orte von @a und dem zweiten Orte von d bei 
Linksrückung, wie in Figur 36 zu sehen ist. 

Um die Höhe eines Thurmes auf dem gegenüberliegenden 
Ufer eines Flusses und zugleich die Breite des Flusses zu 
messen, gehe man so vor. Auf dem Ufer, auf welchem man sich be- 
findet, richte man ein Instrument auf, wie es efmng ist, und zwar in fol- 
gender Weise. Die Stange ef sei über der Erde von bestimmter Länge. 
In dem Instrumente selbst seien je zwei Absehen für zwei Alhidaden, näm- 
lich f und 9 parallel dem Horizonte befestigt. Man verlängere gf in ge- 
rader Linie bis an den Thurm da; es sei dies die Gerade gfc. Die Breite 
des Flusses sei ed, die Höhe des Thurmes db oder da. Es sei ferner 
jede der drei Seiten des Instrumentes, nämlich gr, nm und mf in je 
12 Punkte getheilt. Dabei ist zu beachten, weil zwei Mittelpunkte im vor- 
liegenden Instrumente angenommen sind wegen der zwei zu messenden 
Gegenstände, von denen einer liegt, der andere auf dem liegenden senk- 
recht errichtet ist, dass dieserhalb das Verhältnis der Schatten sich ändert. 
Deshalb werden die drei Seiten des Instrumentes verschieden benannt. Denn 
will man ed messen, so werden die Theile der Linie 9% Punkte des 
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ponto #, e firano scritte de fora. Ma per mesurare da la parte nm firano 
diti ponti de ombra drita, e la parte de mf ponti de umbra versa, e termina 
el 12 in ponto m, e firano seritti de dentro. Adunque a volere mesurare ed 
sia lochio apreso al lado 9» in ponto k menada la linea Afd. Poy moltiplica 
fe per gf, e quelo, che ne viene, partilo per gh, et aueray ed. Ma se lo ochio 
fia tra » et m in ponto /, alora multipliea ef per mi, e quelo, che ne viene 
partilo per gn, et aueray el. Ma a volere mesurare db menada la linea gb, 
la quale secha la linea fm in ponto i, e meso lo ochio apreso ad g, alora mul- 
tiplica ge per if, e quelo, che ne viene partilo per fm, et aueray eb et anche db, 
Ma se la linea vissuale chadesse tra m e n in ponto /, alora multiplica ge per 
g#, e quelo, che ne viene, partilo per nl, et haueray ca, e aduncha da, como 
apare in la 37° figura. | 


Secundus Tractatus. 


Per la dio gratia inpaza ouero fornida la pratica del mesurare la lon- 
geza, seguita la praticha del mesurare la largeza ouero le superfitie. Ma perche 
el e de doe generatione superficie, perche alchuna superficie e diforme, eioe 
che non ha linie dritte ny eirchulare, ma parte drite e parte curve inregular- 
mente, como se atroua in di colli, e alchuna e uniforme, la quale a linie drite 
ouero circhulare: ne la prima non se ne diea niente, ma de la uniforme, la 

quale ha due parte, perche alchuna 


N \ u e rectilinea, e alchuna e curvilinea. 
EN x Prima se dira de la rectilinea, e py de 

f. @figura | 2 N la euruilinea. Ma ad auere noticia 
en a en en de la prima, questo bisogna intendere 
FIR TEERSENE Be innanei, che una figura ouero super- 

| a j . IS fieie rectilinea, Ja quale abia piu cha 


\ 7 
/ \ \ ea 
/ \ 3" \ 2 f x . ee . 
/ \ \ / “  tri anguli, eioe cantoni, se de resol- 
{ er uere in tanti trianguli, como ley sera 


N \ f 2 / a 
\ / ri nt in lordine de le figure. E la prima 
EV 1/ figura rectilinea e lo triangulo; 1a 
u } 


are seconda e lo quadrangulo; e la terza 

nee e lo pentagono; e la quarta e lo exa- 

PA En 7 N gono; e. la quinta e lo eptagono, como 

/ a ö / | \ N tu vidi qui. La necessitade de questa 
2 ge K | \ } resolutione e, perche la quantitade 
| \ N de quelle superficie le sono per le 

% B4 y quantitade de li trianguli, in di quali 
de De ö fino resolunde, perche lo triangulo e 


Fig. 1-5. regula de quelle, perche e la prima 
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rechten Schattens genannt und die Theile von »m Punkte des verkehrten 
Schattens und die Zahl 12 endigt im Punkte », die Zahlen werden aussen 
herum geschrieben. Zur Messung von da heissen aber die Theile von nm 
Punkte des rechten Schattens und die Theile von mf Punkte des ver- 
kehrten Schattens, und die Zahl 12 endigt im Punkte m; diese Zahlen 
werden innerhalb geschrieben. Will man jetzt ed messen, so befinde sich 
das Auge in der Seite 9» im Punkte %, in dem die Sehlinie kfd gezogen 
ist. Nun multipliciere man fe mit gf und theile das Produkt durch gh, 
so erhält man ed. Befindet sich aber das Auge zwischen » und m im 
Punkte !, so multipliciere man ef mit mi und theile das Ergebnis durch 
gn, so erhält man ek. Will man aber db messen, so ziehe man die Ge- 
rade gb, welche die Gerade fm im Punkte iö schneide, und bringe das 
Auge in g. Dann multipliciere man ge mit if und theile das Produkt 
durch fm, so erhält man cd, also auch db. Fällt aber die Gesichtslinie 
zwischen n und m in den Punkt /, so multiplieiere man ge mit g» und 
theile das, was herauskommt, durch »i, so findet man ca und folglich 
auch da, wie in der Figur 37 zu sehen ist, 


Zweiter Traktat. 


Nachdem so durch Gottes Gnade die Anweisung, Längen zu messen, 
beendigt oder vollendet ist, folgt nun die Anweisung die Breite oder die 
Flächen zu messen. Da aber die Flächen von zweierlei Art sind, nämlich 
eine Fläche ist ungleichförmig, das heisst sie besitzt weder gerade noch 
kreisförmige Linien, sondern zum Theil gerade zum Theil krumme in un- 
regelmässiger Weise, wie man sie auf Bergen findet, die andere ist gleich- 
förmig; sie hat entweder gerade Linien oder kreisförmige zur Begrenzung: 
deshalb werde ich von der ersten Art nichts sagen, sondern allein von den 
gleichförmigen. Diese zerfallen in zwei Arten, die eine ist geradlinig, die 
andere krummlinig. Zuerst wird von der geradlinigen, dann von der krumm- 
linigen die Rede sein. Um aber zur Kenntnis der ersten zu gelangen, 
muss man zunächst folgendes wissen, dass nämlich jede geradlinige Figur 
oder Fläche, die mehr als drei Winkel, das sind Ecken, besitzt, in soviel 
Dreiecke zerlegt werden muss, als ihre ÖOrdnungszahl in der Reihe der 
Figuren ist. Die erste geradlinige Figur ist das Dreieck, die zweite ist das 
Viereck, die dritte das Fünfeck, die vierte das Sechseck, und die fünfte das 
Siebeneck, wie man hier sehen kann. Die Nothwendigkeit dieser Zerlegung 
folgt daraus, dass der Inhalt dieser Flächen sich aus dem Inhalte der 
Dreiecke ergiebt, in welche sie zerlegt werden, denn das Dreieck ist die 
Regel für sie, da es die erste geradlinige Figur ist. Dadurch wird die 
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figura rectilinea. E per questo la opera se aleuiara in due conclusione. 
La prima sera de la quantita del triangulo, la seconda sera de la sciencia de 
la azonzimento de li triangoli in sema, acioche se sapia tute le altre superfieie. 
Prima conelusio. Quando a la prima conclusione e da fir data 

la dotrina per atrouare la quantita de la perpendichulare da fir 
menada in del triangulo da uno deli anguli al lado oposito. La 
quale perpendichulare cosi fira manifesta, perzo che el 


a triangulo proposito ouero che le rectiangulo, ouero che 
le ambligonio, ouero che le oxigonio. EI primo ha 
uno angulo recto, el secondo ha uno angulo obtus, cioe 

j „,  Wazore che recto, el terzo ha tutti li anguli hachuti, 


cioe menori che recti. Lo angulo recto e fatto de la 

linea reeta chazando sopra laltera linea retta, quando e 

le aqualiata al so paro, como e manifesto, quando la 

lines ab chade sopra la linea dbe, siche lo angulo dba 
Fig. 6. sia equale a lo angulo cba (Fig. 6). 

Se adunque el triangulo sera rectiangulo, 
da lo angulo retto mena la perpendichulare al lado oposito, come he in 
del triangulo abe. Perche lo angulo abe he recto, impercio da lo an- 
gulo b mena la linea bd perpendichular sopra 
la linea ac, alora multiplica be per si me- 
desimo, e quelo, che ne viene, partilo per «ac, 
ur et aueray la linea de. Lo quadrato de la 

Bl quale tralo del quadrato de la linea be, et 
16 4 Pi) e del | rimanente la radix quadrata sera bd, la 
Fig. 7. quale si eirchava (Fig. 7). 

Ma se lo triangulo sera ambligonio, 
si como el triangulo «fg, de lo quale lo angulo fag sie obtuso, prima 
mena la linea fa ultra a, siche dal ponto 9 fora del triangulo se poss 
menare una linea perpendichulare sopra la 
linea fa producta, la qual perpendichulare 
a sia hg sopra fah, siche lo angulo fhy fora 

del triangulo sia reeto. Anchora dal ponto a 


dh 


r obtuso mena una linea «4% perpendieulare sopra. 
f£ ; ‚g lalinea fg. Alora tuti doi li quadrati de fa e 
3 = de ag trali de quadrato de fg, e la mitade del 


rimanente partilo per la linea fa, et haueray ah. 
Poy multipliea fa per fh, e quelo, che ne viene, partilo per fg, et haueray fk, 
de la quale el quadrato trallo del quadrato de fa, e de lo rimanente la 
radix quadrata sera ak, el qual tu cerchi (Fig. 8).') 
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ganze Betrachtung in zwei Aufgaben gelöst werden. Die erste wird den 
Inhalt des Dreiecks behandeln, die zweite beschäftigt sich mit der Kenntnis 
des Zusammenfassens der Dreiecke, um dadurch alle andern Flächen finden 
zu können. 

Erste Aufgabe. Was die erste Aufgabe betrifft, so muss zu- 
erst gezeigt werden, wie man die Länge des Lothes finden kann, 
das man in einem Dreiecke von einer Ecke aus auf die gegen- 
überliegende Seite fällen kann. Dieses Loth lässt sich so bestimmen, 
je nachdem das vorgelegte Dreieck rechtwinklig oder stumpfwinklig oder 
spitzwinklig ist. Das erste besitzt einen rechten Winkel, das zweite einen 
stumpfen Winkel, d. h. grösser als ein rechter; das dritte hat alle seine 
Winkel spitz, d.h. kleiner als rechte. Ein rechter Winkel wird von einer 
geraden Linie gebildet, welche auf eine andere Gerade fällt, wenn er 
seinem Nebenwinkel gleich ist, wie es z. B. deutlich ist, wenn die Ge- 
rade ab (Fig. 6) auf die Gerade dbe so fällt, dass der Winkel dba gleich 
dem Winkel cba ist. 

Ist nun das Dreieck rechtwinklig, so ziehe man von dem 
rechten Winkel die Höhe nach der Gegenseite, wie es im Dreiecke abe ge- 
schehen ist (Fig. 7). Da dort der Winkel abe ein rechter ist, so ziehe man 
von dem Punkte b die Gerade bd senkrecht auf die Gerade «ac, dann multi- 
pliciere man die be mit sich selbst und theile das Ergebnis durch «ac, so erhält 
man die Gerade de. Jetzt ziehe man ihr Quadrat von dem Quadrate der Ge- 
raden bc ab, dann ist die Quadratwurzel des Restes die bd, welche gesucht wurde. 

Ist aber das Dreieck stumpfwinklig, wie es das Dreieck afg ist, 
dessen Winkel fag stumpf sei, so verlängere man zunächst die Gerade fa 
über #4 hinaus, so dass man vom Punkte g aus ausserhalb des Dreiecks 
eine senkrechte Gerade auf die verlängerte Gerade fa fällen kann. Dieses 
Loth sei kg auf fah, so dass also der Winkel fhg ausserhalb des Dreiecks 
ein rechter ist. Auch von der Spitze a des stumpfen Winkels ziehe man 
die Gerade ak senkrecht auf die Gerade fg. Nun subtrahiere man die 
beiden Quadrate der Geraden fa und ag von dem Quadrate der fg und 
dividiere die Hälfte des Restes durch die Gerade fa, so erhält man ah. 
Darauf multiplieciere man fa mit fh und das Ergebnis theile man durch fg, 
so erhält man fk. Das Quadrat davon subtrahiere man von dem Quadrate 
der fa, so ist die Quadratwurzel des Restes die ak, die man sucht (Fig. 8).') 


1) Hier ist auf umständlichem Wege fk in et gefunden. Dass 


auch gh als Höhe des Dreiecks angesehen werden kann, scheint ihm nicht zum 
Bewusstsein gekommen zu sein, so wenig als für das rechtwinklige Dreieck die 
Benutzung einer Kathete als Höhe, 
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Ma se lo triangulo e oxigonio, como he el triangulo knp, de 
qual angulo tu voy, menare la perpendichulare al lado oposito, si como 
he hd al lado np. Alora lo quadrato de uno de lo 

h doy ladi, cioe hp, tralo de tutti doy le quadrati de 

li altri ladi, e del remanente la mitade partila per 
la linea, sopra la quale he la perpendichulare, cioe 
per la linea »p, et aueray la linea »d, de la quale 
el quadrato tralo del quadrato | de »A, e de lo ri- 
manente la radix quadrata sera la linea hd, la 
Fig. 9. | quale se circha. Ma sel quadrato kn fosse stato 

trato del quadrato hp et de np azonti in sema, e 

del rimanente la mitade fosse partita per np, haueressi hauuto dp (Fig. 9). 
Ele aduncha manifesto al geometra, queste cosse esser ditte del tri- 
angolo, chi ha tutti li ladi inequali, el quale triangulo se chiama ascale- 
non, ouero piu longo da una de le parte cha le oltre doe, ouero triangolo 
gradatum. Ma se tuti li ladi del triangulo fusseno equali, ouero doy de lo 
ladı preeisamente, piu facilmente se trouarebe la perpendichulare, percioche nel 
triangulo equilatero el quale etiamdio se chiama equieris ouero oxigonio, 
si como he nel triangolo abe, la perpendicholare ad partisse per 2 parte equale 
el lado be, et per consequente la linea de sie manifesta. De la quale el quadrato 
tralo del quadrato ac, e de lo rimanente la radix quadrata sera ad (Fig. 10). 
Ma in del triangolo de doy ladi equali, el quale se chiama 
isoceles, similmente la perpendichulare menada al lado inequale partisse 
quelo lado per mezo. Adoncha el quadrato de una mitade, cioe gAh, tralo 


17’ del quadrato gd, e del rimanente la radix | quadrata sera dh, el qual e, 


che tu cerchi (Fig. 11—13). 


d 
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mr Sur‘ f 5 ng 
Fig. 12. Fig. 18. 


Aduncha hauuta la perpendichulare multiplica la soa mitade 
per el lado, sopra el qualle ela chade, et aueray la superficie 
ouero larea del triangulo, la qual cossa dice la prima conelusione. 

Secundo conelusio. La seecunda eonclusione si se fa. Azunzi le 
quantitade zia atrouate de doy ouero de tri trianguli, ouero 
quanti tu voy, insieme, et haueray quello, che tu eirchi. 
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Ist aber das Dreieck spitzwinklig, wie es das Dreieck hnp ist, 
so ziehe man von einer beliebigen Ecke das Loth nach der Gegenseite, wie 
etwa hd es für die Seite np ist. Darauf subtrahiere man das Quadrat 
der einen der beiden Seiten, etwa von Ap, von der Summe der Quadrate 
der andern Seiten und theile die Hälfte des Restes durch die Gerade, auf 
der das Loth steht, also durch die Gerade »p, so erhält man die Ge- 
rade nd. Ihr Quadrat ziehe man von dem Quadrate der nh ab, dann ist 
die Quadratwurzel des Restes die Gerade Ad, welche man sucht. Wenn 
aber das Quadrat der Ar von der Summe der Quadrate der hp und np 
abgezogen würde und die Hälfte des Restes durch »p dividiert, so würde 
man die dp erhalten (Fig. 9). 


Dem Geometriekundigen ist nun klar, dass das Vorhergehende von 
solchen Dreiecken gesagt ist, die lauter ungleiche Seiten besitzen. Ein 
solches Dreieck heisst hinkend (scalenon), oder auf 
einer Seite länger als auf der andern, oder stufen- 
förmig (gradatum). Wenn aber alle Seiten eines 
Dreiecks einander genau gleich sind, oder zwei von 
ihnen, so kann man die Höhe viel leichter be- 
stimmen. Denn in dem gleichseitigen Drei- 
ecke, das auch egqwieris oder spitzwinklig heisst, 
wie es sich z. B. im Dreiecke abe verhält, theilt 


dis Höhe ad die Seite be in zwei gleiche Theile, Fig. 10. 

und es ist daher die Länge de ohne weiteres be- 

kannt. Nun ziehe man ihr Quadrat von dem Quadrate der ac ab, so ist 
die Quadratwurzel des Restes die ad (Fig. 10). 


In dem Dreieeke mit zwei gleichen Seiten aber, das gleich- 
schenklig genannt wird, halbiert in ähnlicher Weise die nach der ungleichen 
Seite geführte Höhe diese Seite. Man ziehe also ebenfalls das Quadrat 
einer Hälfte, also von gh, von dem Quadrate der gd ab, dann ist die 
Quadratwurzel des Restes die db, die man sucht (Fig. 11—13). 


Nachdem man so die Höhe erhalten hat, multipliciere man 
ihre Hälfte mit der Seite, auf welcher sie steht, so erhält man 
dadurch die Fläche oder den Inhalt des Dreiecks, und das heisst 
die erste Aufgabe. 


Zweite Aufgabe. Die zweite Aufgabe wird so gelöst Man 
addiert die schon gefundenen Inhalte zweier oder dreier Drei- 
ecke, oder von so vielen, als man will, zusammen, und erhält so 
das, was man sucht. 
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Per altra via puo fir demostrada geometricamente. Cioe, prima a 
cescheduno triangulo za eognosuto circha el quadrato, che el sia equale, 
da poy a doy quadrati de doy trianguli eircha uno quadrato che gesia 
equale a li doy triangulli, e se a questo quadrato agiugneray el quadrato 
del terzo triangulo, atroueray uno quadrato equale a li tri frianguli, e 
cossi de li altri. Adoncha questa operatione requere due cosse. 

La prima he, atrouare el quadrato equale al triangulo, che 
se fa per questo modo, Agiugne in dritto la mitade de la perpendichu- 
lare atrouata a lo lado sopra el quale essa perpendichulare chade, e sopra 
la mitade de questo cunposito mette el centro e descriue uno mezo cir- 
chulo tochando la estremitade de la linea eumposita. Posa dal ponto del 
eunzunzimento de quale due linie driza la perpendichulare in fina a la cir- 
cumferencia, la qual perpendichulare multiplicada | in si medesima da lo 
quadrato equale a lo triangulo proponudo. Como he proponudo el tri- 
angulo abe (Fig. 14), in del quale la perpendichulare be, de la qual la 


d 
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Fig, 14. Fig. 13. 


mita de e da fir multiplicada in ae, acioche se abia la quantita del tri- 
angulo proponudo. Zonze ae cum de, e tira aede tuta una linea (Fig. 15), 
si che medesimo ponte sia e,d. Alora parti tuta la linea «ce per mezo in 
ponte f, in del quale mesa la ponta del sexto se descriua mezo uno cir- 
chio age. Posa dal ponto de la coniuncione de tute doe le linee, cioe dal 
ponto e,d fiza, trata una perpendichulare eg in fina a la circunferentia del 
eirchulo. Alora questo perpendichulare sia lo lado del quadrato, chi se 
eirchaua, siche el quadrato fatto per la multiplicatione de quela perpendi- 
chulare in si medesima sie equale al triangulo proponudo.!) 

La secunda cossa, la quale requere questa operatione, sie a 
sauere azonzere el quadrato a lo quadrato. La qual cossa facil- 
mente se fara, quando tu haueray doe ladi de doy quadrati, si como te 
ho insegnato de uno. Adoncha queli doy quadrati azonzeli per sie fatto 
modo, che li faceno uno angulo retto. E allora el terza lado oposita a 


1) Hier fügt der lateinische Text hinzu: Cuius perpendicularis notitiam ha- 
bebis in numeris, si quadratum suum fuerit signatum numero quadrato, aliter 
vero non. Ut si linea ad esset 9, de 4, linea ge erit 6. 
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Auf anderem Wege kann man die Lösung geometrisch darstellen. 
Zunächst sucht man nämlich zu jedem schon gefundenen Dreiecke das ihm 
gleiche Quadrat, darauf bestimmt man zu den zwei Quadraten von zwei 
Dreiecken ein Quadrat, das diesen beiden Dreiecken gleich ist. Fügt man 
dann zu diesem Quadrate das Quadrat des dritten Dreiecks hinzu, so findet 
man ein Quadrat, das den drei Dreiecken gleich ist, und so macht man es 
weiter. Dieses Verfahren verlangt also zweierlei. 

Das erste ist, ein Quadrat zu finden, das einem Dreiecke 
gleich ist, und das macht man folgendermaassen. Man füge die Hälfte 
der gefundenen Höhe in gerader Linie der Seite hinzu, auf welcher sie 
senkrecht steht, und den Halbierungspunkt dieser zusammengesetzten Ge- 
raden mache man zum Mittelpunkte und beschreibe einen Halbkreis, der 
durch die beiden Endpunkte der zusammengesetzten Geraden geht. Dann 
errichte man im Vereinigungspunkte der beiden Geraden das Loth bis zum 
Kreisumfange, so ist das Loth mit sich selbst vervielfacht gleich dem vor- 
gelegten Dreieck. Ist z. B. das Dreieck abe (Fig. 14) gegeben, in wel- 
chem die Höhe be heisse, dann ist ihre Hälfte de mit «e zu multiplicieren, 
um den Inhalt des gegebenen Dreiecks zu erhalten. Man verbinde ae mit 
de und ziehe also die sede als eine einzige gerade Linie, so dass e und d 
ein und derselbe Punkt sind. Nun halbiere man die ganze Gerade ac im 
Punkte /, setze in denselben die Spitze des Zirkels und beschreibe den 
Halbkreis age. Dann errichte man in dem gemeinsamen Punkte der 
beiden Geraden, nämlich in dem festen Punkte e, d, das Loth eg bis 
zum Kreisumfange, dann ist dieses Loth die Seite des Quadrates, das 
man sucht, so dass also das durch Multiplika- 
tion dieses Lothes mit sich selbst entstehende 
Quadrat dem vorgelegten Dreiecke gleich ist 
(Fig. 15).1) 

Das Zweite, was unsere Aufgabe er- 
fordert, besteht in der Kenntnis, ein Qua- 


drat mit einem andern zu vereinigen. Diese 
Aufgabe ist leicht zu lösen, wenn man die beiden 
Seiten der beiden Quadrate gefunden hat, wie ich IL 


es eben für eins gezeigt habe. Diese beiden Qua- Pix. 16. 


drate lege man nun so aneinander, dass sie einen 
rechten Winkel bilden, dann ist die dritte Seite, welche diesem Winkel 


1} Die Grösse dieses Lothes als Zahl erhält man nur dann, wenn das Qua- 
drat als eine Quadratzahl herauskommt, auf andere Weise nicht. Wenn z.B. die 
Gerade ad —9, de= 4 wäre, so würde die Gerade ge = 6 werden. (Zusatz 
des lateinischen Textes.) 


Curtze, Urkunden, 


19 
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questo angulo fara el quadrato, el quale a queli doy. HExempli gratia 


siando proponudi doy ladi di doy quadrati ab et cd, azonzi queli a lan- 


gulo % drito. 
(Fig. 16). 


Alora la linea ad fa el quadrato equale ali preditti doy 


Ma el e da stendere queste cosse | za ditte facilmente, como he ditto, 


fir tratade, quando li ladı di trianguli, in di quali le altre superficie se 


resolue, serano noti. 


Ma non tuti, inanzi pochi sino notj non solamente 


in li figure rectilinie inregulare, ma etiandio in le regulari, per la. qual 


cosa seguita non essere molto da estenderse in questo parlare. Noma che 


per le regulari inseriptibili in del eirchio in poy usare la tabula de le 


corde e delle archı. 


E per li altri resolue in quanti trianguli tu poy, 


prendando la propinquitade de la certeza. 


Ivie ada notare, che in alcune libro de mechaniei fi messo 


lo atrouamento de la quantita del triangulo altramente per si 


fatto modo.!) Prima multiplica la mitade de la somma de tuti li ladi 
azonti in sema per la diferentia di uno lado e de la mita de la. ditta 
soma. Item secondo multiplica quello, che ne venuto, per la diferentia del 


secondo lado e de la mita de la ditta somma. Item terzo multipliea quello, 


che ne venuto, per la diferentia de lo terzo lado e de la mita de la ditta 
somma, alora la radix quadrata de quello, che ne venuto, sera larea del 


ditto triangulo. 


& 


Fig. 17. 


567 per #, perche la predita mitade de li ladi auanza lo lado bc per }, 


Exempli gratia in del triangulo abe (Fig. 17) sia ab 3, 


ac 4, be 6. Perche la somma de tutti li ladi 
sie 13; impercio la sua mita, cioe 6%, multi- 
plichela per 3%, perche la mitade auanza lo 
lado ab per 34, ne viene 22°.  Adunque | mul- 
tipliea 222 per 2}, perche la mitade auanza lo 


lado ac per 2}, ne viene 56%; anchora multiplica 
\ 


e ne viene 28: dieono adunche questi, che la radix quadrata de 287 e 


larea del ditto triangulo. Dico, che le ele vero, cunzosiacosa adunca, 


che quella pratica sia piu lezera cha questa, che jo ho messa per lo 
secondo de la geometria de EUCHLIDES, impercio e da usare la praticha de 


li Mechaniei.?) 


1) Das hier gemeinte Buch über Mechanik ist der Liber de ponderibus des 
Jorpaxus Nemorarıus, an dessen Ende, merkwürdig genug, der Beweis des 
Heron’schen Lehrsatzes vom Dreiecksinhalte angeschlossen ist. 

2) Hier steht im lateinischen Texte so: Dico ego, quod hoc est verum. .Nam, 
cum :radix quadrata 28 cum „7, fit 5 integra 19m 5720 3838, quae sunt 5 integra 


et. minus quam 


-illa est quantitas prefati trianguli, quod verum est secundum 


practicam demonstrativam suprapositam pro triangulo obtuso. (Quia, cum duo 
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gegenüberliegt, die Seite desjenigen Quadrates, das beiden zusammen gleich 
ist. Sind z.B. die beiden Seiten ab und cd zweier Quadrate gegeben, so 
lege man sie rechtwinklig aneinander in %&, dann ist das Quadrat über der 
Geraden ad gleich den beiden vorgenannten (Fig. 16). 


Es ist aber zu beachten, dass die eben auseinandergesetzten Sachen 
leicht zu behandeln sind, wenn die Seiten der Dreiecke, in welche die 
andern Flächen sich zerlegen lassen, bekannt sind. Aber es sind nicht alle, 
vielmehr sehr wenige bekannt, nicht nur in den unregelmässigen gerad- 
linigen Figuren, sondern selbst in den regulären, folglich kann man sich 
darüber nicht viel weiter verbreiten, ausser dass man für die regulären 
in einen Kreis einschreibbaren Figuren sich der Tafel der Sehnen und 
Bogen bedienen kann. Die andern aber zerlege man in soviel Dreiecke 
als man kann, indem man sich der Genauigkeit soweit als möglich nähert. 


Es ist noch zu bemerken, dass in einem Buche über Me- 
chanik die Bestimmung des Inhaltes eines Dreiecks anders, und 
zwar in folgender Weise gelehrt wird.!) Zunächst multiplieiere man 
die Hälfte aller Seiten zusammengenommen mit der Differenz ‚zwischen 
einer Seite und der Hälfte genannter Summe; zweitens multiplieiere man 
dieses Produkt mit der Differenz zwischen der zweiten Seite und der Hälfte 
genannter Summe; ebenso multipliciere man dieses Ergebnis mit der Diffe- 
renz zwischen der dritten Seite und der Hälfte genannter Summe, dann ist 
die Quadratwurzel des hieraus entstehenden Produktes der Inhalt des ge- 
gebenen Dreiecks. Es sei z. B. ein Dreieck abe gegeben, es sei ab = 3, 
ac=4,be=6. Da also die Summe aller Seiten 13 beträgt, so multi- 
pliciere man die Hälfte davon, das ist 65, mit 3%, da diese Hälfte die 
Seite ab um 34 übertrifft; es entsteht daraus 22%. Nun multiplieiere 
man 22% mit 2%, weil die halbe Summe die Seite ac in 23 übertrifft, so 
entsteht 564; nochmals multipliciere man 564 mit $, da die obige halbe 
Summe der Seiten die Seite de in 4 übertrifft; es kommt 28. Nun 
sagen also jene, dass die Quadratwurzel von 28; den Inhalt des ge- 
nannten Dreiecks ergiebt. Ich sage, dass das richtig ist. Da nun dieses’ 
Verfahren viel leichter als jenes ist, das ich nach dem zweiten Buche der 
Geometrie des EukLives gezeigt habe, so muss man also die Methode der 


Mechaniker benutzen.?) 


2) Übersetzung des lateinischen Textes: Ich sage, dass das richtig ist. Denn 
da die Quadratwurzel von 28,7, gleich 5#19°57”38”’ ist, das. ist 5. Ganze und 
etwas weniger als }, so ist das der Inhalt genannten Dreiecks, und das ist auch 
nach der oben für ein stumpfwinkliges Dreieck auseinandergesetzten Beweis- 
methode richtig. Nimmt man nämlich, da’ die beiden Quadrate über ac und ab 

25* 
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Secunda pars seeundi tractatus. 

Mi resta a dire de eirchulo, per lo quale se mete 4 conclusione. 

Prima conclusio. La prima, quando per lo diametro tu voray 
la cireunferentia, multiplica el diametro per 34 parte del diametro. 
Exempli gratia perche el diametro del eirchio «i sie 7 parte, quando tu lo 
multiplicharay per 3%, aueray la eircunferencia 22 parte (Fig. 18).') 

Secunda conclusio. Quando voray la capacitade del circhio 
ouero el spacio infra la eircunferentia, el quale si chiama la 
area, multiplica la mita del diametro in la mita de la eircunferentia. 
Como he in lo exemplo proposito, multiplica 11 per 33, ed aueray 385, 
e tanto cuntiene el predito eirchio de li quadrati fatti de le parte del dia- 
ınetro, si como e mani- 
festa in questa figura 
(Fig. 19).?) 

Per questo se cog- 
nose in quanto lo 
quadrato fatto del 
diametro auanza il 
circhio, perche el ditto, 
quadrato he 49, el eir- 
chio he 383, aduncha e 
lo 105.” 


Ouero atrouaray 


larea |del circhio per 
questo modo piu fa- 
eilmente, cioe multipli- 
caray el quadrato de la 
mita del diametro per 


14 
Fig. 19. 87- ) 


quadrata ae et ab simul iuncta sint 25, si illa dempta fuerint de quadrato be, 
quod est 36, remanent 11. Cum medietatem diviserimus per lineam «ac, videlicet 
5 cum 4 per 4, et fient 1 et }, quod est linen da, et sic linea de est 5 et }. 
Quam si multiplicaverimus per ac, que est 4, fient 21 cum $, que si diviserimus 
per lineam be, que est 6, exiet in numero quotientis 3 et „,, quod est linea ee, 
euius quadratum, quod est 12 et 44}, cum demptus fuerit de quadrato ac, quod 
est 16, remanebit quadratum linee ae, quod est 3-23, cuius radix quadrata est 
1 int, 46m 3922 1232 3642, quod est minus quam 1 et &, quantitas videlicet linee «ec. 
Cuius medietatem, que est 0 in integris 53ma 1922 369 184°, cum multiplicaveri- 
mus per 6, videlicet per lineam bc, fiet ut prius, ut dieitur in libro mechanicorum, 
5 int. 19ma 5720 3830, quod est intentum. Cum ergo practica illa sit levior quam ista, 
quam posui ex secundo geometrie Evezipzs, ideo utend um est practica mechanicorum. 


des Leonardi Mainardi aus Üremona. 389 


Zweiter Theil des zweiten Traktates, 
Es bleibt mir noch übrig vom Kreise zu sprechen. Für ihn 
werde ich vier Aufgaben stellen, 
Ersie Aufgabe. Will man zuerst aus dem Durchmesser den 
Umfang erhalten, so vervielfache man den Durchmesser mit 34 des 
Durchmessers. Enthält z. B. der Durch- 


messer des Kreises ai 7 Theile, so erhält 
man durch Multiplikation desselbem mit 34 N 
den Umfang zu 22 T'heilen (Fig. 18).') 


Zweite Aufgabe. Wünscht man die 
Fläche des Kreises oder den Raum zu « 
finden innerhalb des Umfanges, den 
man Kreisinhalt nennt, so multipliciere 
man den Halbınesser mit der Hälfte des 
Umfangs. In dem vorgelegten Beispiele also 
multiplieiere man 11 mit 33, dann erhält Fig. 18. 


Diametro 


man 38%, und soviel enthält der genannte 
Kreis von den Quadraten, welche über den einzelnen Theilen des Durch- 
messers gezeichnet sind, wie in nebenstehender Figur klar ist (Fig. 19).?) 
Daraus ersieht man auch, um wieviel das über dem Durch- 
messer errichtete Quadrat den Kreis übertrifft. Da dieses Qna- 
drat 49 ist, der Kreis 384, so ist der Überschuss gleich 10#.°) 
Oder man findet den Kreisinhalt viel leichter auf folgende 
Weise. Man multipliciere nämlich das Quadrat des Halbmessers mit 37.*) 


ARTE EN Er 


zusammen 25 betragen, dieses von dem Quadrate der be, das gleich 36 ist, weg, 
so bleiben 11. Dividiert man hiervon die Hälfte durch die Gerade ac, nämlich 
54 durch 4, so entsteht 12, das ist die Gerade da, und folglich ist die Gerade 
de = 5$. Multiplieieren wir diese mit ac, das ist mit 4, so erhalten wir 214, 
und wenn dieses durch die Gerade be, das ist durch 6, dividiert wird, so ergiebt 
sich als Quotient 3,%,, das ist die Gerade ec. Nimmt man ihr Quadrat, das 
12444 beträgt, von dem Quadrate der ac, das ist 16, weg, so bleibt als Quadrat 
der Geraden «e 3.2, übrig. Die Quadratwurzel davon ist 1846’ 39” 1236”, das 
ist weniger als it, nämlich der Betrag der Geraden «c. Ihre Hälfte, nämlich 
0853’ 19° 36” 18””, multiplieieren wir mit 6, das ist mit der Geraden be, so ent- 
steht, wie oben nach dem Buche der Mechaniker gesagt ist, 5.195738”, was 
verlangt wurde. Da also jene Methode viel leichter ist, als diejenige, welche ich 
nach dem zweiten Buche der Geometrie Euxuın's gezeigt habe, so muss man also 
die Methode der Mechaniker benutzen. 


1) U=34d = da. yJ=—'—: 
3) d— J= 48 — 38} = 10}, ı)J= rm. 


Bil 
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Tertia conclusio. Quando voray sapere la quantita de la por- 
tione minore cha mezo el circhio, multiplica lo archo de la portione 
per la quantitade de larea de tuto el circhio, e quelo, che ne vene, par- 
tilo per la quantitade de tutta la eircunferentia, e da lo numero, che ne 
vegnera per la diuisione, remoue la quantita del triangulo fatto de duy 
semidiametri del ditto eirchio e de la corda de la portione.') ‚Verbi gratia 
sia la portione, de la quale tu voy sapere la quantita, kal (Fig. 19), sia 
larcho suo 51; el quale multiplica per 383, e ne vegnera 211#, el quale 
partilo per 22, et aueray 9" 57” 30°®, el quale serualo. Da questo 
aduncha diray sotrare la quantita del triangulo, el quale te insegnato Si. 
Perche 53 e la quarta parte del circhio, adunque 25 sie lotaua parte, 
cuneiosia cosa che tuto sia 22 in el proposito. Impercio intra la tabula 
de seno eun la otava parte de 360, eioe cun 45°, e tolge el sino suo 
dritto, el quale e 42° 25” 35°°, E] qual multiplica per 34, che le # del 
diametro, e quelo, che ne vene, partilo per 60, et aueray la linia bk, la 
quale he 2 28” 20°“ TE perche in questo chaso la linea eb e equale a 
la linea 5%, inpereio aueray la linea eb, la quale e perpendichulare in 
del triangulo.. Multiplica adunque la linea 5% per la linea be, ed aueray 
la quantitade del triangulo, | che eirchato, secondo la dotrina de la prima 
conelusione de la parte precedente, la qual quantita sie 6°* 7” 32° La 
quale trala de quelo, che tu seruasse, eioe de 98" 37” 30?°, et rimane 
zer 99m 58°°, el quale e la quantita de la portione, che se eirchava., 

Ma in di altri chasi, quando larcho de la portione non e preeisa- 
mente la quarta parte del eirchio, ma pin ouero meno, alora per hauere 
la linea bk fa cossi, come a zo ditto. Perche, se larcho de la portione 
sera 4, a respeto de tuta la circumferentia, la quale e 22, sige cun- 
respondera 65°" 27” 26?°, quando tuto el eirchio sie 360°, e perche, per 
volere auere el sino del archo de la poreione del eirchio proposito, bi- 
sogna eun la mitade.de quelo, cioe 65° 27” 16°, intrare la tabula di 
sen, adunque intra in direeto 32 43” 58°, e atroueray 32 26m 17°, 
el qual multiplicalo per 35 como de prima, e quelo, che ne viene partilo 
per 60, et aueray la linia 5A, la qual e 1 53” 52°, Ma per la linia eb 
faray cossi: larcho, eun el quale tu intrasti la tabula di sen, ceioe 328 
43” 38?®,_ trallo de 90, e cun lo rimanente, el quale e 57T 16" 22°°, 
intraray quela medesima tabula di sen, in directo di qualo tu atroueray 
508" 28” 29°°, E] quali multiplica per 3%, e quelo, che ne viene, partilo 
per 60 si como da prima, ed averay la linea eb, la quale e 28” 56" 392°, 
2u 


— +? sina - cos «. 
360 


1) Kreisabschnitt, dessen Bogen = 2«, ist gleich J: 
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Dritte Aufgabe. Will man die Grösse eines Kreisabschnittes 
kleiner als der Halbkreis finden, so multiplieiere man den Bogen des 
Abschnittes mit der Grösse der ganzen Kreisfläche und dividiere das Pro- 
dukt durch die Länge des ganzen Umfanges. Von der Zah, welche durch 
diese Division entsteht, ziehe man dann den Inhalt des Dreiecks ab, das 
durch die beiden Halbmesser des gegebenen Kreises und durch die Sehne 
des Abschnittes gebildet wird.!) Es sei z.B. der Abschnitt, dessen Grösse man 
berechnen will, kal (Fig. 19); der zugehörige Bogen sei 53.. Ihn multipli- 
eiere man mit 384, so erhält man 211%. Dieses durch 22 dividiert, ergiebt 
9037’30”, dies verwahre man. Hiervon, sagte ich, müsse man den Dreiecks- 
inhalt abziehen, den man so erhält. Da 5% der vierte 'Theil des Kreises 
ist, so ist 2% der achte Theil, weil in unserem Beispiel der ganze Umfang 
gleich 22 ist. Nun gehe man also mit dem achten Theil von 360°, das ist 
mit 45° in die Tafel der Sinus ein, und entnehme ihr seinen. Sinus rectus, 
Derselbe ist 42025’35”. Ihn multiplieiere man mit 33°, das ist mit dem 
Halbmesser, und theile das Ergebnis durch 60, so erhält man die Gerade 
bk = 2°28’30°. Da für unsern Fall die Gerade ab gleich der Geraden bk 
ist, so haben wir damit die Gerade ab, das ist die Höhe des Dreiecks. 
Man multiplieiere also die Gerade bk mit der Geraden ba, so hat man den 
Inhalt des Dreiecks, den man sucht, gemäss der Lehre der ersten Aufgabe 
des vorhergehenden 'Theiles. Dieser Inhalt ist 607’32”. Nun ziehe man dies 
von dem Gemerkten ab, nämlich von 90937’30”, dann bleiben 3°29’58”, das 
ist die Grösse des Abschnittes, den. man suchte. 

In andern Fällen aber, wenn der Bogen des Abschnittes nicht genau 
den vierten Theil des Kreises ausmacht, sondern mehr oder weniger, dann 
gehe man zur Ermittelung der Geraden bk so vor, wie ich es eben gesagt 
habe. Da, wenn der Bogen des Abschnittes gleich 4 ist, diesem im Ver- 
hältnis zum ganzen Umfange, der 22 beträgt, 65027726” entsprechen, wenn 
der ganze Kreis 360° hat, und da man zur Bestimmung des Sinus des 
Bogens des vorgelegten Kreisabschnittes mit der Hälfte von 65027’26” in 
die Sinustafel einzugehen ‘hat, so gehe man in diese mit 32043’38” ein, 
und findet dann in der nämlichen Zeile 32°26°17”. Das vervielfache man 
mit 33, wie oben, und dividiere das Ergebnis durch 60, so erhält man die 
Gerade bk, die gleich 1953’32” ist. Zur Bestimmung der Geraden eb aber 
gehe man so vor.. Man ziehe den Bogen, mit welchem man in die Sinus- 
tafel einging, also 32043’38” von 90° ab, und gehe mit dem Reste, das 
ist mit 57016’22”, wieder in die Sinustafel ein, dann findet man in der- 
selben Zeile 5002829”. Das multipliciere man mit 3% und theile das Er- 
gebnis durch 60, wie oben, so erhält man die Gerade eb = 256” 39". 
So hat man also gefunden, dass die Gerade bk = 1°53°32” und 
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E si ay, che la linea bA sie 19° 53% 322°, e la linea eb sie 2 56" 39°° 
siando el diametro del circhio 7. 

E se | tu traray de tuta larea del circhio la quantita de la minore 
portione za atrouata, rimanera la quantita de la mazore porcione. 

Per questo se cognos, in quanta parte el quadrangulo fatto 
de la sagita de la portione del circhio e del diametro auanza la 
ditta portione. Ma la sagita el sino verso sie una medesima cosa, e 
perche in del primo chaso quela sagita, cioe ab, sie 1@ 1” 292°, quando 
la multiplicarey per 7, aueray 7°" 10” 23?° ja quantita de tuto el qua- 
drangulo mnbapo. Aduncha auanza la ditta portione in 39" 40" 45?°. 

Quarta conclusio. Quando tu saperay la proportione de doy 
cirehuli, e tu voray sapere la proportione de li diametri, troua 
la radix quadrata de la proportione de li ditti eirchuli. Exempli gracia 
se uno de li circhuli auanza laltro in 16, cioe che luno intra nel altro 
16 volte, el diametro del mazore auanzara el minore in 4, cioe chel sera 
mazore 4 volte ehe laltro per diametro.') 


Tertius Tractatus, 


Mo per lo dio gracia diremo in questo terzo tratado de la mesura di 
corpi. Ma perche alcuni corpi sono regulari e aleuni inregulari, non di- 
remo alcuna cossa de li segundi, cioe de li inregulari, cungosiacossa che 
tra li corpi reguları alchuni siano non uniformalmente regulari, come 
sono | le veze, e le piramide tronchate e non tronchate, et alchuni siano 
uniformalmente regulari, come he la spera, e lo chubo, e lo oetoedron, e 
lo duodecedron, e lo incocedron, e la pivamide de 4 basi triangulari equi- 
lateri, e la columna uniforme rotonda ouero laterata, e altri corpi uni- 
formalmente regolari, io non diro 
de tuti, ma solamente de li sera- 
tili, e de le columne, e de le pi- 
vamide, e de li chubi, e de le 
spere. 

Prima conelusio. Quando tu 
hay lo seratile”)aebfed (Fig.1), 
del qual la basis quadrangulo aebf 
e la sumitade ed, aueray la por- 
tione bfde. Compisse lo paralel- 
logromo°?) abig, efkh, cungosia- 
cosa adunque che el seratile par- 


ciale, cioe gac, ibd sia la mitade 
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die Gerade ed = 2° 56’ 39” ist, wenn der Durchmesser des Kreises 
7 beträgt. 

Wenn man ferner den Betrag des kleinern Abschnittes, den man eben 
gefunden hat, von dem ganzen Kreisinhalte wegnimmt, so bleibt der Inhalt 
des grössern Kreisabschnittes übrig. 

Durch diese Betrachtung erkennt man auch, um wieviel das 
von dem Pfeil des Kreisabschnittes und dem Durchmesser ge- 
bildete Rechteck besagten Abschnitt übertrifft. Pfeil und Sinus 
versus sind ein und dasselbe. Da nun im ersten Beispiele dieser Pfeil, 
das ist ab, gleich 1°1’29” ist, so erhält man durch Multiplikation desselben 
mit 7 7°10’23”, das ist der Gesamtinhalt des Rechtecks mnbapo. Es 
übertrifft also genannten Abschnitt um 3040745’. 

Vierte Aufgabe. Kennt man das Verhältnis zweier Kreisinhalte 
und wünscht das Verhältnis der Durchmesser zu erhalten, so 
suche man die Quadratwurzel des Verhältnisses zenannter Kreisinhalte. 
Wenn z. B. der eine den andern 16mal übertrifft, das heisst, wenn der 
eine in dem andern 16mal enthalten ist, so übertrifft der Durchmesser des 
grossen den des kleinern viermal, das heisst, er wird einen viermal so 
grossen Durchmesser besitzen als der andere.) 


Dritter Traktat. 


Nun werden wir mit Gottes Hilfe in diesem dritten Traktate von der 
Ausmessung der Körper reden. Da aber manche Körper regelmässig, andere 
unregelmässig sind, so wollen wir von der zweiten Art, das ist von den 
irregulären, nichts sagen. Obwohl unter den regelmässigen Körpern sich 
einige von nicht gleichförmiger Gestalt befinden, wie die Fässer und 
die abgestumpften sowie die nicht abgestumpften Pyramiden, andere aber 
gleichförmig regulär sind, wie die Kugel, der Würfel, das Öktaeder, das 
Dodekaeder, das Ikosaeder und die Pyramide mit vier gleichseitigen Drei- 
ecken als Flächen, die gleichförmig runde Säule oder die eckige und andere 
gleichförmig regelmässige Körper, so werden wir doch nicht von allen han- 
deln, sondern nur von den dreiseitigen Prismen, den Säulen, den Pyramiden, | 
den Würfeln und der Kugel. 

Erste Aufgabe. Hat man das dreiseitige Prisma”) aebfed (Fig.1), 
dessen rechteckige Grundfläche «aebf, die obere Kante aber ed 
ist, so erhält man das Stück bfde so. Man vervollständige das Pa- 
rallelepiped®) abig, efkh, so dass das Theilprisma, nämlich gac, ibd, die 

JS: = d:dt, alsod:d, = VI: YVd.. 

2) Seratile ist dreiseitiges Prisma, genaue Übersetzung des griechischen Wortes, 

3) Parallelogromo ist hier offenbar durch Parallelepiped zu übersetzen. 
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de tuto el primo. Similmente el seratile hee, kfd. Quelo, che se disse 
de luno se dixe de laltro. Se adoncha del primo seratile uoray mouere 
la poreione bfed, la quale e a ti ignota, tu la saueray per questo modo. 
Perche per la 28 eonelusione del /; libro de Ucuipes') la superfieie bfgeh 
seca el parallelogramo fatte per mezo, ma per la sesta del ;\, libro®) el 
seratile parciale fkd, che e triplo .a la piramide Acef, aduncha e sesqui- 
altero al residuo, el qual e kefkd. Ma quelo residuo e equale per quela 
'medesima raxone a lo residuo del altro seratile pareiale, eioe cgbdf | 
aduncha uno seratile parciale e subsesquitereio a li altri doy residui agiunti 
insiema. Aduncha queli agiunti insiema trali de la mita de tuto el para- 
lellogramo, e rimagnera la poreione quesita, percio che de quela poreione 
e de li diti doy residuy se fa la mita del paralellogramo. 

Acio che per demostracione numerale sia manifesto quelo, che se dice, 
la largeza de la basis del seratile, la quale sia bf, sia 4, la longeza, la 
qual sie au, sia 16, e la largeza signata per la perpendichulare ducibile 
dal ponto d ad bf sia 5: adoncha webf sie 64, e tuto el paralellogramo 
sie 320, e tuto el seratile 160, aduncha el parciale sie 80, de la quale 
la piramide sie 263, pereio che la terza parte. Adoncha el residuo sie 
535, ali quali 80 sie in proportione sexquialtera. Ma el doppio de quello 
vesiduo sie 1063, el quale he a 80 in proporeione sexquiterzia. Tralo 
adoncha 1063 de 160, vesta 533, la quantitade de la poreione quesita, 
la quale somadamente parlando sie la terza parte del seratile. 

Secunda conclusio. Ma quando fusse uno corpo in forma de secure 
ouero de cuneo, si como he el corpo uee, bf d (Fig. 2°— 2”), ouero che piu 
propriamente se dise, 
seratile grosso in la 
superficie parte, del 
qualle la groseza sie 
abcd, ed in la in- 
feriore parte strato, 
de lo qualle la sumi- 
tade sie la linea ef, | 
e vole se taiare da 
quello la poreione 
transversale acommen- 


zando dal ponto a 
descendo verso f, la quale poreione sia acg, bdh, taiando dal tutto 


1) Eusuıes ed. Canranus X], 28: Si superficies aliqua solidum parallelo- 
gramum super dwas quaslibet oppositas superficies eius terminales et super has 
duas diametros secet, eandem superficiem corpus illud per equalia secare necesse est. 
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Hälfte des ganzen ersten sei, ähnlich das Prisma hec, kfd. Was nämlich 
von dem einen gilt, gilt auch von dem andern. Will man also von dem 
ersten Prisma das Stück bfed, das man nicht kennt, wegnehmen, so findet 
man es in folgender Weise. Da nach dem 28. Satze des 11. Buches 
Euxuip’s!) die Fläche bfgch das oben konstruierte Parallelepiped halbiert, 
nach dem 6. Satze des 12. Buches?) aber das 'Theilprisma fkd,che das 
Dreifache der Pyramide hcef ist, so ist sie also das Anderthalbfache des 
Restes, der kefkd ist. Dieser Rest ist aber derselben Schlussfolgerung 
nach gleich dem Reste des andern Theilprisma, nämlich egbdf, folglich ist 
ein Theilprisma gleich drei Viertheil der beiden Reste zusammengenommen. 
Man ziehe also die Summe derselben von der Hälfte des ganzen Parallel- 
epipeds ab, so bleibt der gewünschte Theil übrig, weil dieser Theil und 
die beiden besagten Reste die Hälfte des Parallelepipeds ausmachen. 

Damit aber das Gesagte zahlenmässig klar werde, sei die Breite der 
Grundfläche des Prisma, die durch bf bezeichnet sei, gleich 4, die Länge, 
die ab ‚heisse, sei 16, und die Höhe, welche durch das Loth gemessen wird, 
das man vom Punkte d auf bf fällen kann, sei 5, dann ist aebf = 64, 
und das ganze Parallelepiped ist 320, das ganze Prisma 160, das Theil- 
prisma folglich gleich 80. Die Pyramide davon wird also 263 sein, da 
sie sein dritter Theil ist. Der Rest ist also 535, von welchem 80 das 
1ifache ist. Das Doppelte dieses Restes ist aber 1063, was von 80 
das 14fache ist. Man ziehe nun 1063 von 160 ab, so bleibt 534 als 
Körperinhalt des gesuchten Stückes übrig, das ist, im Allgemeinen zu reden 
der dritte Theil des Prisma. 

Zweite Aufgabe. Wenn aber der Körper die Gestalt eines Beiles oder 
eines Keiles hätte, wie der Körper ace, bfd (Fig. 2* und 2") ist, oder, wie 
richtiger gesagt werden 
sollte, die eines Prisma, 
das im obem "Theile 
stärker ist, dessen brei- 
terer Theil abed_ sei, 
im wuntern Theile zu- 
sammengezogen, wovon 
die Kante die Gerade ef 
sei, und man will von 
ihm ein Stück durch Fig. 2. 
eine Transversalebene 


abschneiden, die im Punkte a anfängt und nach f zu absteigt, so sei dieses 


2) Euruivzs ed. Camranus XII 6: Omne corpus seratile in tres piramides equales 
basesque triangulas habentes est divisibile. 
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mediante la superficie acgh!) e de poreione inregulare, perche la summi- 
tade sua sie la linea ac, a la quale sie opposita da la parte inferiore la 
linea gh minore, e da la parte superiore la linea bd equale. Elieno 
aduncha due linee opposite ah et cg equale, anchora due ab et cd, 
Adunque sopra la superficie dada acdb driza el paralellogramo secondo 
lalteza de la linea DA, el quale sia iklm. Ma abi auertenzia che la 
linea Ag sie parte de la linea /m, siche mAgl e tuta una linea drita, ma 
per la disegnatione del solido in piano pareno esse 3 linee.?) Aduncha la 
mitade de questo paralellogramo sie el corpo bea, mdb per la 28% del 
11° libro de Ucuives, el qual corpo e manifesto, per la qual cosa el tuto 
e anchora manifesto. Cungosiacosa adunque, che per el presuposito la 
linea bh sia manifesta, et la linea mA sie la mitade del exceso de bd sopra 
hg, sera manifesta mb. Ma ele doe linee mb et kb sono in una super- 
iicie, in la quale la lines ab sta perpendicular secundo la 5" del 11°, con- 
gosiacosa che per la 6° del 12° el seratile faito sopra la superficie mbh 
segundo la alteza ab sie triplo a la piramide imba, sera quela piramide 

22’ manifesta. Ma quela e equale a la piramide Zgde, | la quale col corpo 
da fir remouesto fa la mitade del paralellogramo predito. BRimoueste 
aduncha quele due piramide de la dita mitade de paralellogramo, rimane 
el corpo da fir remouesto de tute lo seratile. Ma saperay el seratile par- 
eiale multiplicando la superficie mbA per la linea ab. 


De cholumnis. 

Tertia conelusio. Aueray la quantitade de la columna uni- 
forme, ouero laterata ouero rotonda, multiplicando la quantila de 
labas per la longeza de la columna. Como in la columna rotonda ab 
multiplica larea del circhio a per la linea ab; 
et in la laterata columna multiplica la super- 
fitie hefg per 1a linea Ad, et aueray in- 
tentum. ?) 

Quarta conclusio. A volere sapere la 
superficie de la columna rotonda, mul- 
tiplica la eircunferentia del eirchio per la 
longeza de la columna. 

Ma in la laterata multiplica la somma 
de tuti li ladi de labas per la longeza de 
la columna. 

Como in la columna ab multiplica la 
cireunferentia /m per la linea ab, et in 
Fig. 3. la laterata multiplica la quantitade de 
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Stück aeg, bdh von dem Ganzen abgeschnitten durch die Ebene «egh.") 
Es ist aber ein unregelmässiges Stück, da seine obere Kante die Gerade ac 
bildet, welcher im untern Theile die kleinere Gerade gh gegenüberliegt, im 
obern Theile aber die ihr gleiche Gerade bd. Es sind also auch die beiden 
Gegenkanten «h und cg einander gleich, ebenso die beiden ab und cd. 
Nun errichte man über der gegebenen Fläche acdb ein Parallelepiped von 
der Höhe der Geraden bh, das abed, iplm sei. Dabei beachte man aber, 
dass die Gerade kg ein Theil der Geraden Im ist, so dass mhgl eine ein- 
zige gerade Linie ist, wegen Verzeichnung des Körpers in der Ebene 
scheinen es aber drei Gerade zu sein.”) Nun ist die Hälfte der Parallel- 
epipeds der Körper bea,mdb nach Satz 28 des 11. Buches Eukuıp’s, dieser 
Körper ist aber bekannt, also ist auch der ganze bekannt. Da nun nach 
Voraussetzung die Gerade bh bekannt ist, und die Gerade mA die Hälfte 
des Überschusses der bd über die hg ist, so ist auch mb bekannt. Aber 
die beiden Geraden mb und Ab befinden sich in einer Ebene, auf welcher 
die Gerade ab senkrecht steht nach dem 5. Satze des 11. Buches. Da 
nun nach Buch 12 Satz 6 das Prisma über der Fläche mbAh und von der 
Länge ab das Dreifache der Pyramide hmba ist, so ist auch diese Pyra- 
mide bekannt. Sie ist aber gleich der Pyramide /gde, die mit dem weg- 
zunehmenden Körper zusammen die Hälfte des vorgenannten Parallelepipeds 
ausmacht. Nimmt man also jene beiden Pyramiden von der besagten 
Hälfte des Parallelepipeds weg, so bleibt der von dem ganzen Prisma ab- 
zuschneidende Körper übrig. Das Theilprisma aber erhält man, indem man 
die Fläche mdbA mit der Geraden ab multipliciert. 


Von den Säulen. 


Dritte Aufgabe. Man erhält den Körperinhalt der gleich- 
förmigen Säule, mag sie rund oder eckig sein, indem man den In- 
halt der Grundfläche mit der Länge der Säule multiplieiert. So multipli- 
ciert man z. B. für die runde Säule ab den Inhalt des Kreises «a mit der 
Geraden ab, und in der eckigen Säule multipliciert man die Grundfläche 
hefg mit der Geraden hd, so erhält man das Verlangte.?) 

Vierte Aufgabe. Um die Oberfläche der runden Säule zu fin- 
den, vervielfache man den Kreisumfang mit der Länge der Säule; 

in der eckigen aber multipliciere man die Summe aller Seiten der 
Grundfläche mit der Länge der Säule. 

In der Säule ab z B. multiplieiere man den Umfang /m mit der Ge- 


1) Es ist also ein schief abgeschnittenes Prisma zu bestimmen. 
2) Wir haben in Fig. 2* die Figur Leosarno's gegeben, während Fig. 2? die 
richtige Gestalt giebt. 3) V=g-h. 
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4 linee, cioe eh, hg, gf, fe, per la linea dh, et aueray intentum 
(Fig. 3).') 


De piramidibus. 

Quinta conclusio. Se voray la quantita de la piramide equi- 
alta, si como e de la columna, toglie la terza parte de la columna. 
Si como e in la colomna ab, se voray sapere 
la piramide Zam, sapi chele la terza parte 
de la colonna ab, et in la colomna laterata 
semelmente la piramide »ko e la terza parte 
de la dita colomna (Fig. 4).?) 

Sexta conclusio. Ma quando tu voray 
la superficie de la piramide, sapi, che 
seeundo la opinione de aleuni ela e la mitade 
de la superficie de la colomna. Ma questo 
non e vero, perche ele necessario, che la super- 
ficie de la piramide sia mazore cha la mitade 
de la superficie de la colomna, euncosiacosa, 
che la ypotemissa”) sia mazore cha lo asale. 
Tu aueray adunque la quantitade de la super- 
fieie proponuda per questo modo, ouero che la 

eolomna laterata, ouero chele rotunda. Sele laterata, multiplica la mita 
del lado de la basis per la ypotemissa, ed aueray la superficie triangulare 
de la alteza de la piramide. Et cosi per rispetto de tutti li ladi de 
la bassis. Como se de la colomna trilatera la basis abf (Fig. 5) area sia 
ped. 5 - 11”. 46°®, perche la perpendichulare fe sie pe. 3, e cescaduno de 
23’ li ladi de la bassis sie pe. 3 - 27”7.50-45 56.44, | e sia d el centro 
del eirchio da fir fatto eircha la bassis, e sia la linea de, la alteza de la 
eolomna, 4 p®, congosiacosa adunque che per la 8°. dell 3° la linea ed sia 
pe. 1, sera la ypotemissa ee pe. 4 - 7”. 23°*. Multiplica adunea ce per ae, 
et aueray la superficie proponuda «eb, la qualle e pe. 7. 8”. g27°« 
Adunque la superficie quadrangula de la columna sie pe. 13 - 5" . 23°%, 
adunque la linea ae e equalle a la linea be, auegnandio che in questa 

solla figura non appare a loghio per la diseripsione del corpo in piano. 
Ma quando la columna sie rotunda, deserive uno circhio, del 


)O=UT-h. tt. 


3) Unter Hypotenuse versteht er die Hypotenuse des rechtwinkligen 
Dreiecks, dessen eine Kathete die Höhe der Pyramide, die andere Kathete 
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raden ab; in der eckigen multipliciere man den Betrag der vier Geraden, 
nämlich eh, hg, gf, fe mit der Geraden dh, so erhält man das Verlangte 
(Fig. 3).') 


Von den Pyramiden. 

Fünfte Aufgabe. Will man den Inhalt einer Pyramide finden, 
die ebenso hoch ist als die Säule, so nehme man den dritten Theil 
der Säule. Will man so z.B. für die Säule ab die Pyramide lam be- 
stimmen, so weiss man, dass sie der dritte Theil der Säule ab ist, und für 
die eckige Säule ist die Pyramide nok in ähnlicher Weise der dritte Theil 
genannter Säule (Fig. 4).?) 

Sechste Aufgabe. Will man aber die Oberfläche der Pyramide 
bestimmen, so wisse man, dass nach der Meinung einiger sie die Hälfte 
der Oberfläche der Säule ist. Das ist aber nicht richtig, da die Oberfläche 
der Pyramide nothwendigerweise grösser sein muss als die Hälfte der Ober- 
fläche der Säule, da ja die Hypotenuse?) grösser ist als die Seitenlinie. 
Man erhält nun den Werth der vorgelegten Oberfläche in folgender Weise, 
mag sie eckig oder rund sein. Ist sie eckig, so multiplicere man die 
Hälfte der Seite der Grundfläche mit der Hypotenuse, so erhält man die 
dreiseitige Fläche der Höhe der Pyra- 
mide, und so verfährt man für alle «@ 
Seiten der Grundfläche. Wenn etwa 
der Inhalt der Grundfläche abf der 
dreiseitigen Säule (Fig. 5) 5 Fuss 11746” 
wäre, weil die Höhe fc = 5 Fuss und 
jede der drei Seiten der Grundfläche 
gleich. 3 Fuss 27750” 45” 561V 44V ist, 
und es wäre d der Mittelpunkt des um 
die Grundfläche beschriebenen Kreises, f 
und die Gerade de, das ist die Höhe 
der Säule, 4 Fuss, so muss, da nach Satz 8 des 3. Buches die Gerade ed 
1 Fuss beträgt, die Hypotenuse ce = 4 Fuss 7’23” sein. Man multipli- 
ciere also ce mit «ac, so erhält man die verlangte Oberfläche web, die 
dann 7 Fuss 8727” ist. _Die vierseitige Fläche der Säule ist 13 Fuss 523”, 
da die Gerade ae gleich der Geraden be ist, obwohl das in in der Figur 
dem Auge nicht so erscheint wegen der Zeichnung des Körpers in einer Ebene. 

Ist aber die Säule rund, so beschreibe man einen Kreis, dessen 


e b 


Fig. ». 


aber das von dem Fusspunkte derselben auf eine Grundflüchenkante gefällte 
Loth ist. 
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quale el semidiametro sia la predita ypotemissa, fato lo centro e (Fig. 7). 
Da poy de la eirconfereneia sua tagliandone tante parte, quante sono in 
la circunferencia del 
eirchio de la abassis 
de la colomna, tira 
dal centro e due linie 
drite, le quale vada 
in fine a larco tolto, 
/ ed aueray el seetore 
| del eirchio el quale 


nn 


tu eirchi. La quan- 
tita del quale tu sa- 
ueray per la 3* con- 
elusione de la seconda 
parte del secundo tra- 
tado de questa opera. 
Tu saperay adunque 
quelle parte per questo 
modo. Multiplica 360 
per la circonferencia 
del circhio de la 
bassis, e quelo, che ne viene, partilo per la eircumferentia del circhio de- 


74 
Fig. 7. 


scripto secondo la ypotemissa!), ed aueray li gradi del archo av, el qual e 
E7ET185m49°°, ali quali correspondera pe. 6-17 .-9, perche li sono equali 
a lo archo «aw. Ma la circonferentia de tuto questo circhio grando sie 
pe. 25-54 59, e lo semidiametro ‘sie pe. 4.7.23, adunque aueray lo 
sectore ave, lo qual he la superficie de la piramide, cioe 12P® .56 : 56. 
24 Per la qual cosa si como e tuto larcho | a le parte, eosi e tuto lo eirchio 
a la sectore, aduncha la superficie de la colomna sie pe. 25 8-26, de la 
quale non e proporeione dupla al sectore. 
Septima conclusio. Seguita per la 5° conelusione, che tu saperay la 


1) Hier fährt der lateinische Text von 303 abweichend so fort: vel, quia 
eircumferentia basis columne afcgek est 6 pedum 17”9?%, quia semidiameter est 
2 pedum, et altitudo columne est sicut prius 4 pedum, et semidiameter circuli de- 
scribendi 4 pedum 28”20°*, ergo eircumferentia sui eirculi erit 28 pedum 6” 38*%, 
De qua accipies 6 pedes 17”9®2, ubi pone a, n, et habebis ane, qui est super- 
ficies pyramidis, videlicet 14 pedum 3” 21°*. Superficies vero columne est 25 pe- 
dum 9"24°* cuius non est proportio dupla ad sectorem. Ut autem facilius capias 
illas partes, multiplica 360 per 6 pedes 17”9°*, et proveniens divide per 28 pedes 
6" 38*%, et habebis 80829” 54°* de circumferentia eirculi are, ipsum dividendo 
per 360. 
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Halbmesser die genannte Hypotenuse ist, indem man ce als Mittelpunkt 
benutzt (Fig. 7). Dann schneide man von seinem Umfange soviele Theile 
ab, als in dem Umfange der Grundfläche der Säule enthalten sind, und 
ziehe vom Mittelpunkte ce zwei gerade Linien, die nach den Endpunkten 
des abgeschnittenen Bogens gehen, dann erhält man den Kreisaussehnitt, 
den man sucht. Seine Grösse findet man nach der 3. Aufgabe des zweiten 
Theiles des zweiten Traktates dieses Werkes. Man findet also diesen 
Theil auf folgende Weise. Man multiplieciere 360° mit dem Kreisumfange 
der Grundfläche und theile das Ergebnis durch den Umfang des Kreises, 
der mit der Hypotenuse beschrieben ist!), so erhält man dadurch die 
Grade des Bogens Av; er ist 87°18’49', ihm entsprechen 6 Fuss 17° 9”, 
da sie dem Bogen hv gleich sind. Der Gesamtumfang des grossen Kreises 
aber ist 25 Fuss 54597, und der Halbmesser ist 4 Fuss 7’23”, also 
erhält man den Sektor kvc, der die Oberfläche der Pyramide darstellt, zu 
12 Fuss 56’56”, denn, wie sich der ganze Umfang zu seinem Theile ver- 
hält, so verhält sich der ganze Kreis zu dem Ausschnitt. Nun ist die 
Oberfläche der Säule 25 Fuss 8°26”, und ihr Verhältnis zum Ausschnitt 


ıst also nicht das von 2:1. 


Siebente Aufgabe. Aus der 5. Aufgabe folgt, dass man den Theil der 
Pyramide kennen wird, wenn man nur den Schnittpunkt der Axe oder 
der Seite der Pyramide kennt, und zwar auf folgende Weise, nämlich für 
die Säule Behe, wenn ihre Pyramide aeh im Punkte ö durch die Ebene pd 


1) Übersetzung des lateinischen Textes (derselbe findet sich so 
übrigens nur in dem Cod. Bone. 303): oder, weil der Umfang der Grundfläche 
der Säule afegek (Fig. 6) gleich 6 Fuss 17’9” ist, da der 
Durchmesser 2 Fuss beträgt, die Höhe der Säule aber wie 
früher 4 Fuss misst, und der Durchmesser des zu beschreiben- 
den Kreises 4 Fuss 2820”, so ist der Umfang des zugehörigen 
Kreises 28 Fuss 6°38”. Von ihm schneide man 6 Fuss 17’ 9” 
ab, und bezeichne denselben mit Ah» (Fig. 7), so erhält man 
hvc, das ist die Oberfläche der Pyramide, gleich 14 Fuss 321”. 
Die Oberfläche der Säule ist aber 25 Fuss 924”, und sie steht 
nicht zu dem Sektor im doppelten Verhältnis. Damit man 
aber die fraglichen Theile leichter erhalten kann, multipliciere 
man 360 mit 6 Fuss 17°9” und theile das Ergebnis durch 
28 Fuss 6°38”, so erhält man 80°29’ 54°’ von dem Umfange 
des Kreises hvc, wenn man ihn in 360 Theile theilt. 

Es ist leicht zu zeigen, dass die Werthe des italienischen 
Textes die richtigen sind. So ist z. B. die Hypotenuse gleich 
YI!T, und das ist 4 Fuss 7’23” und nicht 4 Fuss 28’ 20”, wie 
der lateinische Text sagt, u. s. w. 

Curtze, Urkunden, 
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porcione de la piramide, domente tu sapi el logo de la sectione de lo 
axalle ouero del lado de la piramide per si facto modo. Cioe in la cho- 
lomna behe, quando la sua piramide aeh sera 
tajada in del ponto i per la superficie »pd, 
ouero in del ponto /; per la superficie kg (Fig. 8). 
Ma se e taiada in del ponto i, fa la columna 
secunda la bassis kl e secondo ai, la qual 
columna e tripla a la piramide Zak, el se 
sauera etiamdio el residuo de la piramide, el 
quale sie Zehk, Ma quando quella piramide 
fosse taiada in k, sapi prima el za ditto resi- 
duo, possa fa la columna secondo kl e secondo 


la longeza if, la quale sie /kgm, la quale 
Fig. 8. trala del prefato residuo, et aueray la poreione 
kgh et lem.!) 

Octava conchısio. Ma quando el fosse proponudo una piramide tron- 
chada, compise la quela, e alora primamente saueray quela per la 4” con- 
elusione, e le soue doue parte, ouero porcione per la 7* conelusione. 
Como e, sel fosse proponudo una piramide tronchata abced, de la quale 
el minore lado sia be. Tira tuti doy li ladi equali ab et de fino che li 

24° concurrano in e | Tu saueray primamente la quantitade de tuto lo assalle 
de la piramide in questo modo. Dal ponto b mena la perpendichulare bf 
a la bassis ad, et lo luogo, onda lo asale taia el lado be sia Ah, congosia- 
cosa che df sia equale ad kg. Similmente bh e equale ad fg, e rimane 
af manifesta. Multiplicha adonche bf per ag, e quelo, che ne vene, par- 
tilo per af, et haueray eg, et per consequente he. Driza adunque due 
parciale colomne sopra bc, una da la parte e, e laltra da la parte g, et 
procede, como e dito in la prefata conclusione.?) 

E per questo seguita, che la pratiche de molti sie falace e de de- 
mostracione ignara, la quale dice, che la piramide si tronchata se mesura 
ad questo modo. Cioe in la piramide agdb (Fig. 10) conziosacosa chel 
lado gd auanza el lado ab, tu doy agiugnere la mitade del excesso a 
quello ab, aciochel se faza una linia ca et bh, et alora la colomna fatta 
segondo ch et secondo la longeza, la quale e an, e equale a la proposita 


1) Der erste Körper ist also eine abgestumpfte Pyramide, der zweite ent- 
steht durch Ausbohrung dieses Restkörpers mit einem geraden Cylinder. 

2) Leowarpo berechnet also die abgestumpfte Pyramide stets als Differenz 
der vervollständigten Pyramide und der von ihr abgeschnittenen Spitze. Er ver- 
wandelt dabei jede dieser Pyramiden in eine gleich hohe Säule. Der Bestimmung 
der Grundfläche derselben ist die neunte Aufgabe gewidmet. Dabei zeigt er, 
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geschnitten wird, oder im Punkte k durch die Fläche kg (Fig. 8). Wird 
sie zuerst im Punkte ö geschnitten, so bilde man die Säule für die Grund- 
fläche kl und die Höhe ai. Diese Säule ist das Dreifache der Pyramide 
lak, und man wird dadurch auch den Rest der Pyramide kennen, der 
lehk ist. Wird aber die Pyramide im Punkte % geschnitten, so kennt 
man zunächst den schon gefundenen Restkörper. Nachher bilde man die 
Säule über kl und für die Länge if, die Ikgm sein wird. Sie ziehe man 
von dem vorhergefundenen Restkörper ab, so erhält man dadurch den 
Theil kgh, lem.!) 

Achte Aufgabe. Ist aber eine abgestumpfte Pyramide vor- 
gelegt, so vervollständige man sie. Dann kennt man diese nach Auf- 
gabe 4 und ihre beiden Theile nach Aufgabe 7. 
Wäre z. B. die abgekürzte Pyramide abed vor- 
gelegt (Fig. 9), deren kleinere Seite be sei, dann 
verlängere man beide gleiche Seiten ab und de, 
bis sie sich in e treffen. Erstens kennt man dann 
die Länge der ganzen Axe der Pyramide fol- 
gendermaassen. Vom Punkte 5 fälle man das 
Loth bf auf die Grundfläche ad; der Punkt, in 
welchem die Axe die Seite be schneidet, sei A, 
so dass df== hg ist. Ebenso ist bh == fg, und 
es bleibt af als bekannt übrig. Nun multipli- 
ciere man 5bf mit ag und dividiere das Produkt 
durch af, so erhält man eg und folglich auch Ahe. 
Nun beschreibe man zwei Theilsäulen über be, d FT a 
eine nach e zu, die andere nach g, und verfahre 
weiter, wie in der vorigen Aufgabe gezeigt ist.?) 

Daraus folgt, dass das Verfahren Vieler falsch ist und unbeweisbar, 
das so lautet. Die abgestumpfte Pyramide 


ea b_h 


werde in folgender Weise gemessen, dass 
man nämlich für die Pyramide agdb 
(Fig. 10), wenn die Seite gd die Seite ab 
übertrifft, die Hälfte des Überschusses zu 
ab hinzufügen soll, so dass sie eine ge- 
rade Linie cabA ausmachen, dann sei die 
Säule über ch nach der Länge a» gleich 


der vorgelegten Pyramide, und ich be- Fig. 10. 


dass das bis dahin im Mittelalter benutzte Verfahren, das arithmetische Mittel 
der beiden Grundflächen als diese Grundfläche zu benutzen, unrichtig ist. 
26* 
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piramide. Et io dicho, che questo sie falso, inpereio anetero la 9* conelu- 
sione per veraxe praticha. 

Nona conclusio. Parti la piramide tronchata per la sua longeza, e alora 
eircha el numero quociente procede in questa forma. Percio che se lo abassis 
maiore de la piramide proponuda sera quadrata, alora la radice quadrata del 
dito numero quociente sera el lado tetragonico del abasis de la colomna da 
fir fatta per la multiplieatione del basis quadrata per la longeza. Ma sel 
abasis de la piramide proponuda sera de altra figura, ouero lateratra, ouero 
rotonda, alora la radice quadrata | de la proporeione de quella abasis de 
la piramide proponuda, ouero del diametro suo ali ladi, ouero el diametro 
del abasis de la piramide significata per el numero quociente preditto. 
Verbi gratia in la piramide nofd (Fig. 11), 


Äh 


del quale la longeza pa sia 14, la linea del 
abasis »«a0 sia 10, la linea minore del abasis, 
cioe dpf sia 4, congosiacosa che segunda la 
arte de la 8° eonelusione sia lo axale de la 
piramide compiuta eioe hpa, 233. Se la 
lines nao sera el lado tetragonico, el suo 
quadrato fera 100, el quale multiplicato per 
la linea hpa fira la columna 23333. Adun- 
que tuta la piramide sie 7777. Ma la linea 
dpf sie 4, adunque la basis parciale de la 
piramide, cioe hdf, sera 16. Ma la linea ph 
e 9%, adunca la colomna fatta sopra dpf 
segondo la longeza ph est 1495, adunque 
la piramide pareiale, eioe hdf sie 49%. 
Adunque tuto el residuo, el quale he la pi- 
ramide tronchata proponuda, sia 728. Ma 
le manifesto segondo la via di li altri, de 
la quale he dito in del corolario, quela pi- 
ramide tronchata serane 686, el quale sia 
falso, si como he manifesto per la praticha 
demostracione, la quale io fo. Sia adunque 


lasato el processo de quelli. Cumplando 
aduncho el processo de la praticha, la quale 
io ho commenza, partisse 728 per la linea pa, chi e 14, si viene in del mu- 
mero quociente 52, chi e la abasis de la cholumna da fir fatta sopra bac. E 


Fig. 11. 


25’ perche nel calchulo za fatto se supone, che la dita bassis sia quadrata, tratta | 


inpereio la radice quadrata de 52, sie 7 e uno pocho piu cha #. Ele 7 in- 


5 


tegri e 12" 39?°52%° 36°, et si la linea bac sie nel proposito 7%. Ma segundo 
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haupte, dass dies falsch ist, weshalb ich die neunte Aufgabe mit dem rich- 
tigen Verfahren hinzufüge. 


Neunte Aufgabe. Dividiere die abgestumpfie Pyramide durch ihre 
Höhe und verfahre mit dem Quotienten in folgender Weise. Wenn die 
grössere Grundfläche der vorgelegten Pyramide ein Quadrat ist, so ist die 
Quadratwurzel aus obigen Quotienten die Quadratseite der Grundfläche 
derjenigen Säule, welche aus der Multiplikation der quadratischen Grund- 
fliche mit der Höhe entsteht. Ist aber die Grundfläche der Pyramide 
von anderer Gestalt, entweder vieleckig oder rund, dann ist sie die 
Quadratwurzel des Verhältnisses der Grundfläche der gegebenen Pyramide 
oder des Durchmessers zu den Seiten oder dem Durchmesser der Grund- 
fläche der Pyramide, die durch den obigen Quotienten bezeichnet wird. 
Z. B. für die Pyramide nofd (Fig. 11), deren Länge pa = 14, die 
Basislinie »ao = 10, die Seite der kleinern Grundfläche dpf = 4 wäre, 
da nach Anweisung der 8. Aufgabe die Axe der ganzen Pyramide, näm- 
lich pa, gleich 233 ist. Ist die Gerade nao Seite eines Quadrates, so 
beträgt ihr Quadrat 100; das multipliciere man mit Apa, so entsteht die 
Säule gleich 23331, also ist die ganze Pyramide 7775. Die Gerade dpf 
aber ist 4, also ist die Grundfläche der Theilpyramide hdf gleich 16, die 
Gerade ph aber ist 95, also ist die Säule über dpf und von der 
Länge ph gleich 1495, folglich ist die Theilpyramide, nämlich haf, 
gleich 492. Der Gesamtrest, das ist die ahgestumpfte Pyramide, ist also 
728. Nach dem Verfahren der andern aber, von dem ich in dem Zu- 
satze gesprochen habe, wäre offenbar diese abgekürzte Pyramide gleich 
686, was falsch ist, wie ich durch mein Verfahren praktisch bewiesen 
habe. Dieses Verfahren ist daher zu verwerfen. Um nun das Verfahren, 
das ich angefangen habe, zu vollenden, theile man 728 durch die Ge- 
rade pa, das ist durch 14, so kommt im Quotienten 52, das ist die 
Grundfläche der Säule, welche über bac zu errichten ist. Da nun in ‚der 
bis jetzt geführten Rechnung vorausgesetzt wurde, die fragliche Grund- 
fläche sei ein Quadrat, so ziehe man deshalb die Quadratwurzel aus 52; 
sie ist 7 und ein klein wenig mehr als }. Sie beträgt nämlich. 7 Ganze 
12’39”53”’36””, und es ist folglich für unsern Fall die Gerade bac = T}. 
Nach dem andern Verfahren wäre sie aber nur 7, was falsch ist. Nun 
errichte man über der Grundfläche bac und von der Höhe ap die Säule 
bege, so ist diese gleich 728. 


Hat aber die vorgelegte Pyramide keine quadratische Grundfläche, 
sondern solche von anderer Figur, wie rechteckig oder vieleckig und un- 
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li altri la sarebe solamente 7, el quale he falso. Adoncha sopra la bassis bac 
secondo la longeza ap se fa la cholumna bege, la quale ha 728. 

Ma se la piramide proponuda non hauesse la abassis quadrata, ma 
de altra figura, como he quadrangula ouero multilatera e de ladi inequali, 
ouero circhulare, perche el se supone, che la basis de la piramide propo- 
nuda sia 100, la bassis adunque de la columna da fir cunstituita sopra 
bac sie 52, alora perche la radice quadrata de la proportione de 100 a 
52 e si como 10 a 7} ultra la modicha parte, como e ditto di sopra, 
sera la proporcione de la linia nao a la linea bac, si como he 10 a T4, 
ouero che quele doe linee siene diametri ouero ladi del abassis de la 
figura multilatera de li ladi equali ouero inequali, percio che cescaduno 
lado del abassis proponuda se auera al suo relatiuo lado del abassis de 
la eolomna da fir deseripta sopra bac si como 10 a 74. 


Decima conclusio. Tu mesuraray una veza in questo modo. 
Prima mesura una mitade in longeza secondo larte dita in la prossima 
conclusione 9*, et per quello medesimo modo mesuraray laltra mitade como 
in questo exemplo. Mesura prima la mitade abde (Fig. 12), secundarie- 
mente mesura bceef. Ma intendi, que questo 
non | he totalmente vero, se la linia ab non 
sia drita, e similmente bc, per quelo simelo 
modo de li opositi. Pereio che, se le sono 
curue, ouero che abe sia uno archo ouero 2, 
similmente de li opositi, sarebe bisogna far 
per altro modo, massimamente se li fosse 
archi de circhulo pizolo, si che y fusseno 
molti arcuati. Ma quando non sono molto 


arcuati, ma quasi dritti, non ge gran forza. 
Item in questa conelusione e in la precedente non he gran forza, quando 
el diametro de la mitade non excede molto el. diametro de la extremitade. 
Alora se puo fare secondo li altri, auegnadio chel non habia ueritade, ma 
mancha pocho de la veritade. Cungosiacosa aduncha, che la linia abe sia 
ouero uno circhio, ouero doy, fossi non he regula de trouar la vera mesura 
per la sua inregularitade ouero deformitade. 


Undecima conclusio. Ma quando la veza ouero la piramide 
rotonda zase, per hauere la continentia de quella in uno lado, sie questa 
conclusione Prima in la veza, che zaxe equidistante al orizonte, se ab et 
be non serano sensibilmente curui, perche alora per la sua deformitade 
non se hauerebe la veritade (Fig. 12), parti quello ac per mezo in b, 
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gleichseitig, oder kreisförmig, so wird, weil vorausgesetzt ist, dass die 
Grundfläche der Pyramide 100 ist, die Grundfläche der über bac zu er- 
richtenden Säule gleich 52 sein. Da nun die Quadratwurzel des Verhält- 
nisses von 100 :52 gleich 10:74 ist, unter Vernachlässigung des kleinen 
Theiles, wie oben gesagt ist, so wird das Verhältnis der Geraden nao zur 
Geraden bac auch wie 10:7} sein, mögen diese beiden Geraden Durch- 
messer sein, oder Seiten der Grundfläche der vieleckigen Figur von gleichen 
oder ungleichen Seiten, weil jede Seite der vorgelegten Grundfläche zu 
ihrer entsprechenden Seite der über bac zu errichtenden Säule sich wie 
10:7} verhalten wird. 

Zehnte Aufgabe. Ein Fass wird in folgender Art gemessen 
Zunächst messe man in der Länge eine Hälfte nach dem Verfahren, das 
wir in der eben vorhergehenden Aufgabe gelehrt haben, und darauf messe 
man nach derselben Methode die andere Hälfte, wie z. B. in dem folgenden 
Beispiele (Fig. 12). Man messe hier zuerst die Hälfte abed, zweitens 
messe man dann befe. Wohlverstanden, dass das nicht ganz richtig ist, 
wenn die Linie 4b keine Gerade ist, und ebenso bc, in derselben Weise 
auch die gegenüberliegenden Seiten. Denn wenn sie gekrümmt sind, so 
dass abc aus einem Bogen besteht oder aus zweien, und ähnlich für die 
Gegenseite, so muss man auf andere Weise vorgehen, besonders dann, 
wenn es Bogen von kleinen Kreisen sind, so dass sie sehr stark gekrümmt 
sein würden. Sind sie aber wenig gekrümmt, sondern fast gerade, so hat 
das keinen grossen Einfluss. Ebenso hat es in dieser und der vorher- 
gehenden Aufgabe wenig Einfluss, wenn der Mitteldurchmesser den Durch- 
messer der Endfläche nur wenig übertrifft. Dann ist es erlaubt nach dem 
Verfahren der andern vorzugehen, denn wenn es auch nicht genau ist, so 
fehlt doch nicht viel an der Wahrheit. Denn wenn die Linie abc ent- 
weder ein Kreisbogen ist, oder aus zweien besteht, so lässt sich wahr- 
scheinlich keine Regel geben, um das 
wirkliche Maass zu finden, wegen ihrer b 


Unregelmässigkeit und abweichenden ca 
Gestalt. = 


Eifte Aufgabe. Wenn aber das 
Fass oder der Kegel liegt, folge 
hier zur Bestimmung des Inhalts für 
eine Seite die Aufgabe. Sind zu- 
nächst in dem parallel dem Horizonte 
gelagerten Fasse ab und be nicht 


m 


stark gekrümmt, weil man sonst wegen 
der abweichenden Gestalt die Wahr- Fig. 13. 


# 
26 


-1 


A408 III Die Practica Geometriae 


simelmente lo oposito in e, e sia menato be, chi seca ac in k et df in m. 
Alora secondo la longeza ke e la largeza bk sia fatta la poreione de la 
colomna rotonda, de la quale la abassis sie de questa figura. Si che la | 
linea dk in figura de la veza (Fig. 13) tenga el locho del sino verso ouero 
de la sagita, e la linea min si tenga el loco de la poreione del eirchio 
maiore in la largeza ouero in la groseza de la veza. Ma la alteza de la 
porcione de la colomna sie kc, de la quale porcione la terza parte he la 
contineneia bike. Ma in la piramide rotonda, chi zase segondo la sua lon- 
geza, siche el suo axale sia equidistante al orizonte, chomo he in la pira- 
mide ade (Fig. 14), piu veramente le hauera la continentia de la sua por- 
cione, cioe abe, perzo che la linea ae he drita, adonque etiamdio la sua 
abasis, che consimile a la figura inmediatamente ditta, cioe nbme. 

Ma perche quello, che ditto in la conclusione 11° he solamente veritade, 
quando la veza he sechata in lo ponto a et e, i quali sono termini de li 
diametri de li fondi de la veza, ouero etiamdio sia sechata ab et be, 
impereio quando queli diametri siano secati, el bisogna procedere altra- 
mente, et percio sia questa 12* conclusione. 

Duodecima conclusio. Sia la veza flkp (Fig. 15), la quale taia la 
superfiecie do, siche tuti li diametri siano secati, e siano li ponti de la 
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Fig. 15. Fig. 16. 


secione d,g,0, et mi sia el diametro maiore, e la longeza de la veza sia 
taiata per mezo da la superficie mgt, et como ho ditto, sia mp quasi drita. 
Alora perche el corpo mgop sie piramide tronchata, inpereio compissela, 
como se dice in la 8* conclusione, de la quale sia la bassis de consimile 
forma | in le doe conelusione precedente. La longeza sia gq0a, e lo cono 
sia a. Possa sopra la bassis prefato, la quale he mg (Fig. 16) fiza drita 
la poreione ‚de la colomna rotonda segondo la longeza g0a, la quale por- 
cione sera tripla a la piramide za fata. Anchora sopra la bassis op driza 
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heit nicht finden würde, so halbiere man (Fig. 12) die ac in b, ebenso die 
gegenüberliegende Seite in e, und ziehe be, die ac in k und df in m 
schneiden mag. Nun errichte man nach der Länge ke und der Breite bk 
ein runde Theilsäule, deren Grundfläche von folgender Gestalt sei, dass 
nämlich die Gerade bk in der Figur des Fasses (Fig. 13) die Stelle des 
Sinus versus oder des Pfeiles vorstellt, und die Gerade min die Stelle des 
Bogens eines grössten Kreises in der 

Breite oder Dieke des Fasses. Die Höhe d: 

der Theilsäule sei ke. Von dieser Theil- ER 

säule ist der dritte Theil der Inhalt Br 
der bkc. Für den Kegel aber, der IH 


seiner Länge nach liegt, so dass seine 

Axe parallel dem Horizonte ist, wie es De 
für den Kegel ade (Fig. 14) der Fall 

ist, wird man den Körperinhalt des ke 


ee 


Theiles abe um so genauer erhalten, Fig. 14. 

je mehr die Linie ac gerade ist, des- 

gleichen seine Grundfläche, die der eben beschriebenen Figur, nämlich 
abmc, ähnlich ist. 

Da aber das, was ich soeben in dieser 11. Aufgabe gesagt habe, nur 
richtig ist, wenn das Fass in den Punkten « und c, das ist in den End- 
punkten der Boden des Fasses, geschnitten wird, oder auch wenn ab und 
be geschnitten werden, deshalb muss man, wenn die Durchmesser selbst 
geschnitten werden, anders vorgehen und daher sei folgende 12. Aufgabe 
gestellt. 

Zwölfte Aufgabe. Es sei das Fass /lkp (Fig. 15), das von der 
Ebene do so geschnitten werde, dass alle Durchmesser getroffen werden; 
die Durchschnittspunkte seien d,9,0; mt sei der grösste Durchmesser und 
die Länge des Fasses werde durch die Ebene mgt halbiert, und es sei, 
wie schon gesagt ist, mp beinahe gerade. Da dann der Körper mgop 
eine abgestumpfte Pyramide ist, so vervollständige man sie, wie es in der 
8. Aufgabe gesagt ist, dann ist ihre Grundfläche von ähnlicher Gestalt 
wie in den beiden vorhergehenden Aufgaben. Ihre Länge sei goa, der 
Scheitelpunkt a. Darauf errichte man über der ebengenannten Grund- 
fläche, die bmeg ist (Fig. 16), eine runde Theilsäule nach der Länge goa, 
die das Dreifache der eben konstruierten Pyramide sein wird. Ebenso er- 
richte man über der Grundfläche op eine andere runde Theilsäule nach 
der Länge oa, die ebenso das Dreifache der Pyramide pao sein wird. Da 
nun die Theilsäulen in der folgenden Aufgabe bestimmt werden, und man 
auch ihre dritten Theile kennen wird, so kennt man also sowohl die ganze 
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una altra porcione de colomna secondo la longeza oa, la quale etiamdio 
sera tripla a la piramide pao. Congosiacosa adonque, che la poreione de 
la colomne sera manifesta in la conclusione sequente, et se sauera etiam- 
dio li soy subtripli de quelle, adunque el tute le piramide et etiamdio le 
parciale se sapera. Tray adoncha la parciale piramido pao de tuta la 
piramide mga, et aueray el corpo quesito, cioe mqgop. 

Decima tereia conelusio. A volere monstrare la porcione de la 
colomna, multiplica larea de la parte de la abasis sua per la longeza de 
quela, et haueray lo intento. Tu haueray la area de la parte del abassis 
per quelo, chi e ditto in la 2” parte de questo opera, ouero che la sia 
parte de superfieie angulare ouero circhulare. 

Decima quarta conclusio. Se tu haueray una veza, che tenga 
4096 vizi, el ne voray una altra, che sia si longa, che tenga 
solamente 64, circha la radice quadrata de tuti doy li numeri. Adoncha 
si como el se ha quelle radice luna al altra, si se hauera li diametri de 
le veze. Adoncha el diametro | de la mazore sie octuplo al diametro de 
la minore veza. Se adoncha el primo diametro he 16, laltro de essere 2.") 

Ma se tu non la volesse cosi longa, ma simile a quela, circha la 
radice eubica de tutti doy, ele adonque quelle radice 16 et 4. Si como 
adoncha se hanno quelle radice in semma, cossi se hauerano le longeze de 
la maiore veza a la longeza de la minore, e lo diametro maiore al dia- 
metro minore. Consimilmente dieo de li seratile, de le piramide, de le 
colomne, de li cubi e de le spere. 


De chubis. 


Decima quwinta conclusio. Quando tu voy lo cubo, multiplica la 
quantitade de la linia tua in si cubicamente, et haueray lo intento, Como 
he, se la linia ab sia 4 braza, multiplica 4 in se cubice, et fira 64, cioe 
la quantitade de tuto el cubo, el quale he abhf, egde (Fig. 17).?) 

Sexta decima conclusio. Quando tu voray lo diametro del cubo, 
multiplica el quadrato del lato del cubo per 3, et quello, che ne viene, la 
radix quadrata sera el diametro. Como he, se ab sia 4, el suo quadrato 


1) La radice di 4096 sie 64, la radix de 64 sie 8. Adonque la radix de 64 
e lotaua parte de la radice de 4096. Sel diametro de la mazore veza he 16, el 
minore sera 2. Per attrouarli li diti diametri conza cosi. Prima per el minore: 
8 via 16 fa 128, partilo per 64, ne viene 2, che el diametro de la minore. Se tu 
volesse el diametro mazore, multiplica 64 via 2, e parti per 8, et aueray el 
mazore, Opera simelmente per le eubice, como dicho de sopra, quando ay atro- 
uata la radice. — Diese Anmerkung fehlt im lateinischen Texte, 

)V—= a. 
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Pyramide als die Theilpyramide. Nun ziehe man die Theilpyramide pao 
von der ganzen Pyramide cmga ab, so erhält man den gewünschten Kör- 
per mgop. 

Dreigehnte Aufgabe. Um die Theilsäulen zu bestimmen, multi- 
pliciere man den Inhalt ihres Grundflächentheiles mit ihrer Länge, so hat 
man das Verlangte. Den Inhalt des Grundflächentheiles erhält man aus 
dem, was im zweiten Theile dieses Werkes gesagt ist, mag es nun der 
Theil einer eckigen oder kreisförmigen Fläche sein. 

Vierzehnte Aufgabe. Wenn ein Fass gegeben ist, das 4096 Vizi 
enthält, und man will ein anderes von derselben Länge be- 
stimmen, das nur 64 enthält, so bestimme man die Quadratwurzeln 
beider Zahlen. Wie sich dann diese Wurzeln zu einander verhalten, so 
werden sich auch die Durchmesser der Fässer verhalten. Es ist daher der 
Durchmesser des grössern das Achtfache des Durchmessers des kleinern 
Fasses. Ist also der erste Durchmesser 16, so muss der andere 2 sein.') 

Will man dasselbe aber nicht ebenso lang, sondern ihm ähnlich, so 
bestimme man die Kubikwurzeln von beiden; diese Wurzeln sind nun 16 
und 4. Wie sich daher diese Wurzeln zu einander verhalten, so wird 
sich die Länge des grössern Fasses zu der Länge des kleinern und der 
Durchmesser des grössern zu dem Durchmesser des kleinern verhalten. Das 
Nämliche behaupte ich von dem Prisma, der Pyramide, der Säule, dem 
Würfel und der Kugel. 


Von den Würfeln. 


Fünfzehnte Aufgabe. Um den Inhalt eines Würfels zu finden, 
multipliciere man die Länge der Kante mit sich kubisch, so hat man das 
Verlangte. Ist z.B. die Kante ab = 4 Ellen, so multipliciere man 4 mit 
sich kubisch, das wird 64, und das ist der Körperinhalt des ganzen Wür- 
fels, der abhf, eged ist (Fig. 17).?) 

Sechzehnte Aufgabe. Will man die Körperdiagonale des Wür- 
fels bestimmen, so multipliciere man das Quadrat der Kante mit 3, 
dann ist die Quadratwurzel des Produktes die Diagonale. Ist z.B. ab=4, 


1) Die Y4096 ist 64, Y64 = 8, also ist Y64 der achte Theil von Y4096. 
Wenn der Durchmesser des grössern Fasses 16 ist, so ist der des kleinern 2. Um 
die fraglichen Durchmesser zu erhalten, rechne man so. Zuerst für den kleinern: 
8 >< 16 — 128, dividiert durch 64 kommt 2, das ist der Durchmesser des kleinern 
Fasses. Will man aber den grössern Durchmesser, so multipliciere man 64 mit 2 
und dividiere durch 8, so erhält man den grössern. Ebenso, wie ich oben gesagt 
habe, verfährt man für den Kubikinhalt, nachdem man die Wurzel bestimmt hat. 
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sie 16. Multiplica 16 per 3, fa 48, del qual la radıx quadrata, cioe 6 
integri 55”43?°, he la linea ef, cioe el diametro.!) 

Ma se quello quadrato ab, cioe 16, tu lo dopiaray, chel sia 32, 
alora la radix quadrata de 32 sie el diametro del quadrato de la 
superficie del cubo?), el quella diametro sie la linea ce, cioe 5 in- 
tegri 39722° quasi, Ma sel prefato quadrato tu lo multiplica per 6, 
haueray tutte le superficie del chubo.°) 

E per lo diametro del eubo si atrouaray el lado del cubo: 
troua la radice de la terza parte del quadrato del diametro. Como se lo 
diametro fosse 6 - 55 - 43, el quadrato sera 48, et la terza parte sie 16, 
del quale la radice quadrata sera lo lado, che tu circhi, eioe 4 ete.®) | 


De speris. 

Deeima septima eonclusio. Quando tu voray la quantita de la 
spera, multipliea larea del maiore eirculo de quela per lo $ del suo dia- 
metro, et haueray lo intento. Como he, sel 
diametro, cioe ab, sera 7 (Fig. 18), la area 
del eirchio ab sera 38%, si como in la 
2° parte de questa opera e dito. Li 3 de 
quello 7 sie 43. Multiplica adoncha 384 
per 43, et haueray 1793, eioe la quanti- 
tade ouero la chapacitade de tuta la spera.°) 

Decima octava conclusio. Quando tu 
voray la superficie de la spera, multi- 


plica la ceircunferentia del circhio maiore 


Fig. 18, 


per el suo diametro, et haueray quello, che 
tu eirchi. In lo chaso preditto, quando el diametro ab he 7, la eircun- 
ferencia sie 22. Multiplica 7 per 22, che fa 154, la superficie de la 
spera.®) 

Decima nona conelusio. Quando tu voray la porcione de la 
spera mazore ouero minore cha la mitade, cercha primamente la 
porcione del circhulo maiore, si como he ditto in la 2° parte de questo 
opera. Si como aduncha la poreione del eirchulo se ha al circhulo, cosi 
he da spera ha spera. Notta, che, sel se fu la tabula de li seni secondo 
la proporcione de 22 a 7, si como he fatto secondo la proporeione 360 
a 120, si eomo la ho fatto io, alora quando lo archo del orizonte he 


1) D=ay3. 2)d= ar. 3) Oberfläche des Würfels = 6.«%. 


ya eh — Der letzte Abschnitt fehlt im lateinischen Texte. 
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so ist das Quadrat gleich 16. Multipliciere 16 
mit 3, das macht 48, und die Quadratwurzel 
daraus, das ist 6 Ganze 5543”, ist die Gerade cf, 
nämlich die Körperdiagonale (Fig. 17).') 

Wenn man aber das Quadrat von ab, näm- 
lich 16, verdoppelt, so dass es 32 wird, dann ist 
die Quadratwurzel von 32 die Diagonale der 
quadratischen Seitenfläche des Würfels°); 


diese Diagonale ec ist ungefähr gleich 5 Ganzen 
39'22” (Fig. 17). Multiplieiert man aber das ge- 
nannte Quadrat mit 6, so erhält man die Gesamtoberfläche des Würfels.°) 

Aus der Körperdiagonale des Würfels findet man die Kante 
so: Man suche die Wurzel des dritten Theiles des Quadrates der Diagonale. 
Wäre z. B. die Diagonale gleich 6€.55’°-43”, so ist das Quadrat gleich 48, 
davon ist der dritte Theil 16 und dessen Quadratwurzel ist die Kante, die 
man sucht, nämlich 4 u. s. w.) 


Von den Kugeln. 

Siebzehnte Aufgabe. Zur Bestimmung des Körperinhalts einer 
Kugel multiplieiere man den Inhalt des grössten Kreises derselben mit } 
ihres Durchmessers, so erhält man das Verlangte. Wäre z. B. der Durch- 
messer ab—= 7 (Fig. 18), so ist der Inhalt des Kreises ab gleich 384, 
wie im 2. Theile dieses Werkes gelehrt ist. # von 7 sind 43. Man mul- 
tiplieiere also 38% mit 43, so erhält man 1795 und das ist der Körper- 
inhalt oder die Mächtigkeit der ganzen Kugel.?) 

Achtzehnte Aufgabe. Will man die Oberfläche der Kugel be- 
stimmen, so multipliciere man den Umfang eines grössten Kreises mit 
seinem Durchmesser, und erhält dadurch das Gesuchte. Im vorliegenden 
Falle, wo der Durchmesser ab = 7 ist, ist der Umfang gleich 22. Multi- 
plieiert man 7 mit 22, so macht das 154, die Oberfläche der Kugel.) 

Neunzehnte Aufgabe. Wenn man einen Kugelabschnitt grösser 
oder kleiner als die Halbkugel finden will, so suche man zunächst 
den Abschnitt des grössten Kreises, wie im 2. Theile dieses Werkes gelehrt 
ist. Wie sich dann dieser Kreisabschnitt zum ganzen Kreise verhält, so 
verhält sich der Kugelabschnitt zur Kugel. Man bemerke hier, dass, wenn 
die Sinustafel nach dem Verhältnis von 22:7 berechnet: wäre (wie ich es 
gethan habe), wie man sie nach dem Verhältnis von 360 : 120 konstruiert 
hat, man, wenn der Bogen des Horizontes 23°49’51” ist, den vierten Theil 


2 
VY=-Inzd=ide  0)0=-dim, 
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238749” 51°, el se ha la 4* parte de la area del eirchio, et chosi la 


quarta parte de la spera. 


Si como fi per lo archo ab, del quale el 


28’ sino | drito fA de fir multiplieato per el sino dritto del archo ce, cioe 


per ef, e quelo, che ne viene da fir trato del sectore del eirchulo ehge 


d 
Fig. 19. 


abuto per la multiplicacione de tutta la 
area per lo archo ecg, e per la diuisione 
del proueniente per tuta la circunferentia. 
Eno, cioe sono, aduncha, quele seni, eioe fh 
2argm25® e ef 52M25M20%* a li quali 
correspondeno 120” 59° per el primo sino, 
ma per lo secondo 33”21°, quando el 
diametro he 7. Per questo se chonosse in 
quanto la porcione del cubo fatta de la 
sagitta e del diametro del circhio auanza 
la poreione de la spera. Üongosiacosa, chel 
quadrato del diametro sie 49, e la sagita cf 


sia 29m, multiplica adoncha 49 per 29M1, ne viene 10512" 49°, 
Ma la quarta parte de la spera he 4455", la quale, quando la sera sub- 
trata de 10521”"49%, rimagnera 6026”49%, et in tanto la prefata 
porcione del cubo auanza la porcione de la spera preditta. Anchora se 
la porcione predita del cubo tu la traray de la mitade del chubo, tu 


saueray, in quanto questo residuo auanza la quarta parte de la spera. 


Chomo he el cubo circunsrito a la spera, quando el diametro he 7, sera 
343, del quale la mitade sie 171.30. De la quale trata la prefata por- 
cione del cubo, eioe 105-21.49, el residuo sera 66.8-11, el qual residuo 

29 comparato a la quarta parte de la spera, | eioe a quelli 44. 55, auanza 
quello, chomo he manifesto, 212"13"11,N) 


OÖ tu, che lezaray questa opera, cognosse, mi hauere messe molte cose 


diete da li altri, et hauer coreto aleuni diti de li altri, et auergene messo 
alchune per la dio gratia, abiando aduertencia in la sentencia del ceirchio, 
che la proporeione de la eireunferentia del eirchio a lo diametro non he 
si chomo 22 a 7, auegnadio che si per la facilita de si, etiamdio perche 
non he de la presente hopera reprouato questo, abia dito questa proportione, 
congosiacosa che la non he molto distante da la veritade. Ma quale sia la 
proporcione, la zo dita in altro luogo, quasi per demostratiua conelusione.”) 
29 Deo gratias. Amen. Cumpleta die primo Aprilis 1488. | 


1) Quando tu voray el diametro de una spera, multiplica la quantitade 
de essa spera per 343, e quela multiplieatione partila per 179%, e de quelo, che 
ne viene, la radice cubicha sera el diametro adimandato, — Diese Anmerkung 
enthält der lateinische Text nicht, 
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des Kreisinhaltes und also auch den vierten Theil der Kugel vor sich hat. 
Wie es z. B. durch den Bogen ae geschieht, dessen Sinus rectus fh mit 
dem Sinus reetus des Bogens ce, nämlich mit ef multipliciert werden muss, 
und das Resultat von dem Kreisabschnitt ehge abgezogen, den man durch 
Multiplikation des ganzen Kreisinhaltes mit dem Bogen eeg und nachherige 
Division des Ergebnisses durch den ganzen Kreisumfang erhält. Es sind nun 
hier diese Sinus nämlich fh = 2308’25” und Sinus fe = 52°23’20”. Ihnen 
entsprechen, wenn der Durchmesser 7 ist, für den ersten Sinus 1020759”, 
für den zweiten aber 303’21”. Daraus kann man auch finden, um wieviel 
der Würfeltheil, der von dem Pfeile und dem Durchmesser des Kreises ge- 
bildet wird, den Kugelabschnitt übertrifft. Denn das Quadrat des Durch- 
messers ist 49, und der Pfeil ef ist 2°9’1”. Durch Multiplikation von 49 
mit 2091” erhält man also 10502149”. Der vierte Theil der Kugel ist 
aber 44055’, und subtrahiert man das von 105°21’49”, so bleiben 60° 
2649” übrig, und um soviel übertrifft der Würfeltheil den vorgenannten 
Kugelabschnitt. Zieht man noch den erhaltenen Würfeltheil von dem 
halben Würfel ab, so erhält man auch, um wieviel dieser Rest den vierten 
Theil der Kugel übertrifft. Der einer Kugel vom Durchmesser 7 um- 
geschriebene Würfel ist z. B. gleich 343, und die Hälfte davon ist 171030”. 
Davon ziehe man den obengefundenen Würfeltheil, also 105021’49” ab, 
dann ist der Rest 66 8-11. Dieser Theil verglichen mit dem vierten 
Theil der Kugel, also mit 4455’, übertrifft diesen offenbar in 21° 
13°11”.%) 

OÖ Du, der Du dieses Werk liest, wirst erkennen, dass ich Vieles ge- 
lehrt habe, was von andern gesagt ist, und manche Behauptungen anderer 
verbessert, und manches mit Gottes Hilfe gesagt habe, indem ich bei Be- 
rechnung des Kreises darauf aufmerksam machte, dass das Verhältnis des 
Kreisumfangs zu seinem Durchmesser nicht gleich 22:7 ist, obwohl ich, 
sowohl wegen der Leichtigkeit der Berechnung und auch, weil es nicht 
dieses Werkes ist, sie zu rektifizieren, dieses Verhältnis angegeben habe vor- 
züglich deshalb, weil es nicht sehr weit von der Wahrheit abweicht, Das 
richtige Verhältnis aber habe ich schon an einem andern Orte gegeben 
durch einen fast vollständigen Beweis.) 

Deo gratias, Amen. Vollendet am 1. April 1488. 


1) Wenn man den Durchmesser einer Kugel finden will, so multi- 
pliciere man den Körperinhalt der Kugel mit 343 und theile das Produkt durch 
1793, dann ist die Kubikwurzel dieses Quotienten der verlangte Durchmesser, 


Das kommt darauf hinaus, dass d’ — = V oder d’—= er ist. 


2) Diese Arbeit ist vollständig verschollen, 
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Hieran schliesst sich auf Blatt 30" und ” eine Tabula Sinuum des 
nämlichen Verfassers für halbe Grade berechnet und auf Blatt 31” bis 32" 
eine ebenso eingerichtete Tabula sinuum secundum proportionem 22 ad 
septem, welche oben im Texte erwähnt ist.') Blatt 32” bis 34” enthält 
eine Tabula Sollis (!), d.h. eine Tafel der Tageslängen für die einzelnen 
Tage des Jahres. Blatt 34Y ist leer. 

Auf den Blättern 35°— 41”, denen sechs leere Blätter folgen, worauf 
noch auf dem folgenden mit 42 bezeichneten Blatte das Obige fortgesetzt 
wird, sind eine Reihe ähnlicher Sätze niedergeschrieben, als sie in dem 
Werke Leonarno’s sich finden. Sie sind von derselben Hand, wie dieses, 
geschrieben, aber, wie aus der ganz abweichenden Sprache und Orthographie 


|l. A volere metere uno tondo mazore, che se fossa metere in uno 
quadro, fa cosi. Multiplica la lado del quadro, sia quanto se voglia, per 
34, e tanto sera la eircunferentia de quelo tondo, chi e in del quadro.?) 


2. A volere sapere larea de questo tondo, multiplica la mita del dia- 
metro per la mita de la circunferentia, et haueray la area del ditto tondo.°) 


3. A volere atrouare uno tondo, che tenga tanto larea sua, como 
fa la area de questo quadro, fa cosi, multiplica larea del tondo eun 
quella del quadro, e de quelo, che ne viene, troua la radıx quadrata. La 
qual radice multiplicala per el diametro del tondo, chi e dentro dal quadro, 
e quello, che ne viene, partilo per larea del tondo, chi e dentro in del 
quadro, et quello, che ne vienera, sera el diametro del tondo, che tu 
eirchi. 

4. Anchora habiamo uno quadro, che ha per faza capeci 14, hora 
voglia trousre uno tondo, che sia tanto larea sua, quanto he la area de 
questo quadro. Fa chosi. Prima faray la area del quadro, e di 14 vie 
14, fa 196. Poy multiplica questa area per 12%, fara 2464. La radix 


"quadrata de 2464, chie eapeci 49 br 3 02 9%, sie la eircunferentia, | che 


tu eirchi.®) 


d. Se tu voy atrouare el diametro del tondo, che debbe essere tanto 


1) Ich lasse ein Specimen beider Tafeln am Schlusse dieser Abtheilung des 
Bandes abdrucken. 
2) U=B3ld; = Bl. 9,3) V= 44d. 
4) 1 Capec. = 6 br 
ıib—- 12% 
Es ist 2464 vo 49,626 statt 49,638 gerechnet. 
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hervorgeht, nicht von demselben Verfasser. Da sie aber doch sicher aus 
der nämlichen Zeit stammen als die Abschrift des Werkes Lmonarno’s, 
füge ich sie hier ebenfalls an. Nach wieder zwei leeren Blättern findet 
sich von ganz anderer späterer Schrift noch die Notiz 
„Nassete Zuan Vigenzo del 1502 adj 18 Zugno 
de sabato a hore 9." 


Hier also die Sätze des andern Verfassers: !) 


1. Um in ein Quadrat den grössten Kreis einzubeschreiben, der mög- 
lich ist, gehe man so vor. Man multipliciere die Seite des Quadrates, sie 
mag sein, welche sie will, mit 34, so gross ist dann der Umfang des 
Kreises, der in das Quadrat beschrieben ist.?) 

2. Um den Inhalt dieses Kreises kennen zu lernen, multipliciere man 
den Halbmesser mit der Hälfte des Umfanges, so erhält man den Inhalt 
genannten Kreises. ?) 

3. Um einen Kreis zu finden, dessen Inhalt ebensoviel enthält?), als 
der Inhalt des Quadrates ausmacht, gehe man so vor. Man multipliciere 
den Inhalt: des Kreises mit dem des Quadrates und suche von dem Pro- 
dukte die Quadratwurzel. Diese Wurzel vervielfache man mit dem Durch- 
messer des Kreises, der in das Quadrat beschrieben ist, und das Ergebnis 
dividiere man durch den Inhalt des dem Quadrat einbeschriebenen Kreises, 
dann ist der erhaltene Quotient der Durchmesser des Kreises, der gesucht wird. 

4. Es sei ferner ein Quadrat gegeben, dessen Seite 14 Capeci enthalte, 
ich will nun einen Kreis finden, dessen Inhalt ebenso gross ist, als der In- 
halt dieses Quadrates. Mache es so. Zuerst berechne den Inhalt des Qua- 
drates; er ist 14 >< 14, das macht 196. Dann multiplieiere diesen Inhalt 
nit 12%, das giebt 2464. Die Quadratwurzel von 2464, die 49 Capeei 
49 br 9% 52 beträgt, ist der gesuchte Umfang.®) 


ö 
d, Will man jetzt den Durchmesser des Kreises finden, dessen Fläche 


1) Die Nummerierung rührt von mir her. 


2) Seite des Quadrates «, Umfang des Kreises = 34a. 
> a a? 
3) Inhalt des Kreises = 3la.  — = Te 


4) Durchmesser des gesuchten Kreises x; dann ist 
a F a? 2u 
= Tra-alı Ta ——, 
was vollständig richtig ist. 


5) Da der Kreisinhalt = —- ist, so ist wirklich U? = 4 : a?. 


rs 


Curtze, Urkunden. 7 
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larea, como e quela del quadro, fa cossi. Parti la ditta circunferentia 
per 3%, che ne viene capeci 15 br 4 © 92%, e tanto e lo diametro del 
ditto tondo. 

6. E gli e uno quadrangulo, chi e per facia 4, e de longo 16. A 
volerlo redure a uno quadrato, che sia equale per facia, fa cosi. Multi- 
plica la longeza cun la largeza, fara 64; 
la radice quadrata de 64, chi e 8, sera el 
lado del quadrato fatto (Fig. 1). 


8 1. E gli e uno triangulo ouero uno 
,„ quadro, che larea sua sie 80: voglio redure 
_ A ad uno triangulo equilatere. La regula 


dice cosi. Quadra questa area, chi e 6400; 
poy multiplica per 5}, fira 36800; poy 
troua la radıx quadrata de la radix de 36800, e tanto sera per facia el 
dito triangulo, che tu circhi.”) 


8 


> 


Fig. 1. 


8. Abiando lo lado del triangulo, volendo atrouare la perpendichulare, 
quadra lo lado del triangulo, e trane il 4 de la quadratura, e del rima- 
nente la radix quadrata sera la perpendichulare del triangulo.?) 

9, E volendo trouare lo lado de uno triangulo, che sia equilatero, 
fara cosi. Quadra la perpendichular, e giugni il 5 de la quadratura: la 
radix quadrata sera lo lado del triangulo.°) | 

10. A volere atrouare, quanta distancia e dal centro de uno triangulo 
equilatero al eantone, fa cosi. Quadra lo lado del triangulo, e de la terza 
parte de quelo numero la radix quadrata sera la distantia dal centro al 
eantone.*) 

11. El’ e uno triangulo ambligonio (Fig. 2), chi e per una faga 12, 
per laltra 10, e per laltra 6, e volgio sapere, doue chadera la perpendi- 

chulare, fa cosi. Multiplica 10 via 10, fa 100; 
poy 6 via 6, fa 16; tray 36 de 100, resta 64; 


. ‘€  piglia la mitade 64, chi e 32, e partilo per lado 
Pa n basso, chi e 12, ne viene 2}, e queste 22 agiugnelo 
Fig. 2. cun la mita del lado basso, chi e 6, fara 8%, et 


in quelo logo chadera la perpendichulare.°) 
12. Et per trouare la quantita de essa perpendichulare, multiplica lo 
lado, chi e 6, in se medesimo, fa 36; poy multiplica quella parte del lado 
baso, chi e rimasa ultra la perpendichular, chi e 3%, in si, fara 114; 


1) Es muss natürlich 54 heissen, wie auch an spätern Stellen richtig an- 
gegeben wird. 


2) h=-V5. 3) a = 4M*. 
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ebenso gross ist als die des Quadrates, so mache man es so. Man theile 
den berechneten Umfang durch 3#+, wodurch 15 Capeci 41 br 919%. 02 her- 
auskommen, so gross ist dann der Durchmesser des genannten Kreises. 

6. Gegeben ist ein Rechteck, dessen Breite 4 und dessen Länge 16 
ist. Um es in ein Quadrat zu verwandeln, das gleiche Seiten hat, gehe 
man so vor. Man multipliciere die Länge mit der Breite, so macht das 64. 
Die Quadratwurzel von 64, die 8 ist, ist dann die Seite des zu zeichnenden 
Quadrates (Fig. 1). 

1. Gegeben ein Dreieck oder ein Quadrat, dessen Inhalt gleich 80 ist, 
ich will es in ein gleichseitiges Dreieck verwandeln. Die Regel sagt so. 
Quadriere diesen Inhalt, das giebt 6400, darauf multipliciere ihn mit 5%, 
so entsteht 36800; dann suche die vierte Wurzel von 36800, so gross 
ist dann die Seite des gesuchten Dreiecks. ') 

8. Hat man die Dreiecksseite und will die Höhe finden, so quadriere 
man die Dreiecksseite und ziehe $ von dem (Quadrate ab, dann ist die 
Quadratwurzel des Restes die Höhe des Dreiecks.?) 

9. Und um die Seite eines gleichseitigen Dreiecks zu finden (wenn die 
Höhe bekannt ist), mache es so. Quadriere die Höhe und füge dem Qua- 
drat seinen dritten Theil hinzu, dann ist die Quadratwurzel die Drei- 
ecksseite, ?) 

10, Um zu finden, wie gross der Abstand des Mittelpunktes eines 
gleichseitigen Dreiecks von der Ecke ist, gehe man so vor. Man quadriere 
die Seite des Dreiecks, dann ist die Quadratwurzel aus dem dritten Theile 
dieser Zahl der Abstand des Mittelpunktes von der Ecke.?) 

11. Gegeben ist ein stumpfwinkliges Dreieck (Fig. 2), dessen eine 
Seite 12, die andere 10, die dritte 6 ist; ich will bestimmen, wohin der 
Höhenfusspunkt fällt. Mache es so. Multipliciere 10 >< 10, das giebt 100; 
darauf 6 >< 6, das ist 36; ziehe 36 von 100 ab, es bleibt 64; nimm die 
Hälfte von 64, die 32 ist, und theile sie durch die Grundlinie, die 12 
hält, so kommt 23. Diese 23 füge zur Hälfte der Grundlinie hinzu, die 6 
ist, so giebt das 8%, und dahin fällt der Höhenfusspunkt.°) 

12, Und um die Länge der Höhe zu finden, multipliciere die Seite, 
welche 6 beträgt, mit sich selbst, das giebt 36, darauf vervielfache den 
Theil der Grundlinie, der über dem Höhenabschnitt geblieben ist, das ist 33, 
mit sich selbst, so giebt das 11}; ziehe das von 36 ab, so bleibt 245, 


. 948 das ist 47120828847 +4 die Ta e 
und die Quadratwurzel von 245, das ist Adssooogop; Ist die Länge der Höhe. 


4) Der fragliche Abstand ist 27h, also gleich ve 


5) Hier ist die Formel «a? — b? = p* — g’ = c(p — g) benutzt, im Gegen- 
satz zu der Rechnung Leoxarno’s. 
27° 
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36.8 948 i. er 948 chi 6 4720828347 
tralo de 36, rimane 24,, e la radice quadrata de 24, chi e Ayssooooon,s © 


la quantita de la perpendiculare. La proua sie a quadrare la perpendi- 
eulare, fa 245; poy quadra 8%, fa 754; agiunti in siema fa 100, e la 
36’radice quadrata e con el lado de 10. | 

13. El’ gie uno tondo, chi e per el suo diametro 10; a volere sapere 
el suo sen drito fa cosi. El quadrato de quello parte del semidiametro, 
che se azonzerebe a la sagita a compire el semediametro, tralo del qua- 
drato del semediametro, e del rimanente la radix quadrata sera el sen drito. 

14. E per sapere el sen verso, cioe la sagitta, el quadrato del sen 
drito tralo del quadrato del semediametro, e del rimanente la radix qua- 
drata sera quello, che se agiugne sopra el semediametro. EI qual tralo 
dal semediametro, el resto sera la sagita. Exempli. gratia (Fig. 3) el 
quadrato eb tralo dal quadrato cd, e del rimanente la radix quadrata 
sera ab el sen suo drito. E per el sen verso el quadrato ab tralo dal 
quadrato dc, e del rimanente la radix quadrata sera be, el qual tralo 
de cd, e rimagnera db, la sagita ouero el sen verso.') 


Fig. 3. 


15. El gie uno tondo, chi e per diametro br 10; taglione una fetta, 
chi e longa br 8: voglio sapere, quanto sera alta, cioe, quanto sera la 
sagita de quella feta (Fig. 4), Fa cossi. EI quadrato de la mita de la 
longeza de la feta tralo dal quadrato del semediametro, e del rimanente 
la radix quadrata sera quello, che se azonze sopra el semediametro. El 

37 qual tralo dal semediametro: el rimanente | sera la sagita, che se circhaua. 

16. Volendo la longeza de tuta la feta per la sagita, multiplica la 
sarita, che se taia via dal diametro, per lo resto del diametro, e quelo, 
che ne viene, multiplicalo per 4, e la radix quadrata sera la longeza de 
la feta, che se eirchaua.?) 

17. Et se voray sapere larcho de la porcione, sapendo la corda, la 
sagita e lo diametro, adiugni la mita de la corda cun la sagita, e tuto 
questo parti per mitado, et lo proueniente sapi, che parte e de tuto el dia- 
metro, e tal parte, como sera de tuto el diametro, tal parte sera larcho 
de la poreione de tula la eircunferentia del eirchio,?) 
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Die Probe davon ist, man quadriere die Höhe, das giebt 24°, dann qua- 
driere man 8%, das macht 75%. Zusammengezählt giebt es 100, und 
davon die Quadratwurzel ist wie die Seite gleich 10. 

13, Gegeben ein Kreis, dessen Durchmesser 10 ist. Um für einen 
Bogen den Sinus reetus zu finden, mache man es so. Das Quadrat des 
Theiles des Halbmessers, den man zum Pfeile hinzufügen müsste, um den 
Halbmesser zu vollenden, ziehe man vom Quadrate des Halbmessers ab, 
dann ist die Quadratwurzel des Restes der Sinus rectus. 

14, Und um den Sinus versus, das ist den Pfeil, zu erhalten, ziehe 
man das Quadrat des Sinus rectus vom (Quadrate des Halbmessers ab, 
dann ist die Quadratwurzel des Bestes dasjenige, was man zu der Voll- 
endung des Halbmessers hinzulegen müsste. Man ziehe dies vom Halb- 
messer ab, so ist der Rest der Pfeil. Z. B. (Fig. 3) ziehe man das Qua- 
drat von cb von dem Quadrate der cd ab, dann ist die Quadratwurzel des 
Restes ab, der zugehörige Sinus rectus. Und für den Sinus versus ziehe 
man das Quadrat der «db vom Quadrate der de ab, dann ist die Quadrat- 
wurzel des Restes die be. Sie ziehe man von cd ab, so bleibt db übrig, 
der Pfeil oder der Sinus versus.!) 

15. Gegeben ein Kreis, dessen Durchmesser 10 ist. Ich schneide davon 
ein Stück ab, das 8 Ellen lang ist, und will wissen, wie hoch dasselbe ist, 
das heisst, wie gross der Pfeil dieses Abschnittes ist (Fig. 4). Mache es so. 
Das Quadrat der Hälfte der Länge des Abschnittes ziehe vom Quadrate 
des Halbmessers ab, dann ist die Quadratwurzel des Restes das, was man 
<dem Pfeil> zur Vollendung des Halbmessers hinzufügen muss. Das ziehe 
man vom Halbmesser ab, der Rest ist der Pfeil, den man sucht. 

16. Will man die Länge des ganzen Abschnittes aus dem Pfeile be- 
stimmen, so multiplieiere man den Pfeil mit dem Reste des Durchmessers, 
wenn man von ihm den Pfeil abgezogen hat, und multipliciere das Produkt 
noch mit 4: dann ist die Quadratwurzel davon die Länge des Abschnittes, 
die man sucht.?) 

17. Will man auch den Bogen des Abschnittes finden, wenn man die 
Sehne, den Pfeil und den Durchmesser kennt, so addiere man die Hälfte 
der Sehne zu dem Pfeil, halbiere die Summe, und sehe dann zu, der wie- 
vielte Theil das vom ganzen Durchmesser ist. Dann ist der Bogen der 
ebensovielte Theil des ganzen Umfanges, der wievielte das Obige vom 
ganzen Durchmesser ist.®) 


1) In No. 13 und 14 sind die Formeln enthalten: 
sin? = r? — (r — sinvers)?; sinvers = r — Yr? — sin?. 
2) Dieselben Rechnungen, wenn statt des Sinus die Sehne, also der doppelte 
Sinus, gegeben Ist. 3) Danach müsste Arc 2« = (sin « + sinvers @) sein. 
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18. A volere sapere larea de una porcione, che fusse menore cha 
mezo el circhio, fa de besogna sapere prima larcho de la ditta porcione e 
la corda, che se sottende a lo ditto archo, e la sagita ouero el sen verso. 


Como sarebe questa poreione acdb (Fig. 5), de la quale la corda fusse 8 
e la sagita 2, e lo archo fosse 10. Poy bisogna sapere, de qual circhio 
e stata taiada la ditta porcione. La qual saperay per questo modo, Mul- 


tiplicando la mita de la corda in si medesima, e partire per la sagita, et 


a quello, che ne viene, agiugneui la ditta sagitta, et aueray lo diametro 


del eirchio, de che el fo taiado.!) 


Verbi gratia multiplica «ab in si, fa 16; parti questo 16 per bc, e 
37’ vegnera pb 8, | ali quali zonzi be, sera tuto el diametro 10. Ma a volere 
sapere larea de la dita poreione, multiplica la mita del diametro, cioe pm, 


per la mita del archo, eioe per ac, e quelo, che ne viene, serualo.. Poy 


multiplica quella parte, che se azonzerebe a la sagita a compire el seme- 


‘diametro, cioe bp, per la mita de la corda ab, e quelo, che ne vene, tralo 


de quello, che tu seruasti, e lo rimanente sera larea de la ditta porcione 


abde quesita. 


19. A volere sapere larea de la mazore poreione cha mezo el eirchio 


fa, como ay fatto di sopra, saluo che tu aueray agiugnere a quello, che 


Fig. 6. 


de la quarta parte de fora. 


tu seruasti, quello, che tu chauy de 
sopra da lo seruato. 

20. El’ gie uno tondo, chi e 28 
per diametro, del quale se vole fare 
4 parti equale, e che ciaschuna parte 
vada al tondo (Fig. 6). Adimando, 
quanta parte del diametro prendera 
ciaschuna de queste parte. Fa cosi. 
Del quadrato del diametro, cioe 788, 
trane la quarta parte, chi e 196, e 
lo rimagnera 588, de lo quale 588 
la radix quadrata sera lo diametro 
de li $, chi rimagnera in mezo del 
eirchio, cioe 24572), siche da 24397 


380000 350000 


per fina 28 sie 39% el diametro 


E per lo secondo quarto tray quella prima 


quantita, cioe 196, de 588, resta 392, e la radix quadrata, cioe 19.72 3° 


10000 7? 


sin® 


1) Hier kennt also der Verfasser die Formel d = sinvers + ——— - 


Sınvers 


2) V588 — 23,2487, der Werth unseres Verfassers —= 24,24868. 
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18. Um den Flächeninhalt eines Kreisabschnittes zu finden, der kleiner 
ist als der Halbkreis, muss man zunächst den Bogen des Abschnittes 
kennen und die Sehne, welche den frag- 
lichen Bogen überspannt, sowie den c 
Pfeil oder den Sinus versus. Wenn z. B. 
der fragliche Abschnitt acdb (Fig. 5) a b N 
wäre, dessen Sehne 8, der Pfeil 2 und \ 
der Bogen 10 ist, so muss man be- \ 
stimmen, von welchem Kreis der frag- P eg 
liche Abschnitt genommen ist. Das fin- Fig. 5. 
det man auf folgende Weise. Man 
multipliciere die Hälfte der Sehne mit sich selbst und theile dann durch 
den Pfeil und zu dem Ergebnis addiere man den Pfeil, so hat man den 
Durchmesser des Kreises, von dem der Abschnitt genommen ist.') 

Z.B. multipliciere ab mit sich selbst, das macht 16, theile diese 16 
durch be, so kommt pb = 8. Dazu addiere be, dann ist der ganze Durch- 
messer 10. Um aber den Inhalt genannten Abschnittes zu finden, multi- 
pliciere man den Halbmesser, also pm, mit dem halben Bogen, also mit ae, 
und merke sich das Ergebnis. Darauf multipliciere man das Stück, das 
man zum Pfeil hinzulegen musste, um den Halbmesser zu erhalten, also bp, 
mit der Hälfte der Sehne ab, und das Ergebnis ziehe man von dem Ge- 
merkten ab, so ist der Rest der gesuchte Inhalt des fraglichen Ab- 
schnittes abde. 

19. Um den Inhalt des Abschnittes, der grösser ist als der Halbkreis, zu 
bestimmen, mache man es genau so, wie man es eben gemacht hat, nur dass 
man das zu dem Gemerkten addiert, was man oben von ihm abgezogen hat. 

20. Gegeben ist ein Kreis, dessen Durchmesser 28 ist. Man will von 
diesem vier gleiche Theile machen, so dass jeder Theil in die Runde geht 
(Fig. 6). Ich frage, den wievielten Theil des Durchmessers wird jeder 
Theil einnehmen. Mache es so. Von dem Quadrate des Durchmessers, 
also von 784, ziehe seinen vierten Theil, das ist 196, ab, so bleiben 588. 
Die Quadratwurzel aus 588 wird dann der Durchmesser der ® sein, die in 
der Mitte des Kreises übergeblieben, also 2450%?), so dass von 2487 
bis zu 28 der Durchmesser des vierten Theiles von aussen gleich 337047 
sein wird. Für das zweite Viertel ziehe man die vorhin benutzte Zahl, 
also 196 von 588 ab, so bleiben 392. Davon ist die Quadratwurzel, 
nämlich 19° 3), der Durchmesser der zwei Viertel in der Mitte, so dass 


10006 
3) 4392 ist wirklich —= 19,7989, so dass hier ganz genau gerechnet ist. 
Wie so genaue Werthe gefunden sind, ist nicht bekannt. 
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: ; i oc 43 ls 1989 94 89527 
sie lo diametro de li 2 quarti de mezo, siche da 19;5000 fina la 24.eccns 


38 sie 419222 | el diametro del secondo quarto. E per lo terzo quarto tray 


360000 


la prima quantita, cioe 196, de 392, resta 196, e la radix quadrata, 
cioe 14, sie el diametro del quarto de mezo, siche da 14 per fina 19,9 
sie ding, el diametro del terzo quarto non preeisamente. 


21. Si tu volesse partire in 3 parte, tolle via la terza parte, e del 
resto la radıx quadrata, como e fatto de sopra. E volendo partire in 
2 parte, tolle via la mitade del quadrato del diametro, e del resto la 


98 radice, como dieho di sopra. | 


Si 


= 


22. Elle una peza de tera, la quale piu longa cha larga volte 3}, 
et e p® 2. Adimando, quanto e longa e larga. Fa cossi. Fa la pro- 
poreione, cioe atroua duy numeri, che luno tenga laltro volte 32, chi e 5 
e 17, perche 17 contiene 5 volte 3}. E 5 e 17 multiplicato in sieme 
fa 85, el quale serualo.. Poy fa de le p® 2 tabule, che sono 48, le quale 
48 fanne 5 de tabule, che sono 192. EI quale e da multiplicare con 85 
seruato, fara 16320, de la qual quantitade la radix quadrata e da partire 
per la proportione, eioe per 5 e per 17, da parsi luno dal lattro, et 
haueray la longeza e la largeza fatta. 


23. Try compra una peza de tera, e cjaschuno paga tanti duchati per 
2020, quanti zozi gli tocha in sua parte, e costo in tuto 144 ducati. 
Adimando, quanti zozi gli tocha per parte. Fa cossi. Piglia la radice 
quadrata de 144, chi e 12; poy troua 3 numeri, che multiplicati in si 
medisimi e giunte in sieme le multiplieatione abiano radice, como sarebe 2 
e 3 e 6, perche 2 via 2 fa 4, e 3 via 5 fa 9, et 6 via 6 fa 36; azonto 
in seme 4 et 9 e 36 fa 49, la chuy radice he 7, numero partitore. Poy 
multiplica el numero, cioe 2, via 12, fa 24, partilo per 7, ne viene 3° 
zozi a uno; poy multiplica 3 via 12, fa 36, partilo per 7, ne viene zozi 
5+ per laltro; poy multiplica 6 via 12, fa 72, partilo per 7, ne vene 10% 
per lo terzo. Zonte in sieme queste 3 quantitade sono zozi 184, | e tanto 
fa la peza de la terra. E per saper la quantita de duchati per uno, fa 
cossi. ne la prima quantita di zozi in si medesima, cioe 3°, monta 
dx 11%; poy multiplica zozi 5% in si medesimo, monta da 26%; poy mul- 
tiplica zozi 10% in si ER monta dp 105%. Azonte insieme queste 
3 quantita de duchati fano in soma dyr 144, como ponessimo da prima, 


24. El’ e uno bocheto, che mena 62 12 de aqua fora de uno nauilio, 
ed e largo el ditto bocheto oz 10 e alto 02 12. Et vorra fare uno altro 
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’ 1989 n; ABISLT i an „= a2; 
von 195005 bis zu 24360050 der Durchmesser des zweiten Viertels gleich 


44002 ist. Für das dritte Viertel ziehe die erste Zahl, nämlich 196, von 


392 ab, dann bleibt 196. Die Quadratwurzel davon, das ist 14, ist der 


Durchmesser des innern Viertels, so dass von 14 bis zu 199%, der Durch- 


7989. 
10000 


21, Wollte man in drei Theile theilen, so ziehe man immer den 


messer des dritten Viertels gleich 5 nicht ganz genau sein wird. 
dritten Theil ab und suche vom Reste die Quadratwurzel, wie oben ge- 
schehen ist. Um aber in zwei Theile zu zerschneiden, ziehe man stets die 
Hälfte des Quadrates des Durchmessers ab und aus dem Reste die Wurzel, 
wie ich oben sagte. 

22. Es ist ein Landstück gegeben, das 33 mal so lang als breit ist, 
und 2 p® enthält. Ich frage, wie lang und breit es ist. Man suche das 
Verhältnis in ganzen Zahlen, das heisst, man suche zwei Zahlen, von denen 
die eine das 3$fache der andern ist; es ist 5:17, denn 17 enthält die 5 


- 


33 mal. Multiplieiere 5 mit 17, das giebt 85 und merke das. Darauf 
mache aus den 2 p" Tabulae, es sind 48, die $ Tabula ausmachen, das 
ist 192, Das ist mit den gemerkten 85 zu multiplicieren und macht 
16320. Die Quadratwurzel dieser Grösse ist nach dem Verhältnis 5:17 
zu theilen, eins vom andern, so hat man die Länge und die Breite. 

23. Drei kaufen ein Landstück und ein jeder bezahlt soviel Dukaten 
für den Zozo, soviel Zozi ihm auf seinen Theil zufallen; im Ganzen kostet 
es 144 Dukaten. In frage, wieviel Zozi jedem auf seinen Theil gebühren. 
Mache es so. Nimm von 144 die Quadratwurzel, sie ist 12. Dann suche 
drei Zahlen, die jede mit sich selbst multiplieiert, und dann die drei Pro- 
dukte zusammengezählt eine Quadratwurzel besitzen, wie e& 2, 3 und 6 
sind, denn 2x2 =4,3x3=9, 6%x<6== 3536 und 4, 9 und 36 zu- 
sammengezählt giebt 49, deren Wurzel 7 ist, der Theile. Nun multipli- 
ciere die erste Zahl 2 mit 12, das macht 24, theile durch 7, so kommt 
3% Zozi für den Ersten. Dann multipliciere 3 mit 12, macht 36; theile 
durch 7, so kommen 57 Zozi für den Zweiten. Darauf multiplieiere 6 mit 
12, macht 72, dividiere durch 7, giebt 10% Zozi für den Dritten. Diese 
drei Grössen addiert geben 18% Zozi, und so gross war das Landstück. Um 
die Zahl der Dukaten für einen jeden zu finden, mache es so. Multipliciere 
die erste Anzahl Zozi mit sich selbst, also 3%, so kommen 117 Dukaten, 
dann multipliciere 54 Zozi mit sich selbst, so kommen 26% Dukaten; end- 
lich multipliciere 104 mit sich selbst, so kommen 105%) Dukaten. Alle 
diese drei Summen von Dukaten zusammengezählt machen zusammen 144 Du- 
katen, wie wir zuerst gesagt haben. 

24. Es ist eine Öffnung, welche aus einem Schiffe 12 Unzen Wasser 
ablässt. Diese Öffnung ist 10 Unzen breit und 12 Unzen hoch. Man will 
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bocheto, che menara 02 18 del dito nauilio a quela medesima proporeione. 
Adimando la largeza e la alteza. Fa cosi. Multiplica la largeza del noto 
bocheto per le onze de quello, che voliamo sapere, cioe 10 via 18, fa 180 
area. Poy fa la proporcione de la largeza e de lalteza del noto bocheto, 
eioe mette 12 sopra 10, como vedi qui: 1, esquisali sera $, el qual 6 
e 5 e da multiplicare in siema, fa 30; el qual 30 multiplicalo con 180 
di sopra, fa 5400, de la qual somma la radix quadrata!) e da partire 
per la proportione, cioe per 6 e 5, e quelo, che ne vegnero, sera la lar- 
geza e la alteza del bocheto da fir fatto. E si como 6 contiene 5 volte 1}, 
39 cosi si contegnera quelli numeri, che vegnera, luno alo altro. | 
25. El quadrato de qual numero tu voy, ouero superfieie tu voy, mul- 
tiplica per 53, el radix radieis de quel, che ne vegnera, sera el lado del 
triangulo equilatero. 
26. E a fare uno tondo, multiplica, che area tu voy, per 12#, e de 
quello, che ne viene, la radice quadrata he la circunferentia. 
27. El’ e uno triangulo rectiangulo per faza 10 e longo 20 (Fig. 7), 
e la sua area 100. A volere trare uno, che sia area 50, ouero partire 
quelo per mezo, quanto sera lo per facia e per 
ee longo a quela medesima proporcione? Fa cosi. Fa 
la proportione de la facia sopra la longeza cosi, 
como qui, eioe 10 sopra 20 in quella forma %, 
squisali sono 3; poy di 1, chie sopra la riga, via 2, 
che de sotto, fa 2. Poy multiplica quello 2 per 
la area de quello triangolo, eioe 2 via 100, fa 200, 


Area 100 


2o del qual 200 la radix quadrata partila per la pro- 

poreione, cioe per 1 e per 2, e quelo, che ne veg- 
Area.50 i 
nera, sera la longeza e la facia, 

28. E se volesse 1, piglia li 5 de la area del 
tuto; e se ne volesse 4, piglia li $ de la area. 
E se volesse li #, piglia li $ de la area del tuto, 
et sic de singulis, e fa como de sopra. 

29. Ma nota, sel triangulo equilatero ouero 
isoceles, fa la proporeione de la mita de lo abaso 
40 sopra tuta la perpendichulare, la quale | proporeione multipliea cun quella 

parte de quantita, che tu voy, operando, como ho dito de sopra, et haue- 


ray tuta la perpendichulare e la mitade de lo abaso, che se eirchaua. 


Fig. . 


30. A chi volesse partire una peza de terra, che fosse per una testa 


1) Radix 73.29. 5; diuisa per 6 e per 5 ne viene 12-14. 50.50 per 6, 
et per 5: 14-41: 49 
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eine andere Öffnung herstellen, die 18 Unzen aus dem Schiffe abführen 
soll, nach demselben Verhältnis (von Breite und Höhe): ich frage nach der 
Breite und Höhe. Mache es so. Multipliciere die Breite der bekannten 
Mündung mit den Unzen derjenigen, welche wir berechnen wollen, also 
10 x 18 = 180. Dann bestimme das Verhältnis der Breite zur Höhe 
der bekannten Öffnung, das heisst, setze 12 über 10, wie man es hier 
sieht, 1), gekürzt wäre es #. Diese 6 und 5 sind zu multiplieieren, das 
macht 30; diese 30 multipliciere mit den obigen 180, so macht das 5400, 
und die Quadratwurzel dieser Summe ist durch das Verhältnis zu theilen, 
also durch 6 und 5, dann ist das Ergebnis die Breite und Höhe der zu 
konstruierenden Öffnung. Und so wie 6 die 5 1lmal enthält, so werden 
auch die sich ergebenden Zahlen sich gegeneinander verhalten. !) 

25. Das Quadrat einer beliebigen Zahl oder einer beliebigen Fläche 
multipliciere man mit 53, dann ist die vierte Wurzel des entstehenden 
Produktes die Seite des (ebenso grossen) gleichseitigen Dreiecks. 

26. Um aber einen Kreis zu erhalten, multipliciere eine beliebige 
Fläche mit 124, dann ist die Quadratwurzel des Ergebnisses der Umfang 
des Kreises. 

27. Gegeben ist ein rechtwinkliges Dreieck von der Grundlinie 10 
und der Länge 20 (Fig. 7), und seine Fläche ist 100. Man will davon 
ein anderes abschneiden, dessen Fläche 50 ist, oder das gegebene halbieren: 
wie lang und wie breit wird es nach dem nämlichen Verhältnis sein? 
Mache es so. Suche das. Verhältnis der Grundlinie zur Länge so wie hier, 
indem man nämlich 10 über 20 setzt in dieser Form %, gekürzt ist es }. 
Dann sage: 1, was über dem Strich steht, mal 2, das unten ist, giebt 2. 
Nun multiplieiere diese 2 mit dem Inhalte des Dreiecks, also 2>< 100 = 200. 
Die Quadratwurzel dieser 200 theile dann nach dem Verhältnis, also von 
1:2, so ist dann das, was herauskommt, die Länge und die Grundlinie. 


28. Will man #, so nimm 3% von dem Gesamtinhalte weg; will man 
4, so nehme man ? des Inhaltes, und für 5 nehme man 5 des Gesamt- 


inhaltes und so für die übrigen, und verfahre wie vorher. 

29. Merke aber, ist das Dreieck gleichseitig oder gleichschenklig, so 
suche das Verhältnis der halben Grundlinie zu der ganzen Höhe. Dieses 
Verhältnis multipliciere mit dem grössern Theile, welchen man will, indem 
man so verführt, wie ich oben gesagt habe, und erhält dadurch die ganze 
Höhe und die Hälfte der Grundlinie, die man sucht. 

30. Will man ein Landstück theilen, das an einem Kopfende 6 Capezi 


1) Die Wurzel ist 73-29.5; dividiert durch 6 und durch 5 kommt 
12-14 :50.:50 für 6, und für 5: 14-41 49, 
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capezi 6 (Fig. 8), et per laltra capezi 4, e per longo 
capezi 12, e larea sua 60, prima fa cosi. Compisse 
la piramide in questo modo. Multiplica la testa 
de 6 per la longeza, chi e 12, fa 72, e partilo per 
la diferentia de la teste, chi e 2, ne viene 36, la 
longeza de la piramide. Cossi fatto, fa la area de 
tuta la piramide ouero de tuto lo triangulo, chi e 
108, del qual 108 la radix quadrata sie 102 non 
aponto seruala. E poy fa larea de dd, cioe del ara- 
pente de la piramide, chi e 48; a la qual 48 azon- 


c 


zege quela parte de larea, che tu voy cauare de 
'R| Area 20 la dita peza de terra, cioe se voy partila per mezo, 
azonze la mita de larea de la dita peza de terra, 

1 Pi r 1 * . R... “ z 
a u » e se voy z, azonze 7, et sic de singulis, Partendo 
per 4 ne troueremo adoncha 4 de larea, chi e 20; 


| azonto 20 a 48, fa 68, del qual 68 la radix qua- 
| Areas drata sie 84 non aponto, seruala. E per atrouare 
donda chade la perpendichulare, multiplica la lon- 
geza de tuta la piramide per la radix de 68, perche 
h le son le aree dead e dedb azonte in sieme, chi e 
N 84, via 36, che fa 297, e partilo per la radix de 
larea de tuta la piramide, chi e 10%, che ne viene ab 287}, detrato db 
40° 24 | resta 455, el caso de la perpendiculare. E per sapere la longeza de 
la perpendichulare, multiplica de per ab e partilo per db, et haueray ac 
la perpendichulare 4%, e fatta. 

3l. Quando tu saperay larea de uno circhulo, e tu voray el suo dia- 
4 de tutta larea a la ditta area, e la radix quadrata de 

ditta quantitade sera el diametro. 
32. A volere fare uno triangulo equilatero, che sia doue volte tanto 


metro, azorze li 


larea sua, como sia li try sui ladi azonti in sema, faray cosi. Dopia hi 
3 ladı del triangulo da fir fatto, fan 6, poy quadralo, cioe 6 via 6, fa 36; 
el quale 36 multipliealo sempre per 5%, che fara 192, e la radix quadrata 
sera el lado del triangulo adimandato; fatta. 

33. E se volesse 3 volte tanto larea suo, como sarebe li ladi azonti 
in siema, toy 3 volte li ladi del triangulo, che sarebe 9, e poy quadra el 
dito 9, fara 81; el qual 81 multiplica sempre per 55, che fara 432, e 
la radix quadrata sera el lado del triangulo adimandato. 

34. Quando larea de uno triangulo ambligonio e doy ladi noiando, 
atrouare el terzo lado, fa cosi. Parti larea del dito triangulo per la 

41 mitade del lado mazore, et quello | multiplicalo per se medesimo, et quella 
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(Fig. 8), am andern 4 Capezi hält, und in der Länge 12 Capezi hat, und 
dessen Fläche 60 ist, so mache man es zunächst so. Man vollende es zu 
einem vollständigen Dreieck in folgender Weise. Multipliciere das Kopf- 
ende 6 mit der Länge, die 12 ist, das giebt 72, und theile das durch die 
Differenz der beiden Kopfenden, nämlich durch 2, so kommt 36, die Länge 
des ganzen Dreiecks. Nachdem diese gefunden, suche man den Inhalt des 
ganzen Dreiecks, der 108 ist. Von diesen 108 ist die Quadratwurzel nicht 
ganz genau 102; merke sie dir. Dann suche den Inhalt von bd, d.h. des 
Arapente des Dreiecks, er ist 48; zu diesen 48 füge denjenigen Theil des 
Inhaltes, den du von dem gegebenen Landstück abschneiden willst, hinzu, 
d. h, will man ihn halbieren, so addiert man die Hälfte des Inhalts des 
fraglichen Landstückes, will man #, so fügt man 4 hinzu, u.s. w. Indem 
wir nun für 5 theilen, suchen wir also 3 des Inhalts, es ist 20. Nun ist 
20 +48 —68 und es ist Y68 = 8t, wenn auch nicht ganz genau. 
Auch dies verwahre. Um nun zu finden, wohin der Fusspunkt des Lothes 
fällt, multipliciere die Länge des ganzen Dreiecks mit v8, weil es die 
Flächen dead und dedb zusammengenommen sind, das ist ja 84. >< 36 
— 297, und theile durch die Wurzel aus der Fläche des ganzen Dreiecks, 
nämlich durch 107, so kommt daraus ab == 2853). Davon db = 24 ab- 
gezogen, bleibt 4%, der Fusspunkt des Lothes. Und um die Länge des 
Lothes zu finden, multipliciere de mit ab und theile durch dd, so erhält 
man ac das Loth = 4;/,, und ist gemacht. 

3l. Wenn man den Inhalt eines Kreises kennt, und wünscht seinen 
Durchmesser, so füge man des ganzen Inhaltes dem Inhalte hinzu, so ist 
die Quadratwurzel der erhaltenen Grösse der Durchmesser. 

32, Um ein gleichseitiges Dreieck zu finden, das einen zweimal so 
grossen Flächeninhalt hat, als seine drei Seiten zusammengenommen sind, 
mache es so. Verdoppele die drei Seiten des zu suchenden Dreiecks, das 
macht 6, dann quadriere dies, 6 >< 6 — 36; diese 36 multipliciere jedes- 
mal mit 5}, das giebt 192, dann ist die Quadratwurzel davon die Seite 
des verlangten Dreiecks. Fertig. 

33. Will man die dreimal so grosse Fläche haben, als die drei Seiten 
zusammengenommen sind, so nimm die Seiten des Dreiecks dreimal, das 
wäre 9. Darauf quadriere genannte 9, das giebt 81. Diese 81 multipli- 
eiere immer mit 54, das macht 432, dann ist die Quadratwurzel die Seite 
des verlangten Dreiecks. 

34. Kennt man die Fläche eines stumpfwinkligen Dreiecks und zwei 
Seiten, und will die dritte Seite haben, so verfahre man so. Man theile 
die Fläche des gegebenen Dreiecks durch die Hälfte der grössern Seite und 
multiplieiere das mit sich selbst und merke das Produkt, Darauf multi- 


41 
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multiplicatione serua. Poy multiplica laltro lado in si medesimo, e quelo, 
che ne viene, tralo del seruato, sel si puo, ouero el seruato de quello, e 
del resto toy la radix quadrata, la qual radice tralla del primo lado, et 
lo rimanente multiplicalo in si medesimo, e quelo, che ne vegnera, azon- 
zelo a lo numero, che tu seruasti, e quelo, che vegnera, la radix quadrata 
sara el terzo lado adımandato. 

35. A metere el mazore triangulo, che se possa metere equilatero in 
uno tondo, fa eosi. Piglia li $ del diametro, e multiplicali contra laltro #, 
chi e rimasto, e la quantita, che fara, multiplicala per 4, e la somma, che 
fara, la radix quadrata sera el lado del triangulo adimandato. 

36. A volere la quantita de una piramide tronchata, che sera quadra, 
e che sia 4 per facia, cioe la baso mazore, e che sia per lo abaso menore 2, 

e che sia per lo asale longo 10, como apare qui per 
Abaso? figura (Fig, 9), fa cossi. Quadra lo abaso mazore, che 
fara 16, poy quadra lo abaso menore, che fa 4; azonti 
questi doy quadrati de li abasi fanno 20. Poy multi- 
plica luno ‚lado del abaso con laltro lado, cioe 2 via 4, 
fa 8; azonto con 20 fa 28, el qual 28 e da moltiplicare 
con la terza parte de lo asale, chi e 3%, che fara 93}, 

la quantita adimandata.') | 
37. A volere la quantita de uno seratile, como he 
za segnato qui per figura (Fig. 10), che sia longo 10 de 
sotto, e lo abasso longo 6, e de sopra longo 8, e per 
lalteza 5 perpendichulariter, faray cosi. Multiplica la 
Fırry" longeza mazore per la abasso, cioe 10 via 6, che fa 60, 
Fig. 9. serualo.. Poy multiplica la mitade de la longeza de sopra 
contra lo abasa, ceioe 4 via 6, fa 24. Azonzelo cun el 
60 seruato, fara 84, el quale 84 multiplicalo per la terza parte de 5, 
chi e la sua alteza, cioe 14 via 84, fara 140, la quantitade adomandata. 

38. Ja proporeion del diametro a la circonferentia non he como 7 
a 22, eioe 34, perche el e troppo, ne anche como e 34%, perche el e pocho, 
secondo la demonstracione de Arcuımepe. La diferentia de 34 ad 319 


azonzelo a 31. fara 338 0 


sıe ee 282296 9 


z 1 £ £ ” Wit Sr. 24 
sie gr, e la otaua parte de 7 


2 questa e la proporeion del diametro a la eirconferentia.?) | 


39. El’ e da sapere secondo PruoLomro, lo eireulo sie per la circon- 
ferentia 360 gradi. Ma nota, che piu grandi sarebbe li gradi di uno 


1) Hier ist genau richtig V = (a? +b?-+ ab) 2. 


2) Dieser seltsame Werth von x und seine Begründung ist bemerkenswerth: 
Es wäre danach x o 3,14109, was sehr von der Wahrheit entfernt ist. 
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pliciere man die andere Seite mit sich selbst und ziehe das Ergebnis von 
dem Gemerkten ab, wenn es möglich ist, oder das Gemerkte von ihm, und 
von dem Reste suche man die Quadratwurzel. Diese Wurzel nehme man 
von der ersten Seite weg und multipliciere den Rest mit sich selbst, das 
Ergebnis aber addiere man zu der gemerkten Zahl, dann ist die Quadräat- 
wurzel aus der Summe die verlangte dritte Seite. 

35. Um in einen Kreis das grösste Dreieck einzubeschreiben, das sich 
als gleichseitiges einbeschreiben lässt, mache man es so. Man nehme # des 
Durchmessers und multipliciere das mit dem andern Viertel, das übrig ge- 
blieben ist. Die erhaltene Grösse multiplieiere man mit 4, und von der 
Summe, die das ausmacht, ist die Quadratwurzel die Seite des verlangten 
Dreiecks. 

36. Zur Bestimmung des Volumens einer abgestumpften Pyramide, die 
quadratisch sei und zur Seitenkante 4 habe, das heisst die grössere Grund- 
fläche, und für die kleinere Grundfläche 2, und deren Axe 10 lang sei, wie 
in der beigegebenen Figur (Fig. 9) zu sehen, mache man es so. Man 
quadriere die grössere Kante, das macht 16, dann quadriere man die 
kleinere, das macht 4. Beide quadratischen Grundflächen zusammen er- 
geben 20. Darauf multipliciere man eine Grundflächenkante mit der andern, 
also 2xX4= 8, zu 20 gezählt giebt 28. Diese 28 muss mit dem dritten 
Theile der Axe, das ist mit 3}, multiplieiert werden, das giebt 93}, das 
verlangte Volumen.) 

37. Um das Volumen eines Prisma, wie wir es hierneben in der Figur 
gezeichnet haben (Fig. 10), zu finden, das unten 10 lang sei, und die 
Grundlinie sei 6, die obere Kante sei 8 lang, und die 
senkrechte Höhe sei 5, mache es so. Multiplieiere die 
grössere Länge mit der Grundlinie, also 10 x 6 = 60, 
und merke das. Dann multiplieiere die Hälfte der obern 
Länge mit der Grundlinie, also 4><6 = 24. Addiere 
das zu den gemerkten 60, so macht das 84. Diese 84 
multiplieiere mit dem dritten Theile von 5, welches seine 
Höhe ist, also 15 >< 84, so ist das das verlangte Volumen. 

38. Das Verhältnis des Durchmessers zum Umfange 
ist nicht 7:22, nämlich 34, denn das ist zu gross, auch 
nieht gleich 34%, weil es zu wenig ist nach dem Beweise 
des Arncımepes. Die Differenz zwischen 34 und 31% ist 
ir. Der achte Theil von 67 ist 305g. Addiere das zu 34%, so kommt 
3, und das ist das Verhältnis des Durchmessers zum Umfange.?) 

39. Nach ProremäÄus ist bekannt, dass der Kreis einen Umfang von 


Fig. 10. 


360 Graden hat. Man beachte aber, dass die Grade eines grossen Kreises, 
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grande circhulo, como he lo celo, che non sarebbe quello de una citade; 
et etiamdio e da sapere, che li diametri sie 120 gradi. Ma questi non 
sono gradi, como li gradi del circhulo, perche lo eirchulo e mazore chal 
diametro piu cha 5 volte, perche la chomuna opinione tene, chel diametro 
sıa 37% a la eirconferentia. Ma ARCHIMENIDES dice luy, che non e cosi: 
dice, che lo he 3}. 

40, Notta, che dal centro de la terra a la spera de Saturno sie 
meia, de braza 4000 per miglio, sie 73387747, e quelo se chiama semi- 
diametro spere Saturni. A volere sapere la eircunferentis, multiplica 10 
diametro per 3%, che fa 460999086°. E per sapere, quante meia con- 
tiene in uno grado, parti la circunferentia per 360, che ne vene 
12805535745, e tanta miglia he 1° gr. 

41, El e sono 2 balle de cera, luna e per el suo diametro onz 4, e 
pexa libre 8; e una altra e per el suo diametro 02 6: adomando, quanto 
debe pexare. Dobiamo chubichare li diametri, eioe prima 5 via 4, fa 16, 
e 4 via 14 fa 64; per la seconda 6 via 6 fa 36, e 6 via 36 fa 216. 
Hore dice cossi: se 64 pexa 8, che pexara 216? Dobiamo multiplichare 
8 via 216, che fa 1728, e partire per 64, che ne viene 27, e libre 


'27 pexara la seconda balla de onz 6 per diametro. | 


42. Cescaduna quantita de numero diuisa per 2 altri numeri, cesca- 
duna de le prime parte auanza la seconda, si como auanza el mazore 
numero el minore. 

43, A volere sapere la superficie de la spera, multiplica larea del 
mazore circhulo per 4, et aueray la superficie, la quale se la multiplicaray 
per la sexta parte del suo diametro, aueray la quantita, che la tiene. 

44, A volere la capacitate de una piramide rotonda, multiplica la 
area del abasis, eioe de la tondeza mazore, in la terza parte de la sua 
alteza, et haueray la sua tenuta. 
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wie etwa des Himmels, viel grösser sind, als die von einer Stadt sein 
würden. Es ist weiter zu merken, dass die Durchmesser 120 Grade haben. 
Letztere sind aber keine Grade, wie die Grade des Kreises, da der Kreis 
mehr als dreimal so lang ist als der Durchmesser, weil die gewöhnliche 
Meinung sagt, dass der Kreis das 3%fache des Durchmessers sei. Aber 
ARCHIMEDES Selbst sagt, dass das nieht so ist: er sagt, es sei 34. 

40, Merke, dass vom Mittelpunkte der Erde bis zu der Sphäre des 
Saturn 73385747 Meilen sind, 4000 Ellen für die Meile, und das nennt 
man den Halbmesser der Sphäre des Saturn. Um den Umfang kennen 
zu lernen, multipliciere man den Durchmesser mit 3%, so macht das 
460999086%, und um zu wissen, wieviele Meilen er auf einen Grad ent- 
hält, theile diesen Umfang durch 360, dann ergiebt sich 1280553545, 
soviele Meilen enthält ein Grad. 

41, Gegeben sind zwei Wachskugeln. Die eine hat einen Durchmesser 
von 4 Unzen und wiegt 8 Pfund, die andere hat einen Durchmesser von 
6 Unzen, ich frage, wieviel sie wiegen wird. Wir müssen die Durchmesser 
kubieren. Also erstens A>xX4=16 und x<16 = 64, und für die 
zweite 6><6 = 36 und 6>%< 36 = 216. Nun sprich so. Wenn 64 
wiegen 8, wieviel wiegen 216? Wir müssen 8 mit 216 multiplieieren, das 
giebt 1728, und durch 64 dividieren, dann kommt 27. Also wiegt die 
zweite Kugel von 6 Unzen Durchmesser 27 Pfund. 

42, Wenn man eine beliebige Zahl durch zwei andere Zahlen dividiert 
so wird jeder erste Theil den zweiten um soviel übertreffen, als die grössere 
Zahl die kleinere übertrifft. 

43. Um die Oberfläche einer Kugel zu bestimmen, multiplieiere man 
den Inhalt eines grössten Kreises mit 4, so erhält man die Oberfläche. 
Wenn man sie mit dem sechsten Theile ihres Durchmessers vervielfacht, 
so erhalt man den körperlichen Inhalt. 

44, Um das Volumen einer runden Pyramide zu finden, multipliciere 
man den Inhalt der Grundfläche, das heisst der grössten Rundung, mit 
dem dritten Theile ihrer Höhe, so hat man das Volumen. 
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| (360 : 120) (22 : 7) 

Arcus augmentati per | Corde Arcus augmentati per Corde 

| dimidium gradum. || mediate. dimidium gradum. mediate, 

j \ De er = 
Gr. | m* || Gr. | m® | G ar, | m* Gr. | m* || Gr. | m* | 2* 

0 0 |ım | a0 | o 0 | 30 Jım | | o 29 | 59 

| 1 oj1ı9| oO) 1 ı | 0119| 0| 0|59 5 

ı 1 | so Jı7s) 80 1 1 | 30 | ızs | 80 1% | 57 
2 ojlıs)l o| 2ı 2; olızs| 0; 1) 59 | 55 
a | so lım |20| 2 2 |: lım!sol a/20| 53 
1.0137: 0 |- 3 3 | ojız) o|| 2|89| 
3 | 30 | 176 | 30 | 3 3 | 30 | 176 | 30 | 3 | 29 | 47 
ı| oo 1760| 4 a) ojJıe]| o| 3189| 4 
en 175 | 30 | 4 4 ! 50 | 175 | 30 | 4 | 29 | 37 
5| 0olı5S| 015 s| olısa) ol || 3 

etc. etc. ; 

85 | ol 95| 0|59 146 119 

ı:85 | 80 || 94 |! 80 || 59 | 48 | 36 

| ol al 09/51 | 15 

86 | 30 || 98 | 30 ii 59 | 53 | 17 

sl ol 98) 0 |59|55| 3 

‚87 | 30 | 92 | 30 ) 59 | 56 | 34 

88 | 0 92| 0159 | 57 | 48 
8s | 30 I 91 | 30 || 59 | 58 | 45 
| 0o| 91| 0o| 59 | 59 | a7 
89 | 30 || 90 | 30 || 59 | 59 | 51 
ol ol sol o|lel o!o 
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DIE ALGEBRA 
DES INITIUS ALGEBRAS AD YLEM 
GEOMETRAM MAGISTRUM SUUM. 


Die Algebra des Initius Algebras ad Ylem geometram 
magistrum suum. 


Einleitung. 


Von der nachfolgenden Arbeit eines deutschen Mathematikers des 
XV]. Jahrhunderts haben sich vier Handschriften erhalten. Diejenige, welche 
mir zuerst zu Händen kam, scheint mir die vorzüglichere zu sein, aber 
keine von allen vieren ist die Öriginalhandschrift. Jede hat beim Ab- 
schreiben an einer oder der andern Stelle Auslassungen, durch Gleichklang 
der Worte veranlasst, an anderer Stelle wieder Zusätze gemacht. Der 
eigentliche Text ist jedoch, so weit sie ihn enthalten, ein und derselbe. 
Jede einzelne Handschrift hat aber die Orthographie nach ihrer Schreib- 
oder Mundart geregelt, so dass ich gezwungen war, einer derselben genau 
zu folgen und von Angabe der Abweichungen im Allgemeinen abzusehen, 
so dass unter dem Texte nur wirkliche Textänderungen kurz bemerkt sind. 

Die Handschrift, welcher ich folge, bewahrt die königl. Universitäts- 
bibliothek zu Göttingen unter der Bezeichnung Codex Gotting. Philos. 30, 
Es ist eine Papierhandschrift in Folio von 205 beschriebenen und nume- 
rierten Blättern. Sie enthält der Reihe nach: 

Blatt 1’—150°: Den im Nachfolgenden abgedruckten Text. Auf 
Blatt 1 steht der Vermerk: „Auf einer hiesigen Auction erkauft 
(vid. Manuale A. 1808 p. 77)“ Blatt 1” enthält folgende Inhaltsangabe 
des ganzen Werkes: 

„Libri ALGEBRAE sunt 0cto. 

Primus de octo equationibus et demonstrationibus earundem. 

Seeundus de quantitatibus additis et diminutis seu pregnantibus. 

Tertius de numeris rationalibus communicantibus atque surdis trium 
tractatuum., 

Quartus de proportionibus tam rationalibus quam irrationalibus, pro- 
portionalitatibus et medietatibus. 

Quintus de binomiis et de comitibus eorundem secundum 13 numeros 
irrationales. 
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Sextus de clavibus numerorum in genere ad cunctas conieeturas pro- 
positionum sive questionum. 

Septimus de areis datis ecorporum atque superficierum perquirendis. 

Octavus de datis absolutis numerorum secundum claves examinatis. 

Auf Blatt 2 befindet sich der Titel: „ArseEsraEr Arabis Arithmetici 
viri Clarissimi Liber ad Yızm Geometram praeceplorem suum. 

Anno MDXLV. 2° Septembris foelieiter ineipit.“* 

Auf derselben Seite hat ein späterer Besitzer geschrieben: 

„GEoRGIUs Manrrıus Lowırz MDCCLI]j.“ 

Blatt 2° ist leer, auf Blatt 3 beginnt dann der „Prologus in ALeE- 
BRAM“, Nur die drei ersten Bücher sind vorhanden, aber an der Spitze 
von Blatt 151 steht der Vermerk: „Librum quartum in alio volumine in- 
venies. Siquidem quintum.“ Dass dieser zweite Band sich erhalten hätte, 
ist mir nicht bekannt. 

Blatt 151’—176’: „Algorithmus de datis (Jorpanı Nemorarı).*!) 
Darin Blatt 152—153 eine Einleitung aus späterer Zeit. 

Blatt 176°—185: Anhänge zur vorhergehenden Arbeit. 

Blatt 186—187: Arithmetische Notiz, beginnend: „Minuta est quadrata.“ 

Blatt 187’—189: „Residwi regula vera. Numeros, qui per propositum 
numerum divisi datos numeros residuant, invenire.“ 

Blatt 190— 202: „Tractatus de tribus notis.“ ?) 

Blatt 203—205: „Fragment der Trigonometrie des Levi Ben Gerson.“?) 

Auf Blatt 160, einem eingelegten Zettel, sind folgende Gleichungen 
geschrieben: 


„Aequationes. 
635 + 1 3 aequalis 5 cf + 115920. faeit? 
135 + 1cf aequalis 43 + 3. + 2. facit? 
1841035 + 18cf, + 352 aequalis 883 +4 328 %. faeit? 
1 8 aequalis 43 + 2x — 1635; — 45 cl +4 48. faecit? 
1 3cl, — 6 B aequalis 12 3; — 52 — 60353 +96, + 80. facit? 
130, + 275 + 4635 + 22950 aequalis 113 35 + 669 cl + 4245. facit? 
5 biß + 513 cf, + 1080 5; + 96  aequalis 4 5 + 668 + 335 + 620? 


1) Abgedruckt in Abhandlungen zur Geschichte der Mathematik 
II, 8. 125—166 und Zeitschrift für Math. und Physik XXXVI, 1—23; 
41—63; 81—95; 121—138, 

2) Abgedruckt in Bibliotheca Mathematica 3. Folge I, 380-390. 

3) Abgedruckt in Bibliotheca Mathematica 2. Folge XII, 108—107. 
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faeit 1% ist 10. frag nach den andern radieibus, so diese aequation ver- 
mag. Auch wie die Gegenaequation beschaffen sey, darinn obige wahre 
radices alhie die gedachten, vnd alhie die gedachten in obiger die wahren 
seindt ete.“ !) 

Worauf sich die Behauptung Cantor’s, Vorlesungen II?, 612 gründet, 
dass unsere Handschrift im Besitze des Schreibkünstlers Sreesan BRECHTEL, 
der in Nürnberg 1574 starb, gewesen sei, ist mir nicht bekannt. Dem 
Dialekte nach dürfte süddeutsche Herkunft wohl richtig sein. 

Die drei andern Handschriften unserer Algebra besitzt die königl. 
öffentliche Bibliothek zu Dresden. Auch sie konnte ich, wie die Göttinger, 
durch die Liberalität der beiderseitigen Bibliotheksvorstände in den Räumen 
der hiesigen königl. Gymnasialbibliothek benutzen, und sage ich dafür allen 
betheiligten Faktoren verbindlichsten Dank. 

Von den Dresdner Handschriften ist die am sorgfältigsten ausgeführte 
die, welche heute die Bezeichnung Mspt. Dresd. ©. 405 trägt. Sie ist auf 
Pergament vorzüglich geschrieben, wie der Einband ausweist, für Kurfürst 
Ausust von Sachsen. Dieser Einband ist nämlich von rothem Marogquin, 
mit Goldschnitt und Goldpressung das Wappen des genannten Fürsten und 
seiner Gemahlin Anna darstellend. In dem Wappen des Kurfürsten stehen 
die Initialen: A(ugust) H(erzog) Z(u) S(achsen) K(urfürst). Ihre Ent- 
stehungszeit ist also zwischen die Jahre 1553—1586 zu setzen, und sie 
ist daher jedenfalls später entstanden als die 1545 angefangene Göttinger 
Handschrift. 

Es sind 170 beschriebene Quartblätter, denen drei Vor- und vier 
Nachblätter, sämtlich ebenfalls Pergament, hinzugethan sind. In ihr ist 
einzig und allein unsere Algebra enthalten, der sich aber am Schlusse ein 
Fragment eines vierten Buches anschliesst, das aber dem oben mitgetheilten 
Inhaltsverzeichnis entsprechend als fünftes zu bezeichnen wäre, da es von 
den Binomien und Recisen EuxLivD’s handelt. Während das Göttinger 
Manuskript, wie ich oben andeutete, den süddeutschen Ursprung verräth, 
ist die Sprache der Handschrift ©. 405 so ausgesprochen sächsisch, dass 
man auch dadurch seinen Ursprung nach Dresden oder Leipzig verlegen 


1) Aus dem Wortlaut geht wohl unzweideutig hervor, dass der Verfasser 
dieser Aufgaben wusste, dass jede derselben mehr als eine Lösung besass, und 
dass durch Veränderung der Vorzeichen die positiven Lösungen (das sind seine 
wahren) sich in gleich grosse negative (das sind seine gedachten), und zugleich 
die negativen in gleich grosse positive verwandeln lassen. Dass seine Angabe, 
x = 10 sei eine Lösung der letzten Gleichung, nicht zutrifft, hebt die Wichtig- 
keit der eben hervorgehobenen Kenntnis unseres Verfassers für die Geschichte 
der Algebra nicht auf. 
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würde, wenn die Beschaffenheit der Handschrift das nicht schon von selbst 
an die Hand gübe. Diese Handschrift entbehrt des im Göttinger Codex 
enthaltenen Titels. Sie beginnt nämlich auf dem mit 1 bezeichneten Blatte 
sofort mit: „Prologus. Hie hebet sich ahn das Buch Arsesr£ genandt Gebra 
vnnd Almuchabola tzuw deutsch“ u.s.w. Das im Mspt. Gott. Philos. 30 auf 
Blatt 1” enthaltene Inhaltsverzeichnis hat sie zwischen dem Prologus und 
dem Briefe des Inrmıvs ALeeBRas aD YıEem magistrum swum eingeschoben, 
fügt aber noch ein „Nonus liber Compilatio super Algebram tam latina 
quam theutunica“ hinzu, was wohl die Absicht des Schreibers unserer Hand- 
schrift andeuten soll, eine solche Sammlung von Aufgaben hinzuzufügen. 

Die zweite Dresdner Handschrift: Mspt. Dresd. C. 349 ist auf Papier 
in Folio von 155 Blättern. Da das erste Blatt, das neuere Schmutzblatt 
nicht eingerechnet, mit II bezeichnet ist, so dürfte ein Blatt, auf dem der 
Prologus in ALGEBRAM gestanden haben wird, verloren gegangen sein. Die 
Blätter und Lagen sind vielfach verbunden. Zwischen Blatt 41 und 42 
ausserdem 6 nicht bezeichnete Blätter eingeschoben. Wenn man die 
Reihenfolge so nimmt: II, III, 137’, 137, V’, V, VT/, VI, VO—XULI, 
XLII—51, Eingelegte Blätter 6, 5, 1, 2, 3, 4, Blatt 52—-78, 90—136, 
138—150, 80—89, 79, 79, so ist der vollständige Text der drei ersten 
Bücher vorhanden, nur fehlt am Ende ebenfalls ein Blatt, die letzte halbe 
Seite des Göttinger Manuskriptes. Das vorliegende Manuskript beginnt 
also auf Blatt II mit den Worten: „Ixnrır Areesrar Arabis viri clarissimi 
Ad sommum Mathematicum eo tempore geometram Yırm Prologus felieiter 
ineipit“ Hier hat irgend Jemand über Inrru mit Bleistift die Bemerkung 
gemacht: Anırır (Borrtu)? Ebenso steht neben sommmm am Rande: Domi- 
num? Beides natürlich ganz unzulässige Konjekturen. Der Dialekt dieser 
Abschrift nähert sich mehr der Göttinger Handschrift als dem Mspt. Dresd. 
C. 405, ist aber doch ein anderer, als der der erstern. 

Der letzte mir bekannte Codex unserer Algebra ist das Mspt. Dresd. 
0. 8. Dass er unsere Algebra, wenn auch nur theilweise enthält, ist dem 
Verfasser des Katalogs entgangen. Er beginnt nämlich nicht wie die 
andern mit dem Titel: Zxrrır Arsesrae viri Clarissimi u. Ss. w., sondern 
erst mit dem 9. Kapitel des ersten Buches der ganzen Arbeit: „Capitulum 
nonum de secunda proposilione ALGEBRAE Arabis in sua Gebra et Almucha- 
bola eiusque ewpositio“ Ausserdem fehlen und sind augenscheinlich über- 
haupt nie vorhanden gewesen die Kapitel 20—25 des ersten Buches und 
das ganze zweite Buch. Das 19. Kapitel füllt nämlich gerade die Vorder- 
seite von Blatt 13, dann ist Blatt 15° leer und auf Blatt 14* beginnt der 
Liber tertius Arsrsrar. Dafür hat aber unsere Handschrift dasselbe Frag- 
inent eines vierten Buches erhalten, das auch €. 405 aufbewahrt hat. Im 
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Ganzen umfasst sie 66 in den untern rechten Ecken mit Bleistift gezählte 
Folioblätter in Papier. Zwischen Blatt 29 u. 30 liegt ein Konvolut Zettel, 
auf denen hier und da ein paar Zahlen geschrieben sind. Blatt 64 und 65 
sind leer, auf Blatt 66 finden sich ein paar geometrisch-algebraische Kon- 
struktionen. Es werden nämlich das rechtwinklige Dreieck mit den Ka- 
theten 4 und 8 und das Rechteck mit den Seiten 8 und 12 durch Ver- 
mittelung eines rechtwinkligen Dreiecks, dessen Katheten 6 und 12 sind, 
in ein Rechteck zusammengezogen mit den Seiten y80 und V180, den 
Hypotenusen der beiden benutzten rechtwinkligen Dreiecke. Darüber steht: 
se 96 
„Y14400 —= 120, tantumdem de 24 
120. is 

Die vorliegende Arbeit hat bis jetzt die Aufmerksamkeit der Ge- 
schichtsforscher der Mathematik nur insofern erregt, als in derselben die 
wundersamsten Kombinationen und Verwechslungen von Persönlichkeiten 
vorkommen, und man mit einigen von ihnen überhaupt nichts anzufangen 
wusste. Wer sich aber die Mühe giebt den nachfolgenden Abdruck wirk- 
lieh durchzulesen, wird dagegen über die Kenntnis unseres Autors in der 
Algebra erstaunt sein, und nur bedauern, dass nicht auch die versprochenen 
Bücher 4—8, beziehungsweise 9, sich erhalten haben. Nach Andeutungen 
im Texte der erhaltenen Bücher müssen die verloren gegangenen auch 
Gleichungen des dritten Grades behandelt haben. Dass unser Buch nicht 
auf Muuamep Ben MüsäA AucHhwarizmi zurückgeht, ist klar, obwohl der 
deutsche Bearbeiter diesen wohl kennt, aber ihn mit dem Propheten Mu- 
HAMED verwechselt. Ob das Werk überhaupt in seinem lateinischen Texte 
wirklich einen Araber zum Verfasser hat, oder ob der deutsche Kommen- 
tator sich einen solchen fingiert, lasse ich dahin gestellt. Trotz der Will- 
kür, mit welcher Zeit- und Personenfragen behandelt werden, sind doch 
manche Bemerkungen, die von guter Geschichtskenntnis zeugen. So wird 
z. B. den Indern nachgerühmt, dass sie hervorragende Rechenmeister ge- 
wesen seien; auf sie wird mit Recht die Auflösung der unbestimmten 
Gleichungen ersten Grades zurückgeführt, die sogenannte Regula virginum. 
Da auch die Ta-yen-Regel mit ihrer Begründung behandelt wird, so würde, 
wenn der lateinische Text wirklich eine Übersetzung aus dem Arabischen 
darstellt, die Bekanntschaft mit dieser Regel auch den Arabern zugestanden 
werden müssen. 

Wenden wir uns jetzt zur Feststellung des als Yues bezeichneten 
Geometers, über den ich hoffe, volle Klarheit geben zu können. Die von 
dem angeblichen Verfasser unserer Algebra, soweit sie lateinischen Text 
besitzt, dem Yues zugeeigneten Lehrsätze sind nichts weiter als die ersten 
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sechs Lehrsätze des 2. Buches der Geometrie Eukum’s, so dass die Wahr- 
scheinlichkeit vorliegt, EUKLIDES sei mit YLEs gemeint, was ja nach CANToR 
dadurch fast zur Gewissheit würde, als Yres sich mit einem arabischen 
Worte deeken soll, das Eukuıp als Stoicheiotes bezeichnen würde. Das 
alles blieb aber nur Konjektur, besonders noch im Hinblick darauf, dass 
im deutschen Kommentare unserer Algebra selbst darauf hingewiesen wird, 
dass im 2. Buche Eukuıp’s, der mit Namen genannt wird, dieselben Lehr- 
sätze sich finden, welche Inırıus ALsesras als dem dritten Buche der Geo- 
metrie des Yues entnommen angiebt. Was Letzteres, nämlich die Erwäh- 
nung eines dritten Buches, angeht, so ist das darauf zurückzuführen, dass 
man die Erklärungen, Petitionen und Axiome des ersten Buches EukLıp’s 
als ein selbständiges Buch annahm, dann die Lehrsätze des ersten als das 
zweite und folgerichtig das zweite als drittes bezeichnete. Nun hat mir 
aber das Msc. Mathem. 8°. 8 der Landesbibliothek zu Kassel den Schlüssel 
geliefert, aus welchem die Identität zwischen Yrrs und EukLipes wohl 
sicher hervorgehen dürfte.”) Diese Handschrift, ein Kommentar zu den 
acht ersten Büchern EukLip’s, beginnt folgendermaassen: 


„Commentum in librum introduclorium elementorum. 


Credimus suae quemque artis et auctorem et disputatorem optimum 
esse, quae etiam cogitatio Tune eruditissimum divi PLaroxıs pectus attigit, 
dum conductores sacrae arae de modo et forma eius secum sermonem con- 
ferre eonductos ad EucLipem geometram ire iussit, scientiae eius cedens, 
immo professioni. Fuit enim EucLives teste LAERTIO geometra Megarensis 
insignis, vel, ut alii dicunt, EvcLipes non est proprium nomen, sed appel- 
lativum, id est Ysagogieus, Euıas autem est eius proprium nomen, et 
dieunt, PLATossEm non remissise ad personam, sed ad librum, qui dieitur 
EucLuipes, id est Introductorius. Non enim fuisse PLAaronem et huius libri 
auctorem contemporaneos horum opinio est. Non autem aestimandum, 
quod PrAro propterea, quia ignarus geometriae vel inferior cuiquam 
mortalium fuerit, arae sacrae conductores responso vacuos reiecerit; cessit; 
enim non doctiori, sed professioni. Praro enim philosophiam, EucLipzs 
vero, vel secundum alios Euıas, geometriam profitebatur, Haec de auetore 
hbri sufficiant.* 

Hieraus geht unzweideutig hervor, dass im Mittelalter geglaubt wurde, 
der eigentliche Name des Verfassers der Elemente sei ELias, und EUKLIDES 
sei der Name seines Werkes. Dass Euias und Yres nur Formen ein und 


1) Auch diese Handschrift habe ich in dem hiesigen städtischen Archive be- 
nutzen dürfen, was ich hier dankend anerkennen möchte. 
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desselben Wortes sind, ist augenfällig. Es ist hier also eine Verschiebung 
insofern eingetreten, als das Wort Stoicheia, das sich mit Ysagogieus dem 
Sinne nach deckt, für Übersetzung des Eigennamens Eucuioes gehalten, 
und umgekehrt jene Stoicheia als der wirkliche Name Euxuıp’s mit Erras- 
Yres übersetzt wurden. Wenn wir heutigen Tages sagen: „Er kennt 
seinen EvkuLın gut“, so begehen wir damit eine ähnliche Verwechslung, 
da wir ja auch den Verfassernamen für sein Werk einschmuggeln. 

Es ist wohl kaum zweifelhaft, dass auch die Form Euisas für den Ver- 
fasser der Elemente auf arabische Tradition zurückgeht, und nur wegen 
des andern Übersetzers nicht die Form Yes gewählt ist. Dem deutschen 
Kommentator unserer Algebra aber, der im XVI. Jahrhundert von einem 
dritten Buche des Yres las, zugleich aber auch dieselben Sätze im zweiten 
Buche Eukrip’s fand, ist die Identifikation beider nicht klar geworden. 
Auch im Kommentar des An-Naırızı zum Euktvıp ist der Theil, welcher 
sich mit den Erklärungen, Petitionen und Axiomen des ersten Buches be- 
fasst, vollständig in sich abgeschlossen und bildet einen Abschnitt für sich, 
so dass es gar nicht unwahrscheinlich ist, dass bei den Arabern wirklich 
eine andere Zählweise der Bücher beliebt worden ist, besonders bei kom- 
mentierten Ausgaben. 

Die Arbeit selbst zerfällt von selbst in zwei Theile. Der erste um- 
fasst die lateinische Abhandlung nebst der Übersetzung des deutschen Be- 
arbeiters, der zweite dann dessen ausführlichen Kommentar. Wäre nur der 
lateinische Text nebst Übersetzung erhalten, so würde aus der ganzen Arbeit 
nicht viel zu machen sein, da erst der Kommentar zeigt, wie dieser oft 
sehr unklare Text aufgefasst werden muss. Liest man den Kommentar, so 
sieht man, dass in dem Texte wirklich das erkennbar enthalten ist, was 
darüber gesagt ist. Es würde aber ohne solche Beihilfe für einen erst- 
maligen Leser schwer fallen, alles das sofort in dem Texte zu erkennen. 
Der lateinische Text giebt sich als eine Übersetzung aus dem Arabischen 
aus, seine Form jedoch hat nichts von arabischen Texten an sich, wie sie 
in andern lateinischen Übersetzungen des Mittelalters uns erhalten sind, so 
dass man zweifelhaft sein könnte, ob die behauptete Abstammung Wirklich- 
keit ist, doch glaube ich trotz alledem sie aufrecht erhalten zu müssen. 
Die für die technischen Ausdrücke gebrauchten Zeichen aber sind die im 
XV]. Jahrhundert üblichen und stammen sicherlich nicht aus dem Arabischen, 
sondern sind aus Italien importiert, worauf schon die Multiplikation der 
Potenznamen, nicht die Addition derselben hinweist. Die Formen der Po- 
tenzen der Unbekannten sind der Reihe nach 


2. A er Be DB, a 


für ee > 
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und werden gelesen: Dragma, res oder radix, zensus, cubus, zensus de zensu, 
sursolidium, gensicubus, bissursolidum, zensus zensui de zensu, cubus de cubo, 
Die Zeichen + und — sind hier nicht nur als Additions- und Subtrak- 
tionszeichen, sondern als wirkliche Vorzeichen gebraucht worden. Das be- 
nutzte Wurzelzeichen ist ein starker Punkt mit daranhängendem nach oben 
gezogenem Schwanze, also so: /. Ihm wird unmittelbar angehängt das 
Zeichen derjenigen Potenz, als deren Wurzel es gebracht werden soll; so 
ist 5 die Quadratwurzel, /c, die Kubikwurzel, /ec{, die neunte Wurzel 
u.s. w. Im Codex 0. 8 ist diese Angabe nicht neben das Wurzelzeichen, 
sondern oben gleichsam als Exponent geschrieben. Sollen mehrere Grössen 
addiert und dann aus ihnen zusammen die Wurzel gezogen werden, so steht 
neben dem Wurzelzeichen nieht das Funktionszeichen, sondern die Abkür- 
zung cs, d. h. commumis, das Funktionszeichen aber hinter dem ganzen 
Ausdruck, der ausserdem noch in einem Winkelhaken (Gnomon) einge- 
schlossen ist. Z. B. 


Jes 8 +.22,, das ist V8 + YV22. 


Dieser Gnomon hat dabei die Bedeutung, dass das von ihm Eingeschlossene 
keine Länge sondern eine Potenz bedeutet. So ist die einfache 8 eine 
Länge oder einfache Zahl, dagegen 8, ein Quadrat von acht Flächen- 
einheiten, dessen Lüngeneinheit /4|8 ist. Ebenso wäre [8 „g ein Würfel von 
8 Kubikeinheiten und /ef |8 die dazugehörige Kante u. s. w. Ein zweifacher 
Punkt mit dem Schwanze an dem letzten bedeutet stets die Wurzel aus 
der Wurzel. Z.B. cd |88 würde heissen Kubikwurzel aus der Kubikwurzel 
von 88. Sie ist mit feet, 88 identisch, wird aber nur benutzt, wenn der 
KRadikand eine sogenannte Mediale im Euklidischen Sinne ist. 

Nach einer kurzen Einleitung des deutschen Kommentators, die an 
Abenteuerlichkeit und Durcheinanderwerfung von Zeiten und Thatsachen 
ihres Gleichen sucht, folgt ein dem supponierten Verfasser, Inrrmus AuGe- 
BRAS, zugeschriebener Brief an seinen Lehrer Yıes, der ihn gebeten haben 
soll, ihm zu erklären, wie aus den Sätzen seiner Geometrie die in der 
mittelalterlichen von den Arabern stammenden Algebra betrachteten sechs 
Unterfälle der Gleichungen des ersten und zweiten Grades gefolgert werden 
können. Darauf werden die ersten sechs Sätze des zweiten Buches EukLip’s 
in der erwähnten Weise durchgenommen, und aus ihnen die gewöhnlichen 
Gleiehungformen und Auflösungen bewiesen. Es sind das bekanntlich 


ab; ad—dba; ab; ad Hbr—=c; at +e=br; at —=br-+ ec. 


Zu jeder wird ein abenteuerliches Beispiel, in welchem Männer der ver- 
schiedensten Zeiten in Beziehung mit einander gebracht werden, gestellt 
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und aufgelöst. Nun erst beginnt die eigentliche Algebra oder, wie unser 
Verfasser sie nennt, Gebra und Almuchabola, für ihn ist ja ALGEBRAs der 
Verfasser des Buches, Nach Besprechung der eossischen Zeichen 9, 7, 3 
c(, 8 u.s. w. werden dann die von unserem Verfasser beliebten acht Arten 
der Gleichungen behandelt, die sich bei weitem über das hinaus erstrecken, 
was in dem vorbereitenden Briefe auseinandergesetzt ist, In seine erste 
Gleichung sind alle Formen eingeschlossen, die aus a2" = bi"! entstehen, 
und obwohl er sie nur bis » = 9 ausdehnt, so ist doch durch die Be- 
merkung, dass es nicht üblich sei, weiter zu gehen, angedeutet, dass die 
Wirkungsweise auch auf die folgenden Potenzen sich erstreckt. 

Ähnliches gilt von allen übrigen Gleichungsformen. So gehen die 
nächsten drei auf az"*” — ba” zurück, wo m höchstens gleich 4 ge- 
nommen wird, weil man eben höhere Wurzeln als die vierte nicht auszu- 
ziehen gewohnt war. Da aber unser Bearbeiter die Wurzeln bis zur 
9. Potenz auszuziehen lehrt, so ist für ihn eine Ausdehnung bis zu diesem 
Punkte nicht unwahrscheinlich. Alle übrigen Gleichungsformen kommen 
auf aa" tm 4 dartm — ex" für m—=1 bis 4 zurück, auch hier diese 
Einschränkung nur der Gewohnheit des Rechnens verdankend. 

Aus einer spätern Stelle geht übrigens hervor, dass der deutsche Be- 
arbeiter in einem der nicht erhaltenen Bücher die Lösung der Gleichungen 
des dritten Grades zu geben verspricht. Da bei Abfassung der Arbeit die 
Ars magna CAarDaxo’s noch nicht erschienen war, sie ging ja erst 1545 in 
Nürnberg aus der Presse hervor, so kann diese Wissenschaft doch nur aus 
anderer Quelle, die wohl eine arabische sein dürfte, geflossen sein. Der 
Verlust des Restes unserer Arbeit, Buch 4—8, wäre daher in geschicht- 
licher Hinsicht doppelt zu bedauren. 

Das zweite Buch beschäftigt sich mit der Rechnung positiver und 
negativer Grössen, letztere wirklich als negative bezeichnet, während die 
positiven affirmati heissen, die negativen freilich hin und wieder auch di- 
minuti. Es werden alle Rechnungsarten mit solchen Grössen dargelegt. 
Der Verfasser kennt sie alle, nur die Division mehrgliedriger Grössen 
durcheinander ist ihm eine unmögliche. Auch die Rechnungen mit all- 
gemeinen Brüchen wird gelehrt, hierbei auch die Division solcher durch- 
einander. Die Zeichenregeln sind vollständig gegeben, wenn auch nicht so 
kurz und bündig, wie z. B, in der Wiener Algebra im Codex Vindob. 
Palatinus 5277.") Dagegen ist in einer beigefügten Tafel mit doppeltem 
Eingang das Resultat der Multiplikation aller möglichen Zeichenkombinationen 
gegeben, wobei auch die rein negative Zahl sich findet in der Form: — öf. 


1) Siehe Cantor, Vorlesungen II?, 5.425, 
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Das dritte Buch, das letzte vollständig und mit deutschem Kommentar 
erhaltene, ist in drei Traktate getheilt. Das ganze Buch handelt von Wur- 
zeln und von Zahlentheorie. Im ersten Traktate lehrt der deutsche Be- 
arbeiter das Ausziehen der Wurzeln und zwar für die ersten sechs Grade, 
während er für die 7. bis 9. Wurzel nur sagt, man solle das bisher Ge- 
sagte verallgemeinern. Der lateinische Text dieser ersten 9 Kapitel lehrt 
eigentlich nieht das Wurzelausziehen, sondern das Erheben einer zwei- 
theiligen Grösse auf die ersten neun Potenzen. Da aber das folgende 
Kapitel angiebt, diese Potenzerhebung sei nur geschehen, um die Wurzel- 
ausziehung zu ermöglichen, so hat eben der deutsche Bearbeiter es vor- 
gezogen, diese Wurzelbestimmungen schon in den vorhergehenden Kapiteln 
mit zu behandeln. Die Binomialkoeffizienten stellt er übersichtlich in der 
Art her, dass er die Zahl 10001 nach und nach auf die aufeinander- 
folgenden Potenzen erhebt. Er erhält so folgende Formen: 


1000900360084012601260084003600090001 
100080028005600700056002800080001 
10007002100350035002100070001 
1000600150020001500060001 
100050010001000050001 
10004000600040001 

1000300030001 

100020001 

10001 


Auch eine Tafel der neun ersten Potenzen der neun Einer ist vorhanden, 
weil sie zur Ausziehung der betreffenden Wurzeln unumgänglich nöthig sei. 
Die Ausziehung der Wurzeln wird im übrigen mutatis mutandis genau so 
gelehrt, wie wir es heute bewirken würden, wenn wir nicht durch die 
Logarithmen einen leichteren Weg einschlagen könnten. Der Bearbeiter 
weist aber auch darauf hin, dass man bequemer statt der vierten oder 
sechsten, achten oder neunten Wurzel, die Quadratwurzel aus der Quadrat- 
wurzel, dieselbe Wurzel aus der Kubikwurzel, dieselbe Wurzel aus der 
Quadratwurzel der Quadratwurzel, oder endlich die Kubikwurzel aus der 
Kubikwurzel benutzen könnte. Dieser erste Traktat erstreckt sich zu- 
nächst nur auf die Auffindung der betreffenden Wurzeln aus vollständigen 
Potenzen. 

Der zweite Traktat des dritten Buches ist fast vollständig zahlen- 
theoretisch. Aufsuchen aller Divisoren einer Zahl, dabei also auch Be- 
stimmung der Primzahlen, wobei Verfasser weiss, dass man die Unter- 
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suchung erst mit der grössten in der zu untersuchenden Zahl enthaltenen 
Quadratwurzel zu beginnen braucht, Bestimmung des grössten gemeinsamen 
Maasses zweier Zahlen sind die 'Themata der ersten drei Paragraphen. 
Das vierte Kapitel dagegen giebt die Lösung des sogenannten Restproblems, 
das als Regula Ta-yen bei den Chinesen schon um Christi Geburt bekannt 
war, das im Abendlande sich zuerst um 1228 bei Lroxarno von Pısa hat 
finden lassen, das dann im Anfang des XV. Jahrhunderts in einer Zeitzer 
griechischen Handschrift angetroffen ist, das endlich um die Mitte des 
XV. Jahrhunderts einem gewissen Frater Frivericus des Kloster St. Emeram 
zu Regensburg und kurz darauf ReGıomontan bekannt war. Auf den In- 
halt will ich hier nicht eingehen, da ich in der Anmerkung zu dem be- 
treffenden Kapitel eine genaue Darstellung des Gedankenganges gegeben 
habe, ich möchte hier nur darauf aufmerksam machen, dass unser deutscher 
Bearbeiter auch die Erweiterung des Problemes auf nicht theilerfremde 
Divisoren, wie die ursprüngliche Aufgabe und auch der lateinische Text 
sie fordert, durchführt, und auch die Bedingung kennt, unter der im 
zweiten Falle die Aufgabe unmöglich wird. In moderner Form, die aber 
dem Wesen nach mit der hier auseinandergesetzten zusammenfällt, hat 
Gauss die Aufgabe in den Disquisitiones arithmeticae behandelt. 

Die zwei folgenden Kapitel handeln von den vollkommenen, mangel- 
haften und überschiessenden Zahlen. Auseinandersetzung des einfachen 
falschen Ansatzes, der auf Yues-EugLives zurückgeführt wird, und des 
doppelten falschen Ansatzes, der auf die Araber zurückgehe und bei ihnen 
Itata heisse, ist der Inhalt der drei folgenden Kapitel. Hier wird darauf 
besonders Gewicht gelegt, dass durch beide Methoden nur solche Aufgaben 
gelöst werden können, die in Gleichungsform geschrieben auf Gleichungen 
des ersten Grades führen, und an einem bestimmten Beispiel, das eine rein 
quadratische Gleichung geben würde, gezeigt, dass nur die Lösung solcher 
Gleichungen zu einem richtigen Ergebnis führen könne, während sowohl 
der einfache wie der doppelte falsche Ansatz unmögliche Lösungen ergeben. 

Das zehnte Kapitel, dessen Ursprung der deutsche Bearbeiter auf den 
Ausagras Inpus, also überhaupt nach Indien verlegt, verlangt die Auf- 
lösung unbestimmter Aufgaben des ersten Grades durch ganze rationale 
Zahlen (numeri rationales integri). Bis jetzt galt Bacher pe ME£zırıac als 
erster, der in seiner DiopHanr-Ausgabe von 1621 diese Forderung der 
ganzzahligen Lösung gestellt habe. Da die. älteste erhaltene Handschrift 
unserer Algebra aus 1545 stammt, das Original daher noch älter sein muss, 
so ist also diese Forderung schon mindestens 66 Jahre früher gestellt 
worden. Die hier gegebene Lösung ist keineswegs die BAcHer’'s, sondern 
stimmt mit der jetzt gebräuchlichen überein. Für die Lösung sehe man 
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die Anmerkung zu dem betreffenden Kapitel. Mit diesem geschichtlich 
wichtigen Probleme schliesst der zweite Traktat. 

Der dritte Traktat handelt endlich von den irrationalen Wurzeln und 
der Rechnung mit solchen. Zur Anwendung und Begründung kommen in 
moderner Art geschrieben folgende Formeln: 


Ver Ve VER: 
Yatyb =Vl(a+ 0) + Via; 
Ya + 27 Ey —+-b) en TE 27a!b = V 27ab}; 
u8 W 


m 


Va: V = Va .b; Va: Vb — Vya ar. v = Var. 77 
yavi-YE: vevi=-VVE -VVE: 


n __ a 
a n — } 
bya = Va-b®; 2 = m 


Die angenäherte Ausziehung der Wurzel wird durch die Formel bewirkt 
Ya ıyar. 
Der Bearbeiter gebraucht für D stets eine Potenz von 10, speeiell mit Vor- 
liebe 100 und lässt zu einer noch weiteren Annäherung immer die Formel 
benutzen: 
b 


Ve + Ld=u Zee Zee 
u tet, _44+1' 


das sind dieselben Formeln, welche nach SraısmüLLer der Tübinger Pro- 
fessor SCHEUBEL zur selben Zeit gebrauchte. Den Nenner des Bruches nennt 
er dabei die Distanz zwischen den Potenzen a” und (a + 1)” und im Ver- 
hältnisse dieses Zuwachses der Potenz beim Wachsen der Wurzel um eins 


müsse auch der Zuwachs b der vorliegenden Zahl zu dem Zuwachs der 
um eins gewachsenen Zahl stehen. Die speziellen Fälle 


Ve Fiat: 
Ve Lo =4-4+ —; LEER a+ ERBE URER 
3a +-3a-+1 Bala 1) +1 
werden an Beispielen gezeigt. 
Über das Fragment eines vierten, eigentlich fünften Buches brauche 
ich hier mich nicht auszulassen. 


m 
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| Prologus in ALGEBRAM.') 


Hie hebet sich an das Buch Arseprar, des grossen Arismetristens, 
geschrieben zu den zeithen ALEXAnDrI vnd NECTANEBI, des grossen Grecken 
vnnd Nigromantis, geschrieben zu Yrem, dem grossen Geometer jn Egypten, 
ju Arabischer Sprach genant @ebra vnnd Almuchabola, das dann bey vns 
wirdt genant das Buch von dem Dinge der vnwissenden zall. Vnd ist aus 
Arabischer Sprach jn kriechisch transferirt von ARCHIMEDE, vnnd aus 
kriechisch jn das Latein von Aruteio, vnd wird genandt bey den Welschen 
das Buch de la cosa, das dann aber wird gesprochen das Buch von dem 
ding; wann aus einem vnbekanten dinge findet man das wesen der zal vnd 
gantzen essentz, das dann gewesen ist die frage ze wissen. Vnnd aus 
disem Buch finden wir, das der Macnomer?) in seinem Alkoran vermeldet 
von disen Regeln, vnnd nennet sie auch Gebram vnd Almuchabolam. Sie 
werden auch gebraucht von den Indiern, vnnd nennen sie Aliabra vnd 
Aluoreth, das ist das Buch, das Aurapras zu den zeiten ÄLEXANDRI aus 
Arabischer sprache jn jndische gesatzt hat, vnd wird bey jnen gesagtt das 
Buch Aluoreth, das ist von dem Dinge abermals, oder das Buch der Con- 
iecturation, dann wir schatzen oder achten, die zal sej ein ding, vnd ist 
bej den Indischen ein Rechen vbung gewesen mehr dann bej allen andern 
volkern.’) Sie gaben auch das gemelte Buch | durch etliche grunde ge- 
leutert, als es AlcmBras gesagt hatt, vmnd ist geschrieben erstlichen von 
ALGEBRAS zu Yrem®), dem grofsen Geometer, der do was preceptor oder 


1) Das Wort Arezsxau bedeutet hier sicherlich nicht unsere heutige Algebra, 
sondern den angenommenen Verfasser Inırıus Auswsras,. Für unsern Kommen- 
tator, der diesen Prologus geschrieben hat, hat die Algebra den Namen @Gebra 
und Almuchabola. 

2) Das ist natürlich Verwechselung des Munaweo zen Müsa Aucnwarizui mit 
Mvnasen dem Propheten, wie ja auch im Vorhergehenden wunderlich genug mit 
Zeit und Thatsachen umgesprungen ist. 

3) Der deutsche Kommentator weiss also, dass die Inder vorzugsweise im 
Rechnen ausgezeichnet waren. Er kommt mehrfach auf diese Eigenschaft zurück. 

4) Über die Persönlichkeit des Yırs und seine Beziehung zu Eusuives sehe 


man die Einleitung. Die Verwechselung zwischen EvzLım dem Geometer und Eusrın 
Qurtze, Urkunden. 29 
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vorfarn Eucrinıs des fursten zu Megarien, mit grossem fleis vnnd leitung. 
Wann zu den gezeithen was AngesrAs der kostlichste vnd berümtist in 
der zal von PyruAGorA her, vnnd furter nie kheiner gewest, der so grund- 
liche ding von den zalen hett gesatzt. Wann pey Pyruacora bifs auf 
PrAronem, vnd von Prarone bils auf ArıstorTELEMm was gewenlich, das sie 
alle ding durch die zalen wolten demonstriren. Des wir dann noch finden 
in den Texualien Arısrorenıs, das er viel ding demonstrirt durch Mathe- 
maticam, vnond finden auch dureh die Zalen als durch himlische Grunde die 
schetze der Natur. Wir finden auch noch bei vns, das do von allen 
Meistern ye bifs auf vnser zeitt nicht scherpfers in der zal ist funden 
worden, dann das do sein die zaln vnd das Buch ALGeEBRAE, vond laut zu 
vnserm Teutschen mit seinen geclerten anhengen, jnmafsen hernach volgt, 
wann es an jme selbst schwer ist in Latein gesatzt, darumb zu cleren 
not ist.') 


| Inırır Aıceprae Arabis, Viri Clarissimi, ad Summum Mathematicum eo 
iempore Geometren Yızm Prologus foelieiter incipit. 


Dein begern zu erfüllen, du liebhaber vnser zalen, des wir vns nicht 
wenig von dir verwundern, der du bist der gröste vnter den vnsern, ein 
vnüberwindlicher Geometer, der ich dich meiner zal ergrundung thun soll, 
vnd deine kunst die meine beweist, binn ich nicht gesinnet, der zusetzen 
werden vber dich newes gefunden habe, sonder aber, als du mutest ze 
wissen meine wis vnd form der Linien Bipartiten vnnd Tripartitis, das ist 
der Linien Natur in zwei vnd drei getheilt, bin ich vngezweifelt, deine 
grofsmutigkeit werden clein achten mein selbst vorgenomene weise, wiewol 


von Megara, der hier sogar ein Fürst von Megarien wird, ist ja seit Dioaznes 
Laerrrıos eine ganz gewöhnliche. 

1) In der Dresdner Handschrift ©. 405 ist bier folgende Inhaltsanzeige des 
ganzen Werkes eingefügt: 

Primus liber: de octo aequationibus et demonstrationibus earundem, 

Secundus liber: de quantitatibus additis et diminutis sive pregnantibus. 

Tertius liber: de numeris rationalibus communicantibus atque surdis trium 
tractatuum. 

Quartus Liber: de proportionibus tam rationalibus quam irrationalibus, pro- 
portionalitatibus et medietatibus. 

Quintus liber:; de binomiis et de coniunctibus eorum secundum 13 numeros 
irrationales. 

Sexctus liber: de elavibus numerorum coniecturis propositionum sive questionum. 

Septimus liber: de areis datis corporum atque superficierum perquirendis, 

Octavus liber: de datis absolutis numerorum secundum claves examinatorum. 

Nonus liber: compilatio super Algebram tam latina quam theutunica, 
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vorhin jn der zal nie angetast vnd gehört. Yedoch, so dein gemute mich 
wirdet vornemen, wirstu mich defs mit deinen demonstrationibus vnd be- 
weisungen bezeugenn, vnd dir bald zu gedechtnus fallen mein cleine er- 
findung. Bitt dich fleilsiger aufmerkhung, ansehung, was vbung ich habe 
deiner zwigespalte vnd drigespalte Linien, vnd die in die zal gebrachtt 
nicht wenig zu verwundern hast, das ich aus deiner werden kunst solle 
saugen, das du von mir begerst zu wissen. | Verwundert mich, aus was 
Ohren dir solch mein zal vorkhomen sei, als du schreibst von ZITHEo, dem 
Singer, vnd Lamexo!), dem Arismetico, die mir bekant sein. Bin ich nicht 
wissens fragen, das ich mich des hette vormessen, von deiner Achtparkeit 
bey jnen zu berhumen, sondern aus jren fragstuck meiner gefunden Art 
gebraucht, die du jnen mit vil hubscher beweisung deiner Geometrei auf- 
gelost hast, sind sie fort zu mir, deinen vnwirdigen jungen, khumen, aus 
deiner Anwejsung jnen ettwas derhalben arithmetice zu ostendiren, das dir 
dozumal vnbedacht gewest, das sich solchs zu der zal sollte gemefsen 
haben. Vnd fragst gros verwundern deiner partiten vnd tripartiten linien, 
die do nest angesehen vnd daraus gezogen die Gebra vnd Almuchabola, 
das also bei vns wol ze verwundern, die zal so weit vmb sich zu be- 
greifen. Vnter andern meldestu, das noch kheiner vber mich der zaln sei 
erfunden von vnsern vatter Prruascora her, des du mich vnwirdigen lobest, 
dann alle mein erfindung aus deinen bipartitis vnd tripartitis linien ge- 
zogen ist, vnd grolsmutigkt mich, das ich meine sect mit deiner werden 
kunst mag bewisen. Dein vorbild, dein augen nie abgebrechen, werde ich 
dir solchs vorwerfen vnd sehen lassen, was | newes sey, das dein vrsach 
nicht vorgangen sey in deinem Buch von der linien bipartitis gesaget, des 
ich dich erinnern würde, hastu forpas meinen fleis zuvormerken deiner lehr 
mir gethan. Aper meldestu, dich nicht vorsehen hettest meiner vbung, des 
mir deine harpfe wortt: gesaget von der Linien Bipartitis vnd Tripartitis 
einfürung gegeben haben, auch kaum, das ich solches so weit habe bracht 
in Gebram vnd Almuchabolam, das ich mag finden aus deinen Linien eine 
bekhante Zal des vnbekhanten vnd fragenden dings. Vnd wiewol solchs 
noch gleicherwis bei vns vnmöglich ist den vnvorständigen, will ich deiner 
liebe solehe mein cleine gefundene seckt vnuorholen haben bei dir plei- 
benden, auf das nicht gemeiner man spreche, gewachsen sein vber dich, 
das dir dann vorkleinung brechtt. Vnd wie wol dein werde kunst meine 
sect beweist, wirdt sie dennoch schwerlich hieher aufßzudrucken, wol er- 
messen hast, meine arbeit gethan deiner erclerten proposition auslegung 


1) Diese Namen sind wohl fingiert; ich konnte wenigstens keinen derselben 
in mir zugänglichen Werken auffinden. 
29* 


or 
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eraigen werden, vnd wie ich aber bei mir Gebram vnd Almuchabolam aus 
deinen linien erfunden habe, will ich setzen zum ersten von deiner bipar- 
titis linien, die du auch zu schetzen der zal hast zugeaignet, vnd als- 

5 dann | von den tripartitis, wie die soll in die Bipartitis redueirt werden, 
das man ernstlich muge haben den eingang jn Gebram vnd Almuchabolam, 
aus was Grunde sie anfengklich entspreufst. Wenn die gemeldte Gebra 
vnd Almuchabola neher kheinen anfang khan schöpfen, dann aus den ge- 
melten Linien, die du dann aus kunstlichen propositionen hast gesatzt vn- 
gezweifelt deiner Geometrej clerlich aufsgedruckt, vnd jtzlicher Geometer 
vnd fleifsiger der kunst in gedechtnus fueren, vff das er besser möge er- 
grunden vnser Gebram vnd Almuchabolam. Vnd volgett hernach von der 
gemelten Linien Bipartitis Yrıs das erst Capitel. 


Capitulum primum de linea bipartita Yııs Geometris (!). 


Du sagest in deinem dritten Buch von der Natur der Linien, nach- 
dem vns ein ytzlich linien vnzerthailt genandt wirdt ein Continuum, das 
do an im selbst vnzerthailt gesprochen, vnd khan auch erstlich ein ytzlichs 
continuum anderst nicht gethailt werden, dann jn zway thail. Vnd wie 
wol wir sprechen, sie moge in funfe, sechs oder mehr thail gethailt wer- 

6 den, | so ist doch nach dem vorstande der Natur ein ytzliche thailung 
erstlich gespalten vnd khan auch in mehr tail nicht gethailt werden, dann 
in zwei thail, vnd dasselbige wider in zwei, das gegen der gantzen Linien 
vorpas zu viel thailen gezalt wirdtt. Sam also, wir wollen setzen, die 

Linien ab sey gethailt in 7 thail vor- 

ER: SER N h @ stentlich, vnd sey das erste be. Sprich 
Fig. 1. ich, das ab in zwei gethailt ist in 

puncten c. Setzen wir d den andern 

punct. Also sprich ich, das ac gethailt ist in zwai thail gegen den 
punct d, vnd also wirdtt gegen der gantzen Linien gesaget in drei thaile, 
vnd doch ein ytzliches Continuum wirdt gesprochen in zwei thail erstlich 
zu thailen, Vnd hierumb sagstu nit vnbilligen, von der zweigespaltenen 
Linien habe ich gedachtt in meiner Gebra vnd Almuchabola von dem dinge 
gesprochen, die weil die Linien vnzerthailt ein Continuum ist, das do gantz 
ist und kheine vorstentliche dissection an jme selbst nit hatt, so mag ich 
sie wol nennen ein ding, das noch vnzertailt ist vnd gantz gerechennt 
gegen der zal, die do noch kheinen namen jn die gesatzt hatt, das ist das 

6 Continuum. So aber der gantzen Linien zehen die zal eroffnet ist | vnd 
dergleich gesatztt ist, vnd vor zehen gerechent, vnd soll alsdann gethailt 
werden in dem Sinne gegen dem dinge in zwei thail, sprechen wir, das 
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das ein thail continuum ist ein ding, vnd das andere zehen an der zal 
minus ein ding, vnd das zusamen gesetzt ist zehen, das was die gantze 
Linien. Also wird gesagt ein ding (Gebra, vnd 10 minus ein ding Almu- 
chabola!), vnd ist vnser erster eingang zu sagen von dem dinge, das dann 
in Gebra vnd Almuchabola vor ein Radicem vnd wurtzel genomen wirdt, 
wann alle ding mögen hieraus entspringen. Es ist auch die gantze Gebra 
vnd Almuchabola auf die Bipartiten Linien gegrundt. Gleicherweis ein 
ytzlichs continaum erstlich zu thailen nicht mehr thaile khan an sich 
nemen dann zwei, also vermag auch ein gemelte Linien nicht mehr dann 
aus ir selbst beschreiben ein superfieien, der dann nicht mehr dann zwo 
dimensiones vormag, daramb werden die Gebra vnd Almuchabola allein 
den planitien zugeaignet. Aber als tripartita linea sich etwas weiter er- 
streeket, wollen wir seiner zeitt genugsam volg thun. Wie nun dein linea 
bipartita sol gewerifieirt werden, | neme ich vor deine sechs gesatzte pro- 
positiones des dritt Buchs von den bipartiten Linien vnd jrer naturenn, 
vond wie ich aus den gezogen habe gebram, das ding, vnd Almuchabolam, 
die zal minder dasselbigen dings. Nach welcher naturen dann ein jtzliche 
Linien erstlich gethailt wirdtt, setze ich dein erste proposition, vnd ereugen 
dir die also lautende: 


Capitulum secundum de prima propositione Yırs lineae bipartita eiusgque 
natura et essentia. 


Linea bipartita ducta per aliam id potentialiter efficiet, quod tola in 
quamlibet eius partem produeit, et si ewpletum una earum coniunchm dividit, 
reliquam quantitatem renasci necesse esi.”) 

Vnd laut zu vnserm deutschen also: 

Ein jtzliche zerthailte Lini in etzliche thail so die durch 
ein andere gefurth wirdt, so schreibt sie mit jrer machtt, das 
dann aus der gantzen jn jtzlich thail der zuthailen zusamen 
entspreufst. So dann solches entsprofsen durch der Linien eine 
gethailt wirdtt, so erheischt not, die andere werde wider gros 


geboren zu werden. | 


1) Dieser Unterschied zwischen Gebra und Almuchabola dürfte sich wohl 
nur an dieser Stelle finden. Später kennt aber der Kommentator sehr gut auch 
den Begriff restauratio. 

2) Evcuies II, 1 (ed. Rarporr 1492): Si fuerint due linee, quarum una in 
quodlibet partes dividitur, illud, quod ex ductu alterius in alteram fit, equum 
erit his, que ex ductu linee indivise in unam quamque partem linee particulatim 
divise rectangula producentur, Das Korollarium von ei si an ist bei Euveum nicht 
vorhanden. 
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Da wir aber vnser Gebram vnd Almuchabolam aus deinen Continuis 
gezogen vnnd pracht habenn in den vorstande der zalen, so wisse, das wir 
jan negsten Capitel gesetzt haben, das ein Continuum vnzerthailt gedachtt 
wirdtt vor ein ding, das kheinen namen der zaln hat, alfs dann ein vn- 
gethailte Linien ist. Aber die gethailte Linien, gesprochen partita, wirdet 
nit der zal gemels, wann sie vorstentliche thaile jn jr hatt, vnnd werden 
genandt vnitates gebrae, das sind vnitates des dings in potentia vnd auch 
der quotient des Almuchabola, den man tailet in der Equation. Dann 
also offte vnitas ist in dem ding, das ist in gebra, so offte ist der quotient 
in Almuchabola, vnd also offte vnitas in dem quotient, so oflt ist das ding 
in Almuchabola. Das seind vier proportionalisch zal gesatzt, daraus wir 
vnser Regeln gesatzt vnd transponirt haben. 

Setzen wir lineam partitam ab (Fig. 2) getailt in vorstentliche thail, 
ac die linien vngethailt vnd gantz, jn massen die proposition cleret, vnd 

setzen den gantzen Su- 

perficien ab in ac sei 

Prima aequatio. 60 an der zaln. Nun 
KH x sprechen wir, nach der 
proposition, das ac in ab 

Fig. 2. gemultiplicirt beschreibe 


den gantzen superficien 
acdb, das seind | 60, so mus von noth ac sein ein einig ding, das in 
vnitates ab wirdt gefurt vnd 60 machen in potentia, darumb mus ab der 
quotient sein des superficies, das seind vnitates des dings Gebrae ac in 
potentia. So nun ab der quotient ist, so thailen wir 60, Almuchabolam, 
durch 15, Gebram, das seind durch vnitates ab, kombt 4. Also sprechen 
wir, das das ac sey 4 aus der zal, das was das ding, die gantze vnzer- 
thailte Linien. Nun ist das ding 4 vnitates werdt gewest in longitudine; 
darumb seind vnitates gebrae auch worden 4 in potentia, wann 8 in 
potentia vermag 32, vnnd 4 in potentia 16, vnd 2 vermag 8, vnnd 1 
vermag 4. Vnd solchs zubeweisen vnd menschlich vernunfft einzubilden 
vornemlichen, wollen wir den text figurlich zusetzen ein Beispil, auf das 


{ee} 


der text clerlicher zu vernemen sey mit leichter anweisung. 
Es sitzen bey einander vier philosophi, nemlich Praro, EucLipes, 
Pyrmagoras vnd ARISTOTELES. Werden zureden mit ALGEBRAG dem grolsen 
8 Arismetro in einer | collation sprechende: Liber ALGesrAs, wir vntherein- 
ander wollen gern wissen, wie alt ein yeder in sonderheit sey, dann wir 
alle vier seind 1455 jhar altt; vnd Euvceumes ist noch so alt als Arısro- 
TELES, vad Praro noch so altt als Eucuives, so ist Prruagoras noch so 
alt als Praro. Nun mach vns das durch dein Gebram vnd Almuchabolam, 
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vns zubeweisen dein erste gesatzte Regel gezogen aus der partita linea 
Yrıs des grofsen Geometers. Anttwort Augesras: Ich setze jr seit alle 
alt das gantzen superficie 
ac in ab, das ist 1455, 
nach eurer sage, das 
nenne ich Almuchabolam, 
das ist die zal, deme das 
ding ac Gebrae gleichen 
mus mit allen reetangeln, 


wann die proposition sa- 
gett, das ac in ytzlich 
thail ab aller Rectangeln macht gleich als ae in ab. Nun ist hl, Eucuives, 
noch so alt als 2b, ARISTOTELES, so ist fh PrLarTo noch so alt als !A dann 
Eucuives. Auch so ist af, Prruagoras, noch so alt als PraTto, so erheischt 
not, das das erste 1 in der zal, das ander 2, das dritt 4 wnd das viert 8. 
Vnd so diese 15 vnitates gefurth werden durch ac, ein ding, das dann 
Continuum ist vnd khein diseretion der zal hatt, so khomet der super- 
fieies: also werden die 15 vnitates in potentia gleich dem superficie 1455. 
|So dann die gemelten 15 vnitates sein der quotient des dings continui ac 9 
geren den superficien, so thailen wir den superficien durch 15, khombt 
nach der proposition die zal des dings ac continui 97. Wann eine Lini 


Fig. 3. 


jn die ander gemultiplicirt erwechst der superfieies, darumb von not wider 
gethailt den superfieiem durch der Linien eine, geporn wirdt die andere 
der proposition. Noch so alt ist ArısroteLes 97 jar, vnd ist der Rect- 
angel kdlb jn potentia, vnd sein vnitas jn der lenge 1. Nun multiplieir 
wider ac in Al, khombt 194, so alt ist EwcLipes, vnd ist das andere 
rectangulum, das aus der vnzerthailten Linien jn die gethailten erwechst. 
Als dann die proposition auswist, multiplieir 97 in 4, khombt 388, so alt 
ist Praro, vnd ist das dritt Reetangulum, vnd sein vnitates in der lenge 
sein 4, vnd ytzlich in potentia ist 97, darumb heisen sie vnitates Gebrae 
in potentia. Nun multiplicir 97 mit 8, khomen 776; so alt ist Pyrua- 
ARISTOTELES 97  Goras. Solche Rectangel alle zusamen geben den gantzen 
EvcLives 194 superficiem nach aller Form vnd weise gesatzter propor- 
PrAro 388 tion der Linien partita vnd inpartita, das ist der zer- 
Pyrruacoras 776 thailten vnd unzerthailten linien. Nun volget das dritt 
Summa 1455 _Capitel von der andern Linien partita Yrıs, | des geometers. 9 
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Capitulum tertium de linea partita Yırs, eiusque essentia ac nabura 
propositio secunda. 

Partita linea in se ipsam ducta, deseriptum aegwum est indivisae eius- 
dem in omnes suas partes dieisas.!) 

Vnd laut zu vnserm teutschen also: 

Die zerthailte Linien, so sie in sich selbst gefurt wirdt, so 
beschreibt sie den gleich, so dieselbige in alle jre thail ge- 
furt wirdt. 

Vnd die proposition sampt der vorigen werden auch gesatzt von 
Evcuipde im andern Buche an der ersten vnd andern proposition, wann er 
was ein junger Yııs des grosen Geometers. 

Von diser proposition einzufueren vnter andern Regeln Gebrae et Al- 
muchabolae, so nennen wir vor, inmassen vorgesagt, zu setzen die un- 
gethailte Lini vor ein ding, so die in sich selbst gefurt wirdt, beschreibt 

10 vns ein quadrat, des Radix ist die lini continua, vnd | vnwissent der zaln 
gesatzt. So dann die gethailt wirdt in vorstentliche thaile der zal gemes, 
so erwechst aus den tailen jn die gantzen linien gleich dem vorigen qua- 
dratt. Setzen wir (Fig. 4), die zerthailten Linien «b sey vwnitas, gh vnd ah, 

vnd ac ist vnwissent, so setzen wir ein ding als 


. T a vnwissent. Also nach der ersten proposition «ac 
in ab macht 144, Almuchabolam, darumb ist ab 
aber der quotient. Thailen wir 144 in ab 12, 
iq er a, © khumen 12; also ist ein ding ac in longitu- 
dine 12, vnd der erste Rectangel in potentia ist 
12, der ander 60, der dritt 72, vnd jre vnitates 
in der lenge seind in potentia jr jtzlich 12, vnd 
@ h gb 


solche Reetangel machen auch 144 gleich dem 
quadrat. Vnd diese gemelte proposition Yrıs 


Secunda aequatio. j Ra 
setzen die Indij nicht, vnd sagen, es sey ge- 


. e x nugsam in der ersten proposition ausgedruckt, 

dann wo ab in so wil thail partirt wirdt 

oder ist, das ist in vnitates, soul dann das ding werden wirdt, so 
ist es superficialiter gemultiplieirt, als die erste clerlich aufsgedrucket 
hatt. Ist dann die Lin; jn souil thail gethailt, so vil das ding 
werth ist, so ist nit noth das ding zu suchen, sonder es ist bekant, vnd 
10’ hierumb weistu in | nachuolgenden bericht, warumb dise gesatzte proposi- 
tion von den Indiern nicht gesatzt ist, vnd wie sie den Text ALGEBRAE 


1) Eucuipes ]I,2: Si fuerit linea in partes divisa, illud, quod ex duetu totius 
linea in se ipsam fit, equum erit his, que ex ductu eiusdem in onınes suas partes. 
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gescherpft haben, ist noch zur zeitt nichtt vorstentlich zu wissen, sondern 
dem text ALGEBRAE gemes zu sagen.!) Vnd solche proposition leicht einzu- 
bilden, wollen wir abermals dem Text ein vornemlich Exempel addirn also 
lautende leichter begreifung zu dem Eingang dis Buchs. 

Lameno, der grolse Arismetist, fraget ALGEBRAMm in einem fragstucke, 
wie der grosse ALEXANDER hette geben dem Praronı, ÄRISTOTELI vnd auch 
dem PyrmaGora etzlich marck golds zu verzern zu Athenis vff der hohen 
schule, die hetten sie vorkaufft ye 1 mk so theuer, souil der marck gewesen 
waren, vnd doch hatte Prrmacoras 6 mal alsouil zu verzern als Arısto- 
TELES, so hatte Praro auch funfmal alsouil sam .ArıstoreLes, vnd des 
goldes was in der summa 8649. Nun wolte ich gern wissen, wie theuer 
eine Marckh geben worden were, vnd wieuil 
geldes yeder zu vorzern hette. 

Setzen wir ac sey ein ding des geldes, 
cd gleicherleng des geldes. Nun ac in cd 
macht ein quadrat, pey vns gesprochen ein 3, 
das ist 8649 gleich in der zal, den multipli- 
eirn mit 135, wirdt 864935. Nun ist ein | itz- 
lich latus radix des zensus, darumb radix von 
8649 ist 93: souil Marck, vnd souil eine 
Marckh gegolten de. Nun hat ARISTOTELES 
von dem 5% 1, Pyrrmuacoras 6, vnd PLarto 5 8649 
der linien cd von dem gelde, das sind 12 ra- Pig. 5. 
dices gleich dem zens in potentia. haben wir 
vorgesagt, das cd sey der quotient der superficie, darumb theile zens durch 
quotienten 12, khombt: der Reetangel in potentia bAdg ARISTOTELES, vnd 
den magstu auch in die zal fueren (Fig. 5). 


Capitulum quartum de linea bipartita Yrıs geomelris eiusque natura 
et essentia. 
Bipartita linea duecta si fuerit in alterutrum eius parlem, coaegwum 
est, quod ex eudem fit in se ipsam, el alterius per alteram. | ?) 11‘ 
Vnd laut zum deutschen also: 
Ein ytzliche zwigespalten Linien so die wirdt gefurt jn 


1) Wieder ein Beispiel für die Kenntnis des deutschen Bearbeiters, was in- 
dische Rechenkunst betrifft. 

2) Eukuies II, 3: Si fuerit linea in duas partes divisa, illud, quod fit ex 
ductu totius in alterutram partem, equum erit his, que ex ductu eiusdem partis 
in se ipsam et alterius in alteram. 
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jrer thail eins, welches das sey, so ist das gleich deme, was 
aus dem selbigen thaile khombt jn sich selbst vnd aus dem sel- 
bigen gefurt in das ander. 

Solche gesatzte proposition wird vns beschrieben in der dritten pro- 
position EvcLmiıs seins andern Buchs. Wie wir nun vnsere dritten Regel 
Gebrae et Almuchabolae aus diser proposition gezogen haben, setzen wir 
die bipartiten Linien cd sey eines thails vnwissent der zal cf, vnd das df 
sey aus der zal 24 inpotentia, vnd der gantze superficies abed sey 40 in 
numeris. Nun zu ergrunden das eine thail vnser Bipartiten, die dann 
nach der gesatzten proposition beschreiben thut 1 5 der zal vnwissent ge- 
satzt, so saget eigentlich die proposition, der gantze superficies erwachse 
aus der gantzen Linien cd gefurt in cf, oder aber aus ef in sich vnd cf 
in df. So nun fd ist wissent gesatzt 24 in potentia, so die gezogen 
werden von 40, Rest 16, das ist der 
zins des Radix cf, in longitudine vnd in 
numeris 4, also ist der quadrat 16 vnd 
| radix, das ist das ding, das vnwissent 
war in der lenge vnd potentia, was 4. 
So wir nun haben gefunden, das das aus 


der bipartiten Linien eines thails in sich 


Tertia aequatio. entspringt in longitudine vnd potentia, 
9 vnd das ander thail fd wissent ist in 
Fig. 6. potentia, so sollen wir auch ergrunden, 


was das in longitudine sey. Saget uns 

die proposition, das das eine thail in der lenge in sich vnd dasselbig in 
das ander beschreibt den gantzen superficiem abed. Hierumb ist cf der 
quotient von 24 in potentia gegen fd in longitudine, wann aus cf in fd 
wirdt ebfd, das ist 24. Wann thaile 24 in 4, khumbt 6, das ist fd, 
also ist die gantze linien bipartita in longitudine 10, vnd das eine thail 
ist 4 in numeris, vnd das andere 6, vnd das ding, das vnwissend was in 
longitudine vnd potentia, was radix des zensus aecf. Vnd von solcher 
proposition haben gesatzt die Indij grosse heimlichkeit zu erfaren vnd aus- 
zugrunden die zalen!), jn massen wir dauon sagen werden, auf das wir aber 
angeregter Exempel vorgesatzt Ordnung hatten, wollen wir den Text cleren. 
g Hırocras gab auf ein zeit dem GaLexo gellt, jme | zu kaufen des 
holtzes Aloes in der messe zu Athenis in die Apotecken gehorig. Nun aus 
vil warf Gauenus das gelt in seinen Beutel vnter anders sein geltt, das 
jme vnwissent was, das er auch vorhin im beutel gehabt hette, doch 


1) Auch hier wieder die Erwähnung der Inder als grosser Algebraiker. 
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merket; er seine empfelhnis jme gethan: so theuer man gebe 1% aloes, 
souil %- sollt er bringen, vnd er hette jme darnach zalt. Also da er kame 
gen Athenis, da fand er 40 fl im beutel, die gab er den khaufman nach 
empfelnis HyrocraArıs, vnd sprach: gebt mir, als auch Hrpocras geschrieben 
hatt, vnd sonderlich so gebt mir das % auch jm gelde des holtzes Aloes, 
dann ich habe sunst mehr auszurichten, vnd fast mir es ein vnd verwart 
mirs. Also am widergang fraget er jn, ob er es jm aufsgericht hette; 
antwort jme der kaufmann: jr habet beide souil sich geburt, vnd jr habet 
besunder des vor 24 fl. Das zeiget Garenus an. Do in nun Hıpocras 
auf dem widerkhomen ersahe, fraget er jnen, wie er die sachen hette aufs- 
gericht. Antwort GALenus: Ich wais nicht, wieuil ich vorhin jm peutel 
gehabt habe, so habe ich nicht gefragt, wienil | 1 -% gestehe, sunder er 
saget, ich habt seiner vor 24 fi vnd wir baide vor 40 fl. Also werden sie 
der sachen vnwissent, vnd schicken nach dem ALGEBRA, vnd baten jn nach 
ergangner sachen, solchs sie bede durch die Gebram vnnd Almuchabolam 
zu entscheiden. Ausesra sprach: Wir setzen Hipocrarıs I sein cf, ein 
vnwissent ding in longitudine vnd potentia, vnd GaLenı s sein fd in 
potentia 24 in numeris. Nun geldtt cf das ding souil als des Ss sein. 
Nun das ist in longitudine ein ding, vnd gilt auch 1 mal ein in potentia 
den quadrat oder zensus, Nun aus der proposition, so ist der vnwissent 
zensus @ecf mit 24 in numeris edbf gleich 40, dem gantz parallelogramum 
cbad in numeris. Zeuch ab ebfd vom gantz superficie, restant 16, der 
zensus aecf, des latus ist radix, das ist 4, nach der proposition in sich 
selbst. Also ist: das ding 4 werdt in longitudine, das sind die % Hıro- 
CRATIS, vnd ytzlichs hat gegolten 4 gulden, das ist 16, das was der zens 
in potentia. Nun ist 24 in numeris nach der proposition aus ef in fd, 


darumb thailen wir 24 mit 4, khomen 6 5, gehorn | GALzxo, wann 4 der 13 


ist von 24 in potentia gegen fd in longitudine. Vnd so haben wir be- 
wisenn vnser dritte Regel in vnser Gebra vnd Almuchabola. Nun folgett 
von dem funften Capitel die vierdte proposition Yuıs des grossen geometris. 


Capitulum quintum de quarta propositione Yrıs lineae bipartitae eiusque 
nalura et essentia. 
Quod ex partita nostra in se ducta describitur, coaequwabitur numero et 
mensura utraque parli in se et allerius per alteram bis. FPatet ommia 
erescentia gnomone lineam bipartitam in infinitum quantitate describere.') 


1) Eveuies II, 4: Si fuerit Jinea in duas partes divisa, illud, quod fit ex 
duetu totius in se ipsam, equum est his, que ex ductu utriusque partis in se 
ipsam et alterius in alteram bis. Auch hier ist das Korollar: Patet omnia bei 
Evxuım nicht vorhanden. 
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Vnd laut zu vnserm Teutschen also: 

Das dann khomet aus vnser zwiegespalten Linien in sich 
gefurt, wirdt gleich an der zal vnd mensur einem itzlichen 
thaile der Bipartiten in sich gefurt vnd eines thails in das 
ander zwir. vnd herumb wirdt offenbar, das alle die quadrangel, 
die do wachsen sind bei dem diameter durch den Gnomon, das ist 
durch den Winckelhacken oder Radicem, beschreiben die linea 
bipartita mit jrer quantitet zu wachsen on ende zu ergrunden. | 

Vnd aus solcher haben wir gezogen vnser vierdte Regel Gebrae et Al- 
muchabolae Sie wirdt auch gesatzt in der vierdten proposition des andern 
Buchs Eucuivss. Wir nennen Gnomonem oder die Supplemente vor die 
Radix, wann ein jtzlicher quadrat wechst mit zweien Radieibus vnd dem 
gnomo, den sie geben, zu erfüllung der quadratur. Darumb, soofft der 
circumseribirt wirdt, macht er mit den Supplementa den quadrat wachsent 
in vnitate, vnd macht in longitudine die linien bipartita. Als wir setzen 

cekf (Fig. 7) sollen wachsen vnitate 
R 7 2 mit den radieibus eireumseribirt klfm 
das ist ein %, vnd esfn der ander 


Radix, vnnd pleibt vacuum, in das die 
quadratur nicht erfullett wirdt, vand 
ist gnomo genant. So dann der qua- 
drat wirdt fnmgq, so ist fnmgq, der 
quadrat erfult, vnd Zq die linien ist 


f zerspalten worden in m. Also mogen 
1t- wir furter das quadrat c/gs auch eir- 
cunscribirn, als jtzunden gethan wurde, 

& r— 5 ab gespalten in ©. Das mochte ge- 
Ouärtd. aemilii0, schehenn Bag der PeopoeImaoH one 
Kot; ende Wir nennen auch einen ytz- 


lichen wachsenden quadrat eirca dia- 
metrum | vor 1 3, der in der lenge vnd 


Fig. 7. 


potentia vnwissent ist. In der lenge ist sein zu der zal vnwissent, damitt 
er wechst, vnd in potentia hat er kheinen Namen, sonder aber die radices 
vnd der zens zusamen seind in numeris vorgelegt. Also wir setzen wollen 
cekf, der vnwissent 3, ist circumscribirt mit 4 radieibus kflm vnd Imah 
vnd efsn wnd sdng, die do auch vnwissent sein, dann allein, das sie den 
namen haben, das jr 4 sein: Nun sein der 3 vnd 4 radices zusamen 45 
in numeris vnd gezelte thaile in der zal oder vnitates in numeris der 
linien ca vnd ed ist cagdsf, vnd zu der Completur des quadrats ist ge- 
sprochen der gnomo fmx. Nun wollen wir setzen, der quadrat in der lenge kf 
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ist ein ding, das ist %, vnd so ich die linien kf, das ding, in sich füre 
oder radicem, wird 5 oder quadrat, welcher mit abgemelten 4 radicibus ist 
45 in numeris, was mögen die radices vnd der zensus sein in numeris ge- 
sondert von einander. So mercke, das wir haben eigentlich gesatzt, das 
dem quadrat gebrechen ist der gnomo fmh, so ich den quadrire, wird fghb 
vnd erfuli die gantz quadratnr aedb, welcher gnomo ist fghb ist gesatzt 
von 4 distinguirten vnitaten in numeris, die do erwachsen aus dem halben 
thail der radices | in sich gefurt, wann yede seithen des Quadrats zwo 
seithen ceircumscribirt ad crescentiam. So ich nun solche 4 unitates zu 45 
thu, die dann jme gleich seind in der zal, wann es sein 4 vnitates von 
dem gantzen quadrat in numeris, so erwechst 49, das ist die gantze qua- 
dratur cadb, vnd radix 7 a durch db. So nun des gnomoni seiten fg von 
der bipartiten ab gezogen wirdt, das sind zwo vnitates =D in numeris, 
von 7, restant 5, das ist ah vel %kf. Also sprechen wir, das ah der radix 
ist 5, vnd das in sich ist 25 in numeris, der 3, welcher mit seinen 
4 radicibus 45 machtt, inmassen wir gesatzt. Vnd solchs zu vnterrichtung 
menschlichs sinnes vnd figurlich einzubildenn mit leichtem Exempeln, setzen 
wir dem Text zu mit verlaubung Augerrae!) also: 

SaLomox schickt Esorum gehn Damasco zu khaufen Samett vnnd 
Scharlach; gab jme 45 fl. Do er dohin kham, kaufet er ein Samett so 
theuer, souil er da elen nam, vnd 4 eln Scharlach so theuer die eln, sam 
des Sametis was, vnd als er vor konig SaLomon kam, fragt SALOMON, was 
das kostet. Antwort Esorus: Nun rath, Khonig, du gabst | mir 45 fl, 
dauon hab ich kaufft souil des sametts, so theuer man ein eln geben hatt, 
vnd 4 Eln Scharlach so theuer 1 eln sam des Samets ist: nun sage mir 
khonig, 
1 eln scharlach geben hab. Saromon entsatzte sich vnnd sandte nach Ar- 
GEBRAM, jm solehs durch Gebram vnnd Almuchabolam zumachen. ‚Als das 


was ein eln kost des Samets, wieuil der sein, vnd wieuil ich vor 


ALGEBRAS vernam, sprach er zum konig SaLomonx: Durchlauchtiger konig, 
hastu doch selbst vil Regeln jn der zal gesatzt, die nach dir genandt sein, 
als regula Sanomonxıs?), so man ordine converso practieirt regulam Harı 
HABENRIGEL, so man die zalen setzt in die vier proportionalische zaln der 
aufgab nach, als wir nachuolgend sagen werden. Verwundert mich, das ich 
dich solchs durch mein Gebram vnnd Almuchabolam berichten soll. Sano- 
mon antwort: Du berumbter Arismetrist ALGEBRA, deine Regeln straffen 


1) Hieraus ist klar, dass alle diese wunderbaren Aufgaben durch den dent- 
schen Bearbeiter hinzugefügt sind. 

2) Hier wird also die Regula Salomonis, d.h. das sogenannte Rückwärts- 
rechnen, auch regula sermonis genannt, dem Könige SaLomox zugewiesen. Siehe 
Canror, Vorlesungen II?, 247. 
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die meinen, denn mir noch nie kundig gewest, was durch die surdischen 
vond jrrationalischen zaln solle volfurt werden, vnnd sage mich mit andern, 
so sich nennen Arithmeticos, zu jrren schwerlichen, vnnd gebe dir preis vor 
allen | vnter der sonnen erbeitten in der zal, vnnd wollest mich solchs 
deiner Gebra vnnd Almuchabola thun berichten, welcher Gebra vnnd Al- 
muchabola zu demonstriren jn zal, jn mas vnnd jn gewichtte geschaffen, 
jnmassen ich gesatzt hab Sapientiae undecimo, nichts von ist, es wirdt 
aufgelest vnd soluirt. Arngesras antwort: So setzen wir des Samets eln 
sey kf, ein ding in longitudine. Nun kosten die ein ding 1 mal eins, das 
ist der vnwissent 3 kfce, vnd ist das gelt des samts, bei vns gesagt ziens 
oder tribut, in potentia des dings in longitudine. Nun sind des scharlachs 
4 vnitates in numeris, kost eine, souil des dings %f ist in longitudine, das 
was ein ding kf. So mus der scharlach kostenn in potentia, die wir 
supplementum oder paralellogramum nennen. Also waren 4 radices der 
zens oder die 4 supplementa in potentia mit dem ziens kfce 45 in numeris 
gleich, inmassen vorgesageti. Nun so wir die 4 Supplementa mediren, das 
ist mit dem gnomone circumseribiren auf bede seiten, so durch die bipar- 
titen Linien erwechst ad erescentiam des ziens bey | diameter, so gebricht 
zu der Quadratur der vorgemelte Gnomo, welcher, so er quadrirt wirdt, 
durch sein ceircumscribirt des Supplements vnitates, der dann zwo in 
numeris sein, wirdt 4. So die zu 45 addirt werden, wirdt 49, das ist die 
gantze bipartita in sich; ab 7, der radix in numeris, von welchen ab- 
gezogen die zwo Seithen Gnmomonis restant 5, vnd das was das ding in 
longitudine kf, die eln des sammets, vnd das ziens, tribut, 5 oder geldt 25, 
das ist der eln. Nun hat etzliche eln des Scharlachs souil golten, sam des 
Samts gewesen ist in longitudine, das was 5; nun 4 mal 5 macht 20, das 
sind die vier supplementa in potentia vnd das geltt des Scharlachs. Also 
haben wir bewisen vnsere vierdte Regel Gebrae vnd Almuchabolae Nun 
folget von dem sechsten Capitell die funffte proposition Yrıs des grolsen 
Geometris. 


Capitulum sextum de quinta propositione Yııs lineae tripartitae eiusguwe 
natura et essentia. 


Aequale quidem est contentum sub aequalium medietate in se sechionum 
tripartitae lineae, quod sub inaequalibus cum tetragonismo inter wtrasque 
compleetitur. | ) 


1) Euxumes II, 5: Si linea recta per duo equalia duoque inequalia secetur, 
quod sub inequalibus totius sectionis rectangulum continetur, cum eo quadrato, 
quod ab ea, que inter utrasque est sectiones, deseribitur, equum est ei quadrato, 
quod a dimidio totius linee in se ducto describitur. 
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Vnd laut zum deutschen also: 

Es ist gleich, das do ist vnter den gleichen seetionibus oder 
halben thailen jn sich gefurt der tripartiten Linien dem, das 
gehalten oder beschriben wirdtt aus den vngleichen thailen ge- 
melter linien, mit sampt dem quadrat der zwischen beiden sec- 
tionibus der gleichen vnd vngleichen thailen erfullet wirdt, 

Von diser proposition zu reden vnd einzufueren vnser funfte Regel 
Gebre vnd Almuchabole, welche auch EucLives an seiner funften proposi- 
tion seines andern Buchs ereleret, sollen wir eigentlich aufmerkhung haben 
mehr dann mit vorgesatzten propositionibus, wann sie etwas dapfer vnd 
schwerer ist, dann die vorgesatzten. Zum ersten vnd eingang diser pro- 
position nennen wir (Fig. 8) die Linien «ab vor den radicem des gantzen 
parallelogrami ad, wann wir wissen, so 
bd in ab gefürt ist, das ab radices seindt, 
jnmalsen wir vormals gesatzt haben, das 
eine jtzliche Linien des superficies ist 
sein radix: die setzen wir ex numeris 
ist 12. Nun bd ist radix des ziens vn- 
wifsent ex numeris, vnd ar das parallelo- 


gramum ist ex numeris 35, solchs zu- 


samen, der vnwissende census vnd 35 ex Quinta aequatio. 
numeris, ist ad das gantz parallelogramum, KCH+3 x 
welchen dann gleich sein die 12 radi- Fig. 8. 


ces ab in die seithen bd gefurt des 

vnwissenden zens. | Nun stehet die frage, was der vnwissende zensus sei, 
vnd was ein jtzliche section der Linien sey in potentia ab vnd longitudine, 
das ist, was das gantze parallelogramum sei jn Numeris ad, das alsouiel 
mach als die radices ab in bd, die seithen des ziens der vnwissent was. 
Saget vns klerlich die proposition: vnd das halbthail der Linien tripartitis 
in sich gefurt es sei gleich dem parallelogramo «ar in numeris, das dann 
entspringet aus den inequalen sectionen mit sampt dem quadrat kg, das 
dann zwischen den zweyen sectionen geformirt wirdt. Nun ist das halb- 
theil der radices in sich 36, wenn die gantze radices 12 sein, dauon das 
halbe thail 6 mus sein in numeris in longitudine, das ist in potentia 36. 
Das were das halbe thail der radieis in numeris potentie. Davon zeuch 
das parallelogramum ar dragmarum in numeris, so bleibt %g das quadrat, 
als dann gesagt ist, das medietas radicum mehr vormag in sich dann ar, 
das quadrat zwischen zweien sectionen, vnd restat vnitas, wann ar in 
numeris ist 35, vnd mf das halbe thail in sich ist 36, vnd also ist des ky 
quadrats radix vnitas in der lenge mi. So die von der medietet radieum 
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mb, die 6 was, wirdt gezogen | restat !b 5 in numeris, das was der radix 
des ziens oder tributs, dann wir nennen den zens. So aber der zu der 
medietet gethan wirdt, erwechst «al, die ander section inequalis. Also ist 
eins al 7 in numeris, die ander !b 5, das sein die 12 radices, welche 
dann in potentia der ersten section inaequalibus al in db ist 35, das 
parallelogramum ar, die ander /b 25, der vnwissent ziens, macht in 
numeris 60, das ist auch ab 12 radix in potentia in db das jm 5 gleich. 

Das aber vornemblich sei, nach deme die materien an jr selbst schwer 
ist, sagen wir also figurlich. 

Asus der philosophus schickt aus Esorum gein Paris Saffran zu 
kaufen die kuchen zu bestellen. Esorus kauft souil lott, so theuer man 
1 lot gab, behilt 35 &. Vnterwegen ward er mit dem hunger begriffen, 
hette nichts, damit er sich gesettigen mochte, begegnet jm also ZursricH 
der Koch mit haisen fladen vnnd Butterwecken sprechende: wann her 


'Esorz? Esopus antwortt: Lieber, mein herr | Aucus hatt mich vmb 


saffran geschickt, die kuchen zu bestellen, des hab ich kaufft souil loth, so 
theuer man es gab, vnd habe mich mit essen nicht versorgett. Dieweil du 
ein koch bist, vnd des Saffrans auch bedarffest, bit ich dich, du wollest 
mit mir beuthenn, wollest mir deine 12 stuck fladen vnd puterwecken vor 
meinen saffran geben; welcher geringer ist, soll dem andern zugeben. 
ZUTERICH gieng das ein. Also satzten sie sich vnnd rechneten, das die 
12 stuckh Zurterichs 35 A besser waren dann der saffran. Also gab Eso- 
pus die 35 & zu, as vnterwegen alsouil fladen souil es mehr waren dann 
der wecken, die vbrigen pracht er seinem philosopho dem Aco, vnnd sagt 
jm, wie es ergangen, sprechende: Souil der fladen mehr wahren dann der 
wecken, souil hab ich jr gessen, vnd kostet doch jtzlichs stuckh sowl sam 
des saffrans was. Nun rath wieuil hab ich fladen geessen, wie theuer hab 
ich das loth kaufft, vnd wieuil ist sein gewesen. Aucus entsatzte sich vnd 
schalt Esorum. Er antwortet jme vnnd saget: Hastu doch grosse ding jn 
der zal geschrieben, den Algorismum de integris, de fractis ete.'), kanstu 
das nicht machen | durch deine neben gesatzten Regeln, dauon viel wirdt 
gehalten? Ancus antwortt: Du hast in allen dingen behende anschlege, 
wir wollen senden nach dem ArnsesrAa. Also khame Ansepras. Nach Ge- 
legenheit der sachen sprach er: Wir setzen, Esorum gekaufft haben 1 lot 
umb 1 ding 2b in longitudine Nun sind des auch gewesen 1 ding, das 
ist in sich der 3 !brd. Nun hat er Zurrrıcn gegeben 35 A in numeris ar, 


1) Das bezieht sich natürlich auf den Algorismus de integris des Sacrososco, 
der ja vielfach einem Philosophen Arcus zugeschrieben wird. Der Algorismus de 
fractis dürfte dagegen der des Iomannes ve Liserrs sein sollen. 
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das parallelogramum. Soliches 1 3 Zd vnd ar seind gleich dem gantz 
parallelogramo ad, ist der Safran 1 3 vnd 35 in numeris. Nun kosten 
die 12 stucke auch souil, vnd doch jedes jn sunderheit kost souil, als des 
saffrans gewesen ist, das was 2b vel db geführt in ab, macht 12 radices 
oder ding, wann bd ist gesetzt ein ding. Nun ist ab 12 mal ein ding, 
macht 12 radices, die halb seind 6, ist mb in longitudine, die in sich selbst, 
wird mf. Dauon zieh die 35, jnmassen oben gesagt, das das halbe thail 
nach der proposition tripartite mehr vermag in sich dann «ar ex numeris 
in dem quadrat kg, vwnd restat 1 in numeris, des radix ist im, gezogen 
von 6, mb, restat 5 
haben kost itzlichs !d 25 A. mb 6 zu /m wird 7, souwil ist der fladen 
gewesen, haben kost 35 A: solchs zusamen macht 60 5. Nun die 
12 stuckh kost ye eins souil A als der loth gewesen, der was 5 loth bd, 
die seithen des quadrats, in ab 12 facit auch 60. Vnnd hat geessen 
2 fladen, wann jr zween mehr seind dann der wecke, vnd also haben wir 
figurlich bewisen vnsere funfte Regel Gebre vnnd Almuchabole. 

Nun volget von der sechsten Regel der linea tripartita Yrıs des 
groffen Geometris, 


Capitulum septimum de sexta propositione Yırs lineae bipartitae et tripar- 
titae eiusdemque natura et essentia. 


Quod ex bipartita equali in se produeitur cum eo, quod ex adiecta in 
totam tripartitam fit, aequum est ei, quod constat ex adiecta et aequali in se.*) 

Vnnd laut zum teutschen also: 

Das dann aus der gleichen gespalten Linien bipartita kho- 
mendt mit dem, das aus der Linien hinzugesatzt in die gantze 
tripartita erwechst, ist gleich deme, das dann geschehet aus der 
hinzugeworffen vnnd gleichen bipartita in sich gefurt. | 

Aus diser sechsten proposition haben wir genomen vnser sechste Regel 
Gebre vnnd Almuchabole Wir nemen al vor einem vnwissenden ziens jn 
longitudine vnd potentia (Fig. 9), vnd doch wissen wir, das parallelo- 
gramum DZ ist ex numeris 20, und ak seind 8 radices in potentia des 
ziensus. Nun wolten wir gern wissen, was der ziens in numeris were, 
vod was seine seithen ac in longitudine. Saget vns die proposition, das 
die bipartita gleich gethailt ad sein 8 in numeris, wann ak sein 8 radices 


1) Evxuiwes I, 6: Si recta lines in duo equalia dividatur, alia vero ei linea 
in longum addatur, quod ex ductu totius jam composite in eam, que iam adiecta 
est, cum eo, quod ex ductu dimidie in se ipsam, equum est ei quadrato, quod 
ab ea, que constat ex adiecta et dimidia in se ipsam ducta deseribitur. 

Ourtze, Urkunden. 30 


‚ souil des Saffrans lot gewesen, vnd auch die | wecke 19 


20 


21 
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m k ! des ziens in potentia: darumb muelfen ab 
8 sein jn longitudine. Nun war db, das 
halbe tail, 4: saget die proposition, das 
db in sich gefurt mit sampt bl 20, das 
dann 36 macht, sey gleich de in sich ge- 
furt. Nun radix von 36, das war de 6 
in numeris, so ist db 4 gesatzt, wann ab 
waren 8 radices, seind gleich gethailt in 
db. Also so de 6 ist vnd db 4, so ist 
be 2 ex numeris, vnd also were ad auch 
4, wann ime db gleich ist, wann ad ist 
der Linien halbthail mit dem db der radix. 


Ö 
Sexta equatio. 


Nun haben wir de 6 ex numeris, so ad 
* = «5 der halbe | thail, 4 hinzukhumbt, ist ac 
die gantze Linie in longitudine 10: sprechen 
wir, der zens ist in longitudine 10 radiecum vnd in potentia 100, vnd ak 
seind 80, das sein 8 radices in potentia, vnd DZ ist 20, das macht 100, 
vnd be ist 2 jn longitudine, die adieeta, macht 20 in die gantze tripar- 
tita ae. Vnd also fueget sich wol, solchs auch figurlich einzubilden. 
NıcnomAcnus der grofs Arismetrist hatte etzliche Bucher jn Mathema- 
tica, die wolten kaufen Arısrzus vnnd AroLoxius, die zwei grosen Mathe- 
matic. Nun bot Nıcuomacaus ein Buch so theuer, souil er der hette. 
Arısteus sprach: ich hab 20 fl, so hat mein geselle 8 Bucher auch ydes 
so theuer sam du eins gibst. Wir setzen wahr vmb wahr. vnd lassen es 
gleicher seithen gleich sein. Nun 20 fl, die mein seind, vnd die acht 
Bucher meines gesellen jn arithmetica, so ist der stich gleich, jnmassen du 
begerest. NiıcuomacHus der war des zufrede, vnd also khamen sie zu 
Borrıo, dem grosen jnterpreten, der fraget, was sie vmb die bucher geben 
hetten. ArpoLoxıus antwortt: Ich hette 8 Bucher, die stach ich daran, so 
gab mein Gesell Arısreus 20 fl, vnd souil der Bucher Nıcnomach ge- 
wesen, so theuer sind die Bucher baider seits eins am stich gegeben, vnnd 
rath Borrıus, was die Bucher gestanden haben, die Nıcmomacuı gewesen 
seind, vnd wie theuer jtzlichs am stich gegeben worden sej beide seits, vnd 
wieuil Arısteus vor die 20 fl Bucher nemen soll. Arısteus sprach: 
Lieber Borrıus, du hast nun die maisten Thail in Arithmetica getrans- 
ferirt, bericht vns, wann ich vnd APrroLoxıus Sein zween Geometriei vnd 
der zaln so grundtlich nicht erfaren, damit mir vmb meine 20 fl recht 
geschehe. Borrıus entsetzte sich vor der Sachen also sagende: Ich bin 
solcher fragstuckh nicht gegrundt, auch so wiest es mein Arithmetica nicht 
aus. Jr solt euch NiıcHomacHhum haben lassen machen, der do gefunden 
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hat falsi eonieeturae propositionem oder Regula laneis genant.!) Also be- 
sante Arısrteus | Nicnomachum. Antwortet er: Jch khan vormerken, das 
solche frage durch die Errores genant nicht aufgelost mogen werden, vand 
gab jme anweisung an Argepram. Also sprach Augepras: Mich befrembt 
ARISTEUS vnd ArpoLoxı von euch grosfen geometris, vnd von Borrıo vnd 
NıcnomAcno, die do weit jn den zaln bekant sein vnd geschrieben haben, 
das jr kunst do wendet, vnnd soll euch solchs durch mein Gebram vnd 
Almuchabolam berichten, vnnd doch viel seind, die sich nennen Arith- 
meticos, zuvormuten die vnd dergleichen frage durch Regulam laneis zu 
machen Nichomacni, durch Ligar, durch Pagamenti vnd durch ander der- 
gleichen noch von jnen gesatzt vnd schwerer hergehenden, vnd sprach: jr 
saget eigentlich, das Nıcmomacnus hab gepott vnd am stich geben ein 
Buch so theuer, so uil der gewesen sein. Setzen wir ac (Fig. 9) sein die 
Bucher ein ding, costen al den zens in sich, vnnd souil machen auch 20 fl 
Arıstens vnd die acht Bucher Arrorons. Nu ist das parallelogramum b/ 
20, vnad souil costen dj Bucher Arısteı, vnd die zal derselben ist vnwissent 
in longitudine be. Nun die Bucher Arroons seind 8 jn longitudine «ab, 
bipartita lines in equalia gethailt, vnd kosten das parallelojgramum ak, 
vnd ye eins ist so theuer angeschlagen, alsuil Nıcmomacnt Bucher waren, 
der dann waren ac, das was gesatzt ein ding, das waren 8 ding oder 
Radices, die dann erfullen mit den 20 fl den gantzen zens, dem sie gleich 
gesatzt sein am stich. Nun saget die proposition, das die 8 radices halb 
db 16 thun in numeris mit bl 36 machen gleich de in sich, also ist de 
radix 6, vnd das ander halbe thail der Radix ad darzu ist 10 in numeris. 
Also waren der Bucher ae Nıcnomachı 10, die kosten in potentia 100, 
den 3; die 8 Bucher ArroLons ab kosten 80 fl, dann jtzlichs cost 10. So 
nun die gantzen Linien ae ist 10 Bucher, vnd Arroroxıus hat 8, so mus 
be 2 sein in numeris. Also, freundlicher Arısrexe, due nimbst 2 Bucher 
vor deine 20 fl, der jtzlichs gleich kost dem stich nach. 

Vnd also haben wir bewisen vnser sechste Regel Gebre vnd Almu- 
chabole. 

Nun volgen die Propositiones ALGEBRAE Arabis seiner Gebra 
vod Almuchabola, die er aus den gesatzten propositionibus Ylis, 
seines Praeceptoris, gezogen hat, vnd laut die erst also: | 


1) Hier wird also Nikosmachus als Erfinder der regula falsi bezeichnet, die 
später als Erfindung der Araber hingestellt wird, und von ihnen Itata ge- 
nannt sei, 


30* 
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Capitulum octauum de prima propositione ALGEBRAR in sua Gebra et Al- 
muchabola ex digestis propositionibus Yııs enucleata. 


Sunt autem ea, quae sunt in Gebra et Almuchabola, earum, quae fiunt 
potentia in numeris, unitates rei in longitudine.‘) 

Hie hebet sich an das Buch vnd die erste proposition ALGEBRE Seins 
ersten Buchs von seiner Gebra vnd Almuchabola, die er dann anfenglichen 
hat gezogen aus den gemelten vand gesatzten propositionibus YLıs, seines 
meisters des grossen Geometers, welcher text ALGEBRE zumal schwer ist 
gesatzt anfenklich berurt, der dann von Ausasra, den jndischen maister 
gebessert ist worden?), jnmassen wir den jm teutschen auch einziehen 
wollen, vnd zu seiner zeit lateinisch nach dem deutschen setzen, das man 
ALGEBRAM teutsch vnd lateinisch haben mag, durch seine propositiones, 
vnd ALJABRAM seiner spros von jme gesatzt lateinisch, derhalben wir grunt- 
lich der Gebra vnnd Almuchabola gegrundet mogen werden, vnd laut solche 
gemelte proposition ALGEBRE zu Deutsch also: 

Es sind die ding, die do jn der kunst Gebra vnd Almu- 
chabola sind, vnitates des dings, welcher ding, die do seind | jn 
der lenge der linien vnd jrer macht jn den zalen absolutis, das 
ist offenbar gesagt vnd gesatzt. 

Von dieser proposition einzufueren sollen wir mercken, das ALGEBRAS 
hat genomen die vnitates des dings in Gebra vor radices, vnd des dings 
potentz vor ein zensum, vnd solchs ding vnd zensus seind vrsache der, die 
jn numeris absolutis gesatzt. Sam also ein jtzliche Lini definite quanti- 
tatis in der lenge, die do hat kheinen namen der zalen, vnd doch jre 
potentz in der zalen ist 25, sprechen wir, das «ab die linien ist ein vnitas 
vnd ein ding oder figur der zufindenden zalen; so ich sie in sich fuere, 
macht ein quadrat, das ist gesprochen bei vns ein zensus, der dann auch 
vnwissent ist, das ist der tribut von dem ding, das seind 25 jn numeris. 
Also ist die figur in Gebra der linien ab, die do jn der lenge 5 was in 
numeris vnd in potentia 25 auch in numeris. Vnd hierumb setzen wir jn 
Gebra allweg ein ding, das ist ein figur der zalen in der lenge, vnnd ein 
zens, das ist ein figur in potentia der zalen, vnd also sprechen wir, das in 
Gebra die zal sey absoluta, das ist, das dann offenbar ist der zens vnd 


1) Im Codex Gottingensis Philos. 30 ist durch Überschreiben von Zahlen 
dieser Satz so umgemodelt: „Sunt autem ea, quae sunt in Gebra et Almuchabola 
unitates rei, earum, quae in longitudine fiunt, potentia in numeris.“ Alle Hand- 
schriften stimmen aber in der Fassung überein, die wir aufgenommen haben. 

2) Auch hier wieder der Hinweis auf die Verbesserung der Algebra durch 
die Inder, 
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radix. Von diesen dreien stucken saget vns die gemelte proposition, das 
alle stuck in Gebra vnnd Almuchabola seind vnitates des dings, welcher 


| ding, die do seind in der lenge in der zal vnd jrer potentz in den zalen, 23’ 


sie vrsach sein, das ist radix vnd 3, die do sind vrsach der oflenen zal. 
Also cleret vns die gemelte proposition ALGEBRE der ding, so in der kunst 
Gebra vnd Almuchabola gebraucht werden, so, in dem so er spricht: uni- 
tates rei, das sein vnitates des dings. Als wir vor gesagt haben, das 
die gemelt linien ab was 5 in numeris, vnd doch anfenglich was gesetzt 
ein ding, also was die erste vnitas ab continua eine figur vnd form des 
dings, das wir wissen wolten in der leng, das was 5, das ding in numeris, 
vnd 25 in potentia was der zensus ab sein form, vnd also haben wir ge- 
funden, das vns not ist, weither zuwissen der ding notturft jn Gebra, das 
ist des Radix, zensus vnd der zaln der forme, dann radix jn longitudine 
ist 1, vnd 5 in potentia. Und nachdem aber die Gebra auf der zalen ge- 
grundt ist, volget von der zaln erstlich das Neundt Capitel. 


Capitulum nonum de secunda propositione ArGEsrAar Arabis in sua Gebra 
et Almuchabola eiusque exwpositio. 


Dragma est unitas actuwalis absoluta, qua numerus collectione in cumu- 
lum multitudinis crescit, quae quidem in Gebra et Almuchabola quantitates 
numerorum vocentbur. | 

Hie saget vns ALGEBRAS von dem ersten stuckh seiner Gebra vnd 
Almuchabola, vnd laut zum teutschen also: 

Dragma, das ist ein bekant gewichte der zaln, das dann ge- 
nenndt, gezellt vnd gewogen wirdt, in der zaln ist ein vnitas, 
die so gegenwertig vnbeschwert ist von allen vnbekanten dingen, 
sonder plos vnd lauter wissent gezelt, genendt vnd geponderirt 
ist in der zal, damit dann die zal anfenglich erwechst in den 
Hauffen zusamen gelesen jn die manigfaltigkeit. Welche dragma 
dann in Gebra vnd Almuchabola werden gesprochen die quanti- 
tates der zaln. 

Von dem dragma zu reden, jnmassen vns die proposition clertt, nennen 
wir dragmam vor ein jtzliche wissende zal die do kheine beschwerung hett, 
das ist das sie weder grosser noch cleiner moge werden. Wann 4, 5 oder 7 
oder aber ein andere zal khunen an jr substantz pleiben, des namen khein 
andern form noch augment noch decrement an sich nemen, als dann radix 
thun mag. Als ich spreche 4 radices, die mogen jres pleibenden namens 
quaternarii verendern werden. Wann 4 radices von 144 dem quadrat grosser 
sein an der zaln, wann von 64, vnd dan noch 4 radices allenthalben genent 


24 


24 
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werden, vnd hierumb werden gesagt, das Radices numeri respectivi seind, 
| jumassen hernach volgt. Aber dragma sein an jm selbst plosse zaln ge- 
sprochen in Gebra vnd Almuchabola, vnd darumb die Arabi dragmam setzen, 
das dann ein pondus ist, als man noch in den Apotecken gebraucht, was 
gewonheit bey jnen zu der zeiten, das sie alle jre tribut, zins vnd geldt 
durch gewieht in bezalunge namen, vnd was dragma hei jnen das gewon- 
lichste gewichte der zalen vnter dem Volke. Hierumb noch gebraucht 
werden in den Apoteck, wann zu den zeithen GaLenı vnd Hırocrarıs was 
khein gewenlicher gewicht bei den Arabis dann dragma, das dann mit 
seiner besondern figuren hernach volgent wird bezeichent also %.) Es 
sprechen bei vns etzliche, dragma werde genomen vor eine gemeine muntze 
der moneten, als guldenn, pfennig. Sagen wir auch nach vnser Gebra vnd 
Almuchabola, das Dragma billicher hie werde genomen vor ein pondus, 
dann vor eine moneten. Vrsach ist die: wann eine jtzliche monet mag 
geheisen werden mit mehr vnitatibus dem Radix gleich, wann ein gulden 
ist ein monet, vnd gulde dragma der gilt mer groschen dann eine silberne 
vnd dragma pfennig geltt, vnd werden doch beide dragma genent. Das ist 
dragma nicht der apotecker oder Arabischen, dann sie nennen dragma das 
pondus nach gemeinen lauf in der zaln der granen, die dann gewenlichen 
bei allen volekern ein gewicht, ein zal | vnd ein schwer haben, vnd hierumb 
hat Aneesras gesagt dragmam, das dann ein vnveringklich pondus_ ist, 
wann 1 cf, 1%, 1 lot vnd dergleichen sind bei allen Nationibus nicht in 
gleichen brauch oder pondus. Alsdann ist dragma, das dann vnverruckt 
bei allen nationibus gebraucht wurdet, wann es nach den granen genomen 
vnd abgeponderirt wirdet, damit die Regel sanative der Medici in einer 
form gehalten mogen werden, inmassen die von AUICENNA, GALENO, HyPpo- 
CRATE, die alle Arabes gewest seind, beschrieben sind. Vnd der vrsach, 
das khein zal mocht besser gesprochen werden jn pleibenden wesen, dann 
durch dragma, hat sie ALdesras angenomen mit den Arabischen Ertzten 
gleichmessig jn seiner Gebra vnd Almuchabola zu gebrauchen, vnd haben 
wir also geclert das erst gebrauchendt stuckh jn Gebra, das ist dragma. 
Nun volget von dem ding, das wir radicem nennen, das zehente Capitel, 


Capitulum deeimum de tertia propositione ALsErrAE Arabis in Gebra et 
Almuchabola eiusque expositio. 
Res est substanlia numeri impregnala wnilatibus longitudine, qua 
census in polentia creseit. ipse namque el causae in coniechwrationibus 


1) Das Zeichen SP für Dragma wird in den Dresdner Handschriften ® ge- 
schrieben. 
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quaestionum radiees quedam nomine Ttotius numerorum genilurae uppellare 


ceperunt.!) | 


Hie saget ALGesrRAs von dem andern stuck seiner Gebra vnd Almu- 


chabola, das ist von dem ding oder 5, vnd laut zum Deutschen also: 
Das ding ist ein substantz, die do geschwengert ist mit den 


vniteten in der zal zu gebern durch die leng einer linien, welcher 
linien lenge der 53 mit macht erwechst, vnd solche gesatzten 
ding jn unser Gebra vnd Almuchabola seind vrsach der zal zu 


finden in den fragstucken. vnd sie haben genomen den namen 


radix, das wir rem nennen, radicem, das ist eine seiten oder 


leng des quadrats, die do vnwissent genandt ein ding ist, vnd 


solcher ding gemelter Gebra vnd Almuchabola seind erstlich 
vrsach aller geberenden zalen durch die leng der Linien. 


Von diser proposition ÄLGEBRE zu nemen einen schrifftlichen sin, so 


haben wir vormals gesagt, das ein ding mag grosser vnd cleiner genomen 


werden vnvorrucktes namens. Als wir setzen 4 radices, das sein 4 ding, 
in der leng von 144, die seind grosser dann 4 radices von 64, vnd seind 
doch in longitudine, das ist in der seithen des quadraten, ytzliche vor ein 
ding gerechent, vnd wie wol die vier ding von 144 in der leng ge- 
schwengert sein, wann jtzlich | ding hat zu gebern 12 vnitates in numeris, 


also desgleichen von 64 sein 4 ding ytzlichs 8 vnitates zu gepern. 


Vnond 


hierumb nennet ALGEBRAS rem ein geschwengerte substantz der zalen, die 


do geschwengert ist mit unitates in der lenge in numeris 
gegen den zensus zurechnen in numeris. Vnd hierumb mogen 
wir setzen ein ding, das zu gepern hat vnitates jn der zalen, 
vnd das nennen wir radicem oder rem, von welchem dann 
zu gebern muglich ist alleine zaln, jnmassen wir dann an- 
gezaigt haben. Welchs dann mit besondern zaichen wirdt 
figurirt jn nachvolgenden Capite. Wann vrsprunglich der 
grundt zu fassen, es were ein quadrat vnwissent gesatzt abed 


d 


100 


1x 
Fig. 10. 


C 


(Fig. 10), das sein, ab wer vnwissent. Nun nach vnser Gebra vnd nach 
rechten verstandt, so wirdt genandt ab eine Lini schwanger, ein ding, das 
do tragen mag alle zalen, wann dem 5 ist noch kheine aufgelegt, vnd 
gleicherwis das ab, das einige ding in der leng geschickt zu gepern ein 


1) In der Handschrift ©. 8 ist der Wortlaut dieses Paragraphen durch über- 
geschriebene Zahlen in folgender Weise berichtigt: „Res est substantia numeri 
impregnata unitatibus, qua census longitudine crescit in potentiam. Ipse namque 
est causa totius geniturae numerorum in coniecturationibus numerorum. Nomine 
quidem radicem appellare ceperunt.“ Das stimmt auch mit der deutschen Über- 


setzung besser überein. 


4 
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jtzliche zal, also ist auch .der tribut des dings zu wagen in pecunia eine 
jtzliche zal, die jme aufgelegt ist oder wurde. Nun legen wir auf den 
zens | 100 dragmas argenti, so were ab das ding in longitudine, beschwerdt 
mit 10 vmitatibus in numeris, Legen wir dann auf der Linien 9 in 
numeris, so ist der tribut 81 dragmas, also were das ding in longitudine 
9 in numeris vnd 81 in potentia. Vnd solchs ist der vorstandt in vnser 
Gebra, das wir nennen cosam, das ist ein radix oder res gesaget. Nun 
folgett das eilfte Capitel von dem dritten stuckh, das ist vom zenso, 


Capitulum undecimum de quarta propositione ALGEBRAE eiusque ewpositio. 


Zensus est potentia radieis in se deseripta, qua res longitudine in super- 
ficiem ab aequalibus ad aequalia pariendum numerum denudanda erevil. 
Hie saget wns Auscerras von dem dritten stuckh seiner Gebra vnd 
Almuchabola, das ist von dem zens, vnd laut zum deutschen also: 
Zensus ist ein Macht des radix in sich gefurt, welcher macht 
das ding in der lenge gesatzt in einem superficiem von gleich 
zu gleich ist gewachsen, vff das do wurde entplöst die geberende 
zal, von der wegen dann das ding gesatzt was. 
Diser proposition einen vorstentlichen schriftlichen sin einzufueren, so 
gibt vns die proposition zu verstehen, was 3 sey in vnser Gebra vnnd Al- 
muchabola, saget, das zensus sey, dadurch das ding oder den radix in den 
superficiem quadrieren in sich gefurt etlicher weyse. do ein ding, das do 
einig ist, so dasselbig gesatzet oder geschatzet wird in dem werdt, oder jm 
selbst gleich, so ist das sein zins oder tribut, vnd wird bey vns genandt 
gleicher weis als ein geldt des dings, wann ein jtzlich ding in der weltt 
nicht hoher khan gewirdigt werden oder verkaufft, dann alsuil als an jm 
selbst geachtt. Also wird 5 pej vns genandt als ein Tribut des dings, 
wann ein mas verschlossen jn einem vafs zuverkauf wird geacht als ein 
vnwissent ding. Nun solchs am einem valorem vnd werdt anzuschlagen, 
das es werdt were, antworten wir nach vnser Gebra vnd Almuchabola, 
das es nit hoher khan verkaufft werden, dann vmb sich selbst, dann ein 
jtzlich ding ist sein selbst werdt, vnd also ist derselbig werdt bei vns ge- 
satzt ein 3, das ist ein guldt oder valor des dings. Dann ein ding, das 
do vnbekannt ist, khan keiner zal zugeeigent werden der guldung dann 
das ding selbst. Nemen wir vor, solchs besser zu bedeuten, damit wir 
grundtlich bericht werden, | was der 3 in vnser Gebra sey: Es kauft einer 
vom andern ein buch umb ein gelt zu bezalen vff etlich zeitt. So die 
verscheintt, hat er des gelts nicht, damit er bezalen mag, wirdt jn allem 
rechten ertheilt, die weil das Buch nicht geergert worden ist, das er sich 
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mit seinem gut mus wider bezalen lassen. Also solche Bezalunge wirdt 
bej vns gesprochen ein ziens, das Buch mag 1000 fl haben golten, vier 
oder funf, noch dennoch ist der ziens oder bezalung recht wider mit dem 
ding, vnd also hastu vorstentlich, das do erstmal seinen vniteten nach 
wirdet das ding in longitudine gesatzt, vnd alsdann sein valor, das ist in 
potentia, angeschlagen so hoch, als es an jm selbst ist. Wir mogen auch 
den gemelten zensum nennen ein quadrat, der do von gleicher lenge zu 
gleicher lenge ist erwachsen, jnmassen vns die proposition weyset. Aber so 
verstentlich zu begreifen, ist es schlechten menschen zu dunckel, vnd hierumb 
nennet es ALGEBRAS zensum. Vnd also haben wir clerlichen, das do radıx 
gepirdt zensum, vnd die zwey geberen vnitates in numeris. Nun volget 
von der eigenschafft diser dreier stuckh, dragma, radix, zensus das 12 capitel. 


Capitulum duodecimum de quinta propositione ALGEBRAE eiusque expositio. | 


His ilaque dispositis, in Gebra ordine, quo sibi succedunt signis non 
mumero, omnis superficierum et solidorum series inseritur, atque cwilibet pro- 
portionati continue inmutabiliter communicet. 

Nach gemelten dreien stuckhen saget vns ALGEBRAS von diser pro- 
position, vnd laut zum deutschen also: 

Die do sind in Gebra also geordnet der ordnung, als sie nach- 
einander volgendt der zaichen nit mit der zal, in solcher ord- 
nung wird angezaigt die nacheinander volgung thun alle zalen 
der superfieien vnd solidorum, auch welche Ordnung einer yeden 
proportionalitet vnverruckt gemeine ist. 

Inmassen wir die cleren wollen, zum ersten sagt die proposition: so 
die gemelten drei stuckh werden gesatzt in der ordnung, der sie dann nach- 
einander volgendtt mit den zeichen, sagen wir, das zum ersten ist gesatzt 
dragma, die wir bei vns figurlich schreiben 9, 0, welcher dann in der 
ordnung vorbeschrieben volgt der Radix, den wir figurlich signiren 2), 
solchen volget nach der %, von welchem wir gesaget haben, der do ent- 
spreulst aus den % in sich gefurt. So nun solche drei zaichen , x, 35 


oO’ 8 


28 


jener ordnung, wie dann angezaigt, gesatzt, | so entspringen aus jnen alle 28 


andere nachvolgende zaichen, nieht der offen zal not zu sein, wann sie 
allein proportionaliter dinet jn der zaln. Wann wir wissen, das jn dreyen 
zaln die extremi quadrati sein vnd im vierten cubi, jm funften 3 de zenso, 


1) Das Zeichen für res also % ist in der Göttinger Handschrift geradezu ein 
geschriebenes deutsches z (AP), so dass also die Entstehung von x aus diesem 
Zeichen sehr wahrscheinlich ist. Das Zeichen für census ist ebenso ein deutsches 35; 
es wird ja auch mit zens oder ziens identifiziert. 


2% die ding alle einzufueren wurde sehr weitleufig, 


ct, 
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vnd so sie also fortpas gesatzt werden die obgemelten signa, so machen 
sie bedeutlich die natur aller proportionen, Also wir setzen wollen duplam 
proportionem continuam in numeris, sehen wir, das der dritt in der ord- 
nung der proportionalitet continua ein quadrat ist, der viert ein cubus, der 
funfft ein zensus de zens. Aber die ge- 
Dragma satzte proportion dupla dienet allein, 
Radix e soweit sich jr zal ausspannet. Aber 
ereeene ——] die | proposition mit den signis gesatzt, 
Zensus u. ; , A ; 

die ist allein proportionaliter dienen, 


Cubus wann in einer ytzlichen proportionalitet 


Zensus de’ 26nno continua werden die nomina der super- 


- ficien zalen vnd solidorum vnuerruckt 
Sursolidum 


Zensi eubus 


gehalten. Es ist auch in disen signis 
nicht anderst zu halten, dann wie es jn 
andern continuen proportionaliteten ge- 
halten wirdt, also das die speties con- 
tinua, disiuncta, eversa, permutata etc. 


Bissursolidum 


] 
Zensus zensui de zenso 333 | 256 


Cubus de cubo gehalten werden. Wann gleicherlei- 
weyse die proportion z ist ad 3, dels- 
gleichen ist ; ad eubum vnd cf ad 35; darumb auch z ad cl sam 3 ad 3, 
vnd dergleichen der andern signa, die wir dann darstellen haben in ccf, 
vber den nicht not ist zugehen, jnmassen hernach die vrsach ereugen soll. 
Ist auch von ALGEesrA weither nicht gesetzt dann durch diese drei Zeichenn 
Sf, %, 5, die dann continue proportionales sein, vnnd aus jn entspringen 
alle nachvolgende signa mit jren caractern geschrieben, jnmassen bei vns 
gewonheit ist vnnd angezaigt. Bin auch guter zuversicht, ein yeder fleissiger 
schuler, ehe vnd er auch anheb vnsere Gebra, jm sollent vorhin bekant sein 
die proportiones, proportionalitates vnd medietates numerorum. Wann vns 
| vnd darumb allein ein- 
zufueren, was vns in Gebra vnd Almuchabola not ist, setzen wir bedeutlich 
caracteres gemes den superficien vnd corporibus, vnd, wie die erwachsen 
angezaigter continua proportionalitate, wollen wir satzen vnnd aufsdrucken 
jan nachuolgendem Capittel. 


Capitulum tredecimum de sexta propositione ÄLGEBRAE eiusque eaxpositio. 


Cubum, quem primum radix in censum produxit, ipse quidem ab 
aequalibus per aegqualia ad aequalia soliditetur et in altitudinem erescit, 
regularissimum omnium corporum, quo solo et tetragono superficie vel planitie 
eius cuncta metiri habent, 
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In hienachgemelten stuck saget ALGEBRAS, was c{ !) sey, vnd laut 
zum deutschen also: 

Cubus, den do erstlich pflantzet radix durch den zensus, der 
erwechst von gleicher leng durch gleich gleichlich in die hohe, 
vnd ist das aller richtigte corpus vnter allen andern corpora, 
mit welchen allein vnd dem quadrat, der sein planum ist, damit 
or wechset, alle corpora gemessen werden. | 

Sollen wir wissen vnd aufmerkung haben, das der cubus wirdt ge- 
braucht in Gebra gleichmessig erstlich durch den % gesatzt ein ding, welchs 
so das in sich gefurt wirdt, erwachst der zens, so dann der noch einmal 
in den zens gefurt wirdt, erwechst cubus, darumb mus man hier hinen ge- 
brauchen das x cubice, jnmassen dann hernachmals volgen wirdtt, dann er 
hie alleine mit seinem signo, vnd nicht mit wissender zaln, gleich wie der 
zens, gebraucht wirdt. Sie haben auch cf, vnd 3 einen %, jnmassen die 
proposition sagett, das des cf, planicies sey der tetragonus, welcher seiner 
seithen in plano, der cf, in altitudine erwechst: Darumb spricht er: ab 
aequalibus ad aequalia aequaliter soliditetur et in altitudinem creseit, vnd 
dergleichen sein alle, die do wachsenn in gleicher proportion, wann Sf ad 
cubum in gleicher proportion als c{, gegen zc(, also auch x gegen 35, als 
33 ist gegen biß, und seind alle in den radix cubica, jnmassen dann die 
gesatzte figur der signa ausweist, die deme einem ytzlichen $f ist gemes, 
das du dann mit einer zal hast zu vorsuchen, die dann continua propor- 
tionalis ist, dabei du erkennen mogest die proportion der zalen gegen den 
signa. Vnd von dem cub wollen wir, zur zeit den Algorismus setzen, bas 
ercleren, wie er in der zal sol gebraucht werden. | 


Capitulum decimum quartum de septima propositione ALGEBRAE eiusque 
expositio. 


Census de censo ipsum est quadratum quadrati, cewius radır contra 
cubum ducta, vel census in se, a solido in planitiem relabata quadratura. 

Hie volget von dem 33, der dann erwechst von dem radix in den cf. 
gefurdt oder aus dem 3 in sich selbst gefurt, vnd laut zu vnserm deut- 
schen also. 

Zensdezens, das ist ein quadrat von einem quadrat, des 
radix wirdt gefurt wider in den c{, oder der zens in sich selber, 
vnd wirdt genant ein quadratura, die do khumbt von solido ge- 
fallen in die planitiem, 


1) Das Zeichen für den cubus ist das Anfangs-ce mit darangehängter End- 
silbe us (9), die der Bequemlichkeit halber umgekehrt geschrieben ist (ef). 


30 
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Wann ein jtzlich corpus, so das in sein radicem gemultiplieirt wird, 
erwechst in den plan, vnd darumb kumbt 35; von c{, in seinen % gefurt, 
oder aber aus dem quadrat in sich selbst gefurt, vnd wirdt genandt zens- 
dezens regularis Gebrae Wann gleicherweis 5 radicem hat, also hat 33 
radıcem radicis quadratam vnd wirdt von den superficien in plano gemelter 
proportion der signa gefunden. Defsgleichen cubus de cubo wirdet regulare 
Gebre von den corporischen zalen, wann er radicem cubicam hatt. Von 
den zweien wir dann aus dem zenso die superficien vnd aus dem cubo die 

31 corpora reguliren, darumb ist | 33 regulatiuum der superfiecien aus 3, vnd 
ec{ der corpora aus c{, vnd wirdt hie auch gebraucht mit den zaichen zu 
coniecturiren, jnmassen wir dann vormals rem oder radicem gesatzt haben. 
Denn, so wir setzen in vnser Gebra 133, das ist, das zu viermalen jn die 
multiplication ist gegangen vnd von dem radix zum vierten mal prolongirt 
ist, dann 16 35 ist zu 2 mal 2 vnd zu 2 mal 2 von 2 dem radix wirdt 
geweitert werden, darumb heisen wir es quadratum de quadrato, des radix 
ist von dem % radıx. Als von 16 ist 4 radix, von welchen 4 ist radıx 2, 
also ist radix des 33 16 in der zal 2, welches zensdezens, so wir erst- 
lich ein radix gesetzt haben, das ist ein 5 wer 2, valor des dings in 
numeris, vnd das ding wer 2 vnd sein 35 wer in numeris 16. Vnd also 
ist auch jm cubo vorgesatzt,  cubica ist das ding etc. vnd defsgleichen 
auch in den nachuolgenden Signis als $& vnnd biß aigentlich aufsdruckt 
wirdt, Volget von dem sursolido vnd bissursolido das 15 Capitel. 


Capitulum decimum quintum de octava propositione ALGEBRAE eiusque 
31’ expositio. | 
B, biß Sursolidum simul et bissursolidum ductiones quedam radicum . contra 
soliditatem, quae a corporeitate in planiciem et ab eadem in eandem irra- 
dicabilem recedunt.  Ipse enim radicem gerunt non censicam, non cubicam, 
sed quo tunc loco ductione a radiei alterari ceperunt. 
Hie saget AugesRas von den sechsten vnd achtenn signo, das ist von 
dem sursolido ynd bissursolido, vnd laut zum deutschen also: 
Sursolidum vnd bissursolidum seind fierung etlich der radix 
wider die soliditet, welche dann von den corporischen zalen in 
die plan, vnd von der plan wider die corporischen zalen vn- 
geregulirt fallen oder wachsen, wiewol sie radices gepern vnd 
haben, haben aber nicht quadratam noch cubicam, sundern dann 
der fuerung jrer stadt, so weit sie dann von den x erstlich sein 
ausgezogen oder gegangen. 
Von disen signis sursolidi vnd bissursolidi laut der proposition werden 
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hiemassen gesatzt von. ALGEBRA, sam die vorgemelten signa gesatzt seind 
worden zu coniecturirn in Gebra vnd Almuchabola, vnd wiewol sie kheinen 
radiceem regulirn nicht haben, als eubicam oder tetragonicam, noch auch 
nicht radicem 33 | doch so werden jre radices genant an der statt, so weit 32 
die dann von dem ersten radicem gewandert haben, als sursolidam vnd 
bissursolidam, von welchen dann zu irer zeit zu extrahirn wir sagen werden 
in voserm andern Buch, wann die zwei signa vnter allen signis exempt 
vnd ausgenommen seindt. Hierumb spricht die proposition: irradicabilem, 
id est, non regularem, wann alle andere signa mogen durch gesatzte ex- 
traction der radix volfurt werden, jnmassen durch maiores nostros vnd 
vnsere vorfarn gesatzt sein als radix zc(, quasi ein c{ des 3. Dann radix 
cubica von 64 ist 4, das ist der zens, des ist 2 sein radix. Gleich ist 
auch zugesprochen radix ec(, von 512 ist 8, vnd radix von 8 ist 2, vnd 
also seind dise signa gegrundett auf die corpora vnd superficies, die da 
radicem haben, jre latera secundum proportionem duplicatam et triplieatam. 
Wann die superficienn haben die proportion gegen jren latera proportionem 
duplicatam, vnd die corpora triplicatam, aber die zwei signa supersolidum 
vnnd bissursolidum, als 32, das dann sursolidum ist, seind exempta, dann 
sie haben quintuplicatam vnd septuplicatam laterum vnd gleichwol 2 vor 
jren radicem, als 64 zc(, oder 512 ec. Aber allein, das | der nicht ge- 32’ 
regulirt ist vond in vsu oder gewonheit der schlechten Arithmetic nicht ist, 
dann wir von disen radieibus sonderlich werden sagen, zuerfordern jre radices, 
als dann die proposition saget: radicem gerunt ete. Also nennen wir jre 
gemelten radices sursolidam vnnd bissursolidam, wann die durch funffte vnd 
sibende multiplication von dem radix aufsgewandert haben, jnmassen 3% der 
vierten Multiplication extendirt ist von dem %. Auch soltu mercken, das 
die zwei signa werden hierumb genant sursolida, das ist surda solida, dann 
sie entspringen aus den corporibus vnd superficiebus zusamen gemultiplieirt 
an surdischen vnd irrationalischen section als an der funfften vnd siebenden 
stadt der Multiplication. Nemen wir 4, das ist ein quadrat vand super- 
fieies, vnd nemen 8 den c(. So wir nun sprechen 4 mal 8 ist 32, das 
kban nicht haben ;, dann proportio corporum ist sesquealterirt gegen den 
superficiem, wann duplicatum vnd triplicatum seind sesquialteri, welcher 
dann weder duplicata noch triplicata ist. Vnd desgleichen bissursolidum. 
Von 8 das dann ist c{, vnd 16, | das dann ist 35, wirdt 128, das dann 33 
auch kheinen regulirten radicem hatt, sondern sursolidam. vnnd von solchen 
ductionibus wirdt noch vil demonstrirt, indem man findet, das sie gleicher- 
mas 2 pro radiciı $ vnd biß haben, jnmassen die andern regularen signa 
in der figura gesatzt z0[, 335, cc. 


& 6 53» 
ccf, 
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Capitulum deeimum sextum de nona propositione ALGEBRAE eiusque expositio. 


Caeterae namgque ductiones regularem quandam composilionem super- 
fieierum duplicalae vel corporum briplicatae proportionis laterum habent mautuo 
(scilicet inter se corpus ad corpus, superficies ad superficiem), vero quemad- 
modum laterum atque superficierum aut corporum alque superficierum ad 
invicem constabit sesgquialtera nota proporlio. 

Hie saget ALGeBrAs von den andern dreien seiner zal-zjc{, 558 vnd cef, 
vnd laut gemelter text zum Deutschen also: 

Die andern signa vnd fuerung oder multiplieirung der zalen, 
die haben eine geregulirte satzung mit zwei lateribus als die 
superficien duplicata jrer latera, die corpora triplicata jrer 
laterum, aber so die vnnereinander jtzliche proportionirt wirdt 
oder werden, als | latus gegen andere laterum, oder linien gegen 
linien, superficies gegen einem andern superficie oder Corpus 
gegen einem andern corpore, so ist ein Latus gegen einem an- 
dern latus als ein simpel linien gegen der andern. Aber ein 
superficies gegen dem andern ist als der latera duplicata, das 
ist in sich gemultiplieirt; der corpora proportio ist als der 


latera ge- 
9 ! e triplieirt. 

4 * “ z 
Baike Also ist zu 


8 - 12.18 - 27€ coneludi- 


16 »- 24 » 36 - 54 - 813 
32 » 48 » 72 . 108 . 162 - 243 8 
64 - 96 - 144 - 216 - 324 - 486 - 729 zcf 
128 - 192 » 288 - 432 » 648 » 972 - 1458 - 2187 bik 


ren, das 
ein corpus 
gegen den 
andern ist 
mit jren 
R | ’ super- 
768-1152-1728-2592-3888.5782-12748-12922-19683 cl) .. . A 
ficien in 
solido, als ire superficies der corpora gegeneinander in plano. 
Auch so ist ein superficies gegen den andern duplicata, in 
welcher dann die proportion der laterum gegeneinander ist in 
longitudine duplieata. Aber so man proportionirt ein corpus 
gegen einem superficien, das ist sesqualterirt. Wann duplica- 
tum ist der superficien vnd triplicatum der corpora; so man nun 


1) Unter diesem Dreieck steht in ©. 8 die Unterschrift: „Figura omnium 
ductionum, superficierum, solidorum et proportionalitatum.“ In den beiden andern 
Dresdner Handschriften fehlt die Zusammenstellung vollständig. 
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duplicatum vnnd triplicatum zusamen rechent in der proportion, 
so seind die sesqualterj, das seind sursolidi vnd bifsursolidi. 

Von disen dreien signis den text gleichmessig dem vorstandt einzu- 
furen, nemen wir vor vns zef, als 64, der dann ist ein zens des cf, 8, wel- 
cher dann 8 hat vor sein latus rationale vnd wirdt geheifen ze, wann 
sein duction an der sechst stat ist vnd hat gemeinschaft | mit dem cubo 
vod zens. Mit dem cubo 8 dann der cf, 8 wirdt aus dreien duplen, so 
wirdt diser aus 2 mal 3 duplen. Also von wegen der drei duplat hat er 
gemeinschafftt mit dem Cub von 8 des x ist 2, der hie mit 6 duplen ge- 
duplieirt wird, das ist 4, also ist „ von 64 cubica 4, des vrsach ist 64 
ein c{, des 5 4. Es wirdt auch genandt c(z, das ist cubizens von wegen 
der 6 dupla. Wann der ziens wirdt aus zweyen dupla, so ist das zu drei- 
mal zwey. Also mit dreien duplen wer es 8, vnd aber mit zwir 8, das 
wer 8 mal 8, das wer 64, von wegen der 2, vnd also ist es regularis 
ductio, wann es hat duplicatam proportionem mit 8 superficien vnd mit 
4 dricorpora, welcher radix cubica von 8 vnd zensica von 4 gleich sein 
in 2. Aber 335, die achtest duction aus von 2 dem radix, entspreufst aus 
8 duplen vnd hierumb, das 35 mit 4 duplen erwechst, vnd diser mit 8, 
wird duplicatum, also 3 de 33, 256, wann 256, das ist 33 die achtest duc- 
tion von 2 aus; des radix ist 16, das ist 33; des radıx radieis 2, vnd hat 
also dise duction eine geregulirte proportion mit den superficien. Von dem 


34 


letzten signo ccf, das | ist cubus ab cubo, welcher dann die neundte auf- 34 


furung ist von dem radice, wann der aus den neun duplen khumbt. Nun 
9 duplum das ist triplum triplati, wenn aus drei duplen wirdt 8, aus den 
andern auch 8, aus den dritten auch acht, das ist 8 mal 8 zu 8 mal 
ist 512. Des Radix radices cubica ist 2, vnd das letzte signum in ge- 
melter Gebra ist auch regulare mit den Corporen, vnter welchen alle 
signa $ vnnd biß khein regulirt convenientz nicht haben, dann sie quin- 
tuplicatam lateram haben vnd septuplicatam, welche proportion khein con- 
venientz haben mit den corporibus, wann sie weder duplicata noch triplicata 
seint vnnd an surdischen stetten gesatzt werden, inmassen darnach jn 
voserm dritten buch von jren radieibus gesagt wirdt.?) 

Nun volget das 17 capitel ALGEBRE von den vergleichungen, welche 
dann entspringen aus jetzt gesatzten Zeichen. 

1) Die von unserm Verfasser angewendeten Zeichen sind also folgende; 


RM, u 5 dk 5 Di a 0, 


u. 0 NE Et - 


das ist 
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Capitulum deeimum septimum de deeima propositione ALGEBRAE eiusque 
expositio. 

35 Omnium duclionum ordinis proportionalis deseripti | octo aequationes 
Gebrae et Almuchabolae invenimus, quaruım quaelibet signis ad duas aequales 
restaurando vel minuendo partes redueitur. 

Hie saget AngesrAas was vor Equationes entspringen aus vorgesatzten 
Signis vnd ductionibus, vnd lautet zum teutschen also: 

Von allen fuerungen oder multiplieirungen der proportio- 
nalischen satzung der signa vorbeschrieben finden wir acht 
aequationes Gebre vnd Almuchabole, welcher equationes jr jtz- 
liche mit vorgemelten signis zuthailen, das ist zu zweien gleichen 
thailen bracht wirdt mit gebung oder nemung der affirmirung 
vnd negirung, jnmassen hernach volgen wirdt zu seiner zeit der equa- 
tiones demonstrationes einzufueren. 

Welchs aber werden die gemelten equationes, wollen wir dir ordine 


setzen. !) 
H % Die erst equation der gemelten signa ist, waun 
% 3 zwei einander vergleicht werden, die nach ordnung der 
3 c{, proportionalischen Satzung nacheinander volgen, vnnd 
ed 35 khein Intermis gesetzt wirdt, vnnd seind hie gesatzt 
35 * aequatur d 8 die signa diser equation. Wann jre proportion ist in- 
35 8 je(, massen | 9P vnd % gegen einander gesatzt, das wir vns 
al bi5 dann haben zubewaysen jm 12. capitel, wann sie con- 
biß 355 tinui proportionales seind, hierumb mus sein 9? gegen 
355 ect, x als x gegen 3, vnnd hierumb wirdt die erste equa- 


tion genant, wann ein signum dem negstvolgenden vergleicht wirdt. 


1) Die von unserm Verfasser aufgestellten Gleichungen sind in neuerer Be- 
zeichnung folgende; 


Da"—ba"rt!, n—=0...8; DM at—=ba"t? n-0...T; 
II) aa" =bart?, n—=0...6; IN at =batt, n=0...5; 
Vat—bartt Let?! n—=0...7; 
VDE ra" te"t?, n—=0...7; 
VD can" +batt! n—=0...7; 
VI aa" —=bart? 1 ca"tt at —bart? Lt ca"t8 
rettet. tt net... 3; 
cat ti aa" +ba"t? cart aa" +ba”t? 


act bartt + ca +® 
bartt ar" + te, n—= ll. 


er t?— an" + Dar 
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H 3 Die ander vergleichung ist, wann zwei signa 
% e(, durch das mittel vbergangen einander werden ver- 
A 35 gleicht vnnd auch nach ordnung nacheinander volgen- 
cf, ß den egesatzten proportionalischen satzungen, welche 
33 BISADE je, satzung vorgleicht wirdt dem superfiie. Wann die 
5 biß erst gesatzte regel vnd equation ist vorgemelt, hat 
ze, 335 die natur der linien, wann sie khein intervallum hat, 
biß ee das ist khein jntermission, sondern continue volgendt 


in forma der linien. Aber dise gesatzte hat ein Intervallum jn forma der 
Linien eins signums, welchs nach ordnung vbergangen wirdt, jnmalsen die 
figur elerlich aufsweist durch die signa. 

Die dritt equation ist, wann do zwei signa vbergangen | werden 
jn ehegemelter satzung oder proportionalischen ordnung. Solchs hat die 
NG el, natur der corpora, welche dann zwei jntervalla haben 
% 35 oder media proportionalia. Solchs wirdt dann durch 
3 B den cf, volfurt, als vnsere dritte equation verlautern 
c, ) aequantur { 3e, wirdt, dann sie seind alle proportionalia. hierumb 
33 bi mus die proportion sein Sf ad cf, als % zu 35, zwi- 
B 355 schen welchen dann allemal zwei signa jntermis sein 
zcl, ef, vnd alwegen proportion der corporen ist. Wann, so 
wir setzen ein comutabilen numerum der proportionen, jnmafsen wir jm 
12 Capitel gesagt haben: So dragma, das ist ein vnitas actualis, wirdt 
vorgleicht 8 cf,, wird von not corpus gegen corpus geproportionirt, darumb 
sein corpora, die proportion triplicata latera haben. hierumb radix cubiea 
von 8 wirdt nach der equation werden valor. So wir nun % gegen 33 
proportioniren, das ist 2 gegen 16, wirdt aber die gemelte proportion ge- 
halten, in welcher satzung vntermischt ist 3 vnd c{, das der form der 
dritten equation, jumalsen die figur aufsweist. 

Die vierdt aequation wird vorstentlich aus disen signis gezogen, 


56 


so dann drei signa werden intermittirth | jn gemelter ordnung der propor- 36’ 


tionalischen satzung, vnd diese aequation wirdt auch dem superficie vor- 


Di 35 gleicht; wann so Sf wirdt vorgleicht 33, werden drei 
& $  signa intermittirt, vnd radix radieis quadrata ist der 
3 ze, valor. Vber disen saltum diser dreier signa ist nicht 
el, ai an aa biß gewonheit, wann so mann transgressum hat vber 
35 355 4 signa, so kheme radix vf sursolicam, der dann 
5 er{, bei vnsern Arithmeticis jn gewonheit vnd brauch 


nieht ist, vnd wie wol wir von dem jn vnserm dritten buch sagen werden 
mitt einfurenden demonstrationibus, lassen wir das hie zur zeit pleiben vnd 


wollen transgressive hiemit eingezogen haben, die do durch ordnung der 
Curtze, Urkunden, 31 
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ductiones vnd ordnung multipliecationis geschehen mögen. vnd so wir nun 
transgressum hetten mit; sechsen signa, so erheischt nott, das $f mus sich 
vorgleichen biß, welchs radix bifsursolica ist valor, vnnd also dergleichen 
wollen wir hiemit eingebracht haben. Wie die signa gemelter equation 
stehen sollen weist aus die Figur. 

37 Die funfft aequation wirdt vormerckt aus gelmelten signis, so drei 
signa nach einander volgent, vnd die letzten zwei werden vergleicht den 
ersten jn gemelter proportionalischer satzung, welche auch den superficiebus, 
jnmassen wir jn den sechst propositionen Yrıs demonstrirt haben, vnnd 
diese satzung daraus gezogenn, welche dann nach ordnung der aequation 
also gesetzt werden wirdt. 


u: X 
A: % 
Ä 3 3 
: . aequantur Ri 
zel, biß B 
biß 335 3, 
333 cck, bik 


Die sechste Equation gemelter signa wird vormerckt in gedachter 
proportionalischen satzung, wann do drei signa nacheinander volgent, vnnd 
die ersten zwei werden vorgleicht dem dritten, welche aequation abermals 
den superficien wird zugeaignet, wann sie continue nacheinander volgent 
sein. vnd wie wol wir sprechen, das die ersten zwei dem letzten vorgleicht 
werden, so geschicht intermissis des mitteln, jn dem, das das erst dem 

37’ letzten gleicht mit den mitteln, vnd stet in der figurn also mit jren | signis: 


Ge € 
vd 3 
3 5 Ä 
i > aequantur s 
B biß 3 
ze, 338 bik 
biß cc 333 


Die siebende Equation vorberurter Signa angezaigter proportiona- 
lischer satzung oder ordnung ist von dreien signis, welche ohne mittel nach- 
einander volgenden, vnd das erst vnd letzt werden vergleicht dem mitteln, 
welche mit den negsten vorgesatzten zweien vorgleicht den superficien vnd 
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nicht den corporischen zaln, jnmassen die nachvolgende figur aufsweist, 
wie gesatzt: 


KH x h 
u ch, 
3 33 
38 i 

33 ” aequan ur zel 
B 3 big 
3 biß 338 
bi 335 ech, 


Die acht Aequation wird gesatzt von dreien signis nacheinander 
volgende in gemelter ordnung der proportionalischen satzungen, doch der- 
massen, das eine ordenliche saltirung geschehe, vnd alle wege zwei einem 
vergleicht oder equirt werden, vond wirdt vf egemelte siben regeln ge- 
grundt; vnd hierumb wird sie nach den negsten dreien jn drei theil ge- 
spalten, vnd noch jeder aber in drej nach den ersten gesatzten. Zum 
ersten, wann do saltus geschicht eines signi, welchs alsdann soll werden 
vorgleicht auf das letzt den ersten zweien, | aber das erst den letzten zweien, 
aber das erst und letzt dem mitteln; vnd nach solchen radix tetragonica 
gibt valorem nach der andern Equation. Zum andern, so aber transgressus 
geschicht mit zweien signis gleichmäfsig der dritten Aequation vnd allsdann 
saltum abermals, das erst vnd letzt dem mitteln, aber das erst vnd ander 
dem dritten, aber das letzt vnd mittel dem ersten, nach den negst dreien 
gesatzten aequationibus, vnd allsdann radix cubica beweist den valorem. 
Zum dritten, so der saltus geschicht mit dreien signis gleich der vierdten 
gesatzten Equation vnd also die saltus abermals vorgleicht werden nach 
negst gesatzten dreien: das erst dem. letzten vnd mitteln, aber das letzt 
dem ersten vnnd mitteln, aber das erst und letzt dem mitteln, vnd alß- 
dann radix radicis beweist valorem nach der vorgenanden vierden equation 
vnd wird mit jren signis dreifaltig also gesatzt in neun gespalten species. 


Durch die funfft Equation zu Durch die sechste zu machen 


machen alsdann durch die andere | alsdann durch die andere 
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Durch die siebende Equation 
darnach durch die andere. 
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Durch die siebende alsdann 
durch die dritten 
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Capitulum decimum octavum de prima aequatione Gebrae ei Almuchabolae. 


Primam aegquationem dinoscimus duorum signorum sibi invicem muluo 
sequentium esse aequipolentiam. Minus per maius ommium aequationum esse 
comittendum, ut multitudo in aequatione subsumpta wunilatem signi aeqwi- 
pollentem accipiat, huius tum rei perquirendae primae aequationis solutam 
radicem expedivimus. 
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Hie saget ALerBrRAS von seiner ersten equation Gebrae et Almucha- 
bole, vnd laut zum teutschen also: | 

Die ersten Aequation erkennen wir zweier signa ein vor- 
gleichung sein, die do nach einander volgent sein one Intermiss: 
also solle das minste signum durch das meiste am namen gethailt 
werden jn allen equationibus, vff das die manigfaltigkeit der 
zalen jn der Equation vfgenomen die vnitet ergreife des vor- 
gleichendenn zeichens vnd darnach des fragenden dings der 
ersten equation haben wir aus verricht den vfgelosten radix. 

Dise Equation durch einen schrifftlichen Sin den text gleichmessig zu 
jncorporiren, so laut die erste Equation also: Wann jn einer Coniecturation 
zwei signa aneinander volgendt werden vorgleicht, so solle allemal das 
cleinste am namen, das ist, das weniger ductiones hatt, durch das meiste 
gethailt werden, das ist, das do mehr ductiones hat, vnd was do kompt, 
beweist die frage. Vnd jn solcher Equation haben wir vorgesaget, das If 
vd x seind die ersten zwei signa, die einander vorgleicht werden, so soll 
das 9, das ist absolutus numerus, durch % gethailt werden, das ist durch 
radiceem, wann % an des Bedeutung grosser dann Numerus ist, jnmassen 


wir vorgesatzt haben, das dem % ein jtzliche zal moge vfgelegt werden, |3% 


vnd mit den $f, welche nicht grosser khonnen werden, dann sie an jn selber 
gesatzt sind, auch so wol % an der ersten duction vnd nicht dragma. Vnd 
solche equation haben wir bewisen in vnserm andern capittel, sagende von 
der linien bipartita, daher sie dann vrsprunglich geschopfet wirdt, auch 
dopei mit einem Exempel eingefurt ist worden. Nun finden wir in gemelter 
proportionalischer satzunge, das dise gegenwertige Equation neun modos 
equandj heltt, jn den sie wirdt nach gemeinem Lauf der signa equirt. 

Der erst modus equandi ist, wann 9 wird vergleicht „. Als wir 
setzen 12 % gleich 84 Sf, wirdt gefragt was % werde sein. Saget die 
Equation, wir wollen thailen 84 9 in 12 %, facit 7; also ist das Ding 7, 
wann 7 mal 12 macht 84, vnd ein x ist 7.)) 

Der ander modus, wann do % wirdt vorgleicht . Sam 43 gleich 
20 x. thailen wir 20 jn 4, khomen 5, das ist der x werdt, wann 13 von 5 
ist 25, das machen 4 in numeris 100. Nun 20 radices | von gemelten 13 
machen auch 100, wann 5 mal 20 ist auch 100. 

Der dritte modus ist, wann 3 vergleicht wirdt cf. Sam also 40 3 gleich 
4 c{. thailen wir 3 in cubum, facit 10, vnd das ist ein radix werdt, wann 
4 cf. ist signum equipolentis, vnd 40 3 die equiren jm. So wir nun thailen 


n+1 
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40 mit 4, so nimbt signum equipolentis 4 vnitates in sich, der dann jn 
Equatione subsumirt ist worden mit 4, vnd khumbt 10, das ist vnitas von 
4 cf, vnd ist valor radieis. Wann 1cf, von 10 ist 1000, vnd der 4 ist 
4000. Nun 13 von 10 ist 100, vnd der 40 macht auch 4000. 

Der vierdte modus diser equation ist, wann 33 vergleicht werden c{. 
Als 2 33 gleich 10 cf. Wir thailen 10 in 2, facit 5, das ist ein % werdt 
von dem gemelten cubo vnd 33; wann 133 von 5 macht 625, vnd der 
zwene machen in numeris 1250. Nun 10 cf, von gemelten 5 seind auch 
1250, wann 1 cf, ist 125, das 10 mal ist 1250. 

Der funffte modus diser Equation ist, wann 33 vergleicht wirdt $. Sam 
6 33 sind gleich 2 $, tailen wir 6 jn 2, facit 3; das ist valor radieis. Wann 


402 & von 3 machen | 486, souil seind auch 6 33 von 3. 
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Der sechste modus, wann sursolidum vorgleicht wirdt zef, als 8 & werden 
vorgleicht 2 ac, thailen wir 8 mit 2, facit 4, das ist ein radix werdt. 
Wann 8 von 4 machen 8192, souil machen auch 2 zef, von 4. 

Der siebendt modus, wann ze{, wirdt vorgleicht biß. Sam also 9 zcf, 
seind gleich 3 biß, thailen wir 9 in 3, facit 3, das ist der % werdt, dann 
ein biß von 3 macht 2187, der drei facit 6561, vnd 9 ze, von dreien 
machen auch souil, wann ein z3cf, von 3 macht 729, vnd der neun machen 
auch souil 6561. 

Der acht modus diser Equation ist, wann ein biß.vorgleicht wirdt 333. 
Sam also wir setzen wollen: 5 335 werden vorgleicht 10 biß, so thailen wir 
10 mit 5, facit 2, das varirt valor 4%; wann 5 335 von 2 seind 1280 in 
numeris, souil machen auch 10 bif, wann ein biß ist 128 vnd das 10 mal 
macht auch 1280. 

Der neundte modus diser ersten Equation ist, wenn ccf vorgleicht wirdt 
335, als 3 ccf, sind gleich 6 335, thailen wir 6 mit 3, facit 2, das ist der 
radix werdt. 

Difs seind erste fundamenten vnd fustapfen der Equation, | dapei man 
mag die zukunfftigen ercleren, die doch daraus gezogen vnd applicirt werden. 


Capitalum decimum nonum ÄLGEBRAE de secunda aequatione Gebrae et 
Almuchabolae. 


Secundam aequationem notavimus duorum signorum interciso medio equi- 
pollentiam: minus per maius, ut diximus, esse committendum, huius producti 
latus tetragonicum valorem el quantitatem numeri radieis ostendit. 

Hie cleret ALGeBRAS seine andere Equation, so erstlich demonstrirt ist 
worden jn der proposition Yrıs, vnd laut, zum teutschen also: 

Wir haben die ander Equation vnser Gebra vormerckt ein 
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vorgliedrung zweier signa gemelter proportionalischer satzung, 
zwischen welchen ein Mittel vbergangen ist oder abgeschnitten: 
(als wir gesagt haben) solle das minste seines namens durch das 
meiste gethailt werden, vnd was aus solchem kumpt oder. er- 
wechst, desselbigen tetragonische oder gevierte seiten beweist 
den werdt des gesatzten % oder dings in quantitate der zal, wie 
gros der sei. | ') 

Solche Equation zu jncorporiren nach dem text: wann so zwei signa 
gemelter satzung durch einen vberganghhen mittel vorgleicht werden, solle 
die minste benennung durch die meiste gethailt werden, vnd radıx quadrata 
derselbigen beweist die %, jnmassen die figur der signa diser Equation 
aufsweist, der dann nach gemeinem lauf acht modi gesetzt sein. 

Der erst modus diser Equation ist, wann $9P vorgleicht wirdt den 3, 
zwischen welchen signis % vbergangen wirdt. Sam also 7 3 gleich 252 &%. 
thaile 9P in ;, facit 36, dauon radix quadrata ist 6, souil ist der % werdt. 
thailen wir 252 9 mit 7 3, das dann signum equipolentis vnd subsumirt 
ist mit 7 vmitatibus, so khumen 36 $f, das ist 13 vnd vnitet des zeichen 
equipolentis, jnmassen die erste Equation cleret, warum man das minste 
signum durch das maiste thailt. Nun radix quadrata von 36 ist 6, das 
ist die % werdt, wann 13 macht 36, vnd der thail 7 thun 252, ist gleich 
252 . 

Der ander modus diser andern Equation ist, wann % vorgleicht wirdt cf. 


Sam also wir setzen wollenn 5 cf, gleich 45 y. thailen wir 45 % in 5 ch, 


fait | 9, vnd radix von 9 ist 3, vnd souil ist werdt der x; wann 1cf 
von 5 ist 27, vnd deren funfe faciunt 135 $f, souil sollen auch machen 
45%. Nun ist 1% 3 vnd 45 mal 3 macht auch 135 9: ist recht. 

Der dritt modus diser Aequation ist, so 33 vergleicht wird 3. Sam also 
wir setzen wollen 36 3 seind gleich 16 35. thailen wir 36 5 mit 16 33, faeit 
2%, vnd radix von 24 faeit $ oder 1%, vnd das ist werdt der x. Wann 
16 35 von $ seind 81, vnd 36 5 seind auch souil, wann 13 ist 24, vnd der 
36 machen 81. vnd ist recht. 

Der vierdte modus diser Exguation ist, wann cf, vorgleicht wirdt $. 
Als wir dann setzen wollen: 108 cf, seind gleich 3$. Nun sagen wir, was 
der x sei, thailen wir 108 mit 3, khomen 36, vnd radix ist 6, sovil ist 
werdt der z, wann 1# von 6 macht 7776 in 9. Nun das zu drei malen 
facıt 23328 in Numeris. Nun 1 cf, von 6 macht 216, das 108 mal faeit 
auch 23328; ist recht. 


» PA [73 
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Der funfft modus ist, wann 33 wirdt vorgleicht zef, zwischen welchen dann 
vbergangen wirdt $. Sam also wir setzen wollen 7 zcf, gleich 28 35. Die 


2 frag, | was 1% werdt sey. thailen wir 28 mit 7, facit 4, radix ist 2, das 


der % werdt ist. Wann 133 von 2 ist 16, vnd der 28 faciunt 448 Sf. Nun 
1 3cf. ist 64, vnd der 7 machen auch sowil, vnnd ist recht. 

Der sechste modus von diser Equation ist, wann % wirdt vorgleicht biß. 
Sam also, wir setzen wollen; 75 $ seind gleich 3 biß. thailen wir 75 $ in 
3 biß, khumen 25, davon ist % 5, das ist der werdt der radix, wann 3 biß 
von 5 sind 234375 9, vnd 75 8 seind auch souil, wann 1 ist 3125, vnd 
deren 75 ist auch 234375 in numeris, vand ist recht. 

Der siebende modus von diser Equation ist, wann ze, wirdt vorgleicht 
435. Sam also, wir setzen 144 zc(, seind gleich 9 335. was mag werdt sein 
der %. thaile 144 mit 9, facit 16, vnd radix, als 4, ist valor. Wann 1333 
von 4 macht 65536 in numeris vnd das zu neun mal facit 589824. Nun 
144 3c machen auch souil, wann 15c{, von 4 macht 4096 vnd das 144 
mal macht gemelten Numerum, vnd ist recht. 

Der achte modus und letzte diser andern equation ist, wann biß vor- 
gleicht wird cef, nach gebrauch gewonlicher signa pey vns. Sam also, wir 
setzen 98 biß seind gleich 2 ce. Wir thailen wie vor biß in ec(, khomen 
49, dauon ist radix quadrata | 7, das dann valor des radıx ist, und souil 
ist der % werdt, wann 1 ccf, von 7 macht 403933607, und das zweifach 
macht 807867214, vnd souil machen auch 98 biß von 7. Wann 1 biß 
macht 8243543, vnd das zu 98 mal macht 807867214, den obgeschrieben 
numerum zweyer cc{, vnd ist recht. 

Warumb wir solche modus nach der lenge erzeln, wirdt zu seiner zeitt 
not sein, das wir die ersten fundamenta gemelter andern equation bedeut 
haben, vmd hierumb ist mit fleis zu vormerck, die wir erzelt haben. 


Capitulum vicesimum ALGEBRAE de tertia equatione Gebrae et Almuchabolae. 


Tertiam aequationem proposuimus, cum duo signa ordine proportionali 
desceripta transgressis duobus continwis medtis in coniecturis sibi ivicem aeqwi- 
valent. Minus per maius commiltleretur, quotientis cubigonicum latus valorem 
rei numerabit. 

Wir haben gesatzt von diser Equation anfengklich jrer signa; hie 
volget die aufsweisung derselben, vnnd laut zu teutschen also: 

Wir haben vorgelegt die dritten Equation, wann do | zwei 
signa nach der proportionalischen Satzung vnd ÖOrdenung be- 
schrieben zweier mittel vbergangen jn den coniecturen anein- 
ander vorgleicht werden, solle das minst signum durch das meiste 
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getheilt werden, vnnd desselben quotienten eubische seiten oder 
radix eubica wirdet zelen den werdt des dings.!) 

Von diser Equation den text zu cleren, so ist der schriftlich sin dauon, 
so da zwei signa einander werden vorgleicht, welche jn gesatzter propor- 
tionalischer satzung oder ordnung volgendt durch zwei vbergangen werden, 
so solle das cleinste seiner bennenung durch das groste gethailt werden, vnd 
radix cubica des quotienten beweist die Frage der % oder das ding, vnnd 
solche gesatzte equation hat durch gesatzte signa sieben modus equandi 
pey vns gewonlich. 

Der erste, so cf, vorgleicht wirdt 9. Sam also, wir setzen wollen 
189 $£ gleich 7 cf. tailen wir 9 in cf, facit 27, vnd radix cubica dauon, 
als 3, beweist den werdt des z. Wann ein cf, von 3 macht 27, vnd der 
zu 7 mal facit 189 90 vnd ist recht. Die vrsache, das das minste gethailt 
soll werden, haben wir erstlich in derer ersten Equation thun vermelden, 
wann multiplieitas ist mit 7 subsumirt des zeichen equipolentis, | so wir 
dragmas thailen in 7 thail, so khumbt 1 cf. Also hat an sich genomen 
das signum equipolentis vnitates vnd hierumb, so nun 27 ist I.cf, so ist 
auch gebrechent der cf, seiner radix cubica, vnd alfs dann derselbig beweist 
die frage, jnmassen dann die Equation ausweist. 


Der ander modus diser Equation, wann do % vergleicht wirdt 33: 
Sam also, wir wollen setzen 3 33 seind gleich 375 %. thailen wir 375 % 
in 3 33, khombt 125, vnd radıx cubica, als 5, beweist die frag. wann 133 
von 5 macht 625, vnd das dreimal macht 1875. Nun 375 % seind auch 
souil, vnd ist recht gemacht. 

Der dritt modus diser dritten Equation ist, wann sich 3 vorgleicht $. 
sam also, wir setzen wollen 40 3 gleich 5 $, theilen wir 40 in 5, khomen 
8, dauon radix cubiea ist 2, beweist den werdt des „. Wann 1$ von 2 
ist 32, so machen 5 sursolida 160, souil machen auch 40 3. 

Der vierdt modus diser Equation, wann der c(, wird vorgleicht 3c. 
Sam also, wir setzen wollen, 7 3cf, seind gleich 448 cf, thailen wir 448 cf, 
mit 7 3c(, facit 64, dauon beweist radix ceubica, als 4, den werdt des %, 
vnd delsgleichen also mugen wir in andern signa thun. | 

Der funffte modus aequandi diser Equation, wann 33 vnd biß einander 
werden vorgleicht. Sam also, wir setzen 243 33 vergleicht 9 biß, thailen 
wir eine in das ander, khomen 27, dauon radix cubica 3 vnd valor des x. 

Der sechste modus eguandi diser Eguation, wann do $ wirdt vorgleicht 
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355. Sam also, wir setzen wollen im forigen fall 9 333 vorgleicht 243 $, 
gleichkombt aber in vorberurter, was 3 der x. 

Der siebende modus. Wann do zef, vergleicht wird cc(, mogen wir 
aber setzen in obgemelten fall. 

Dapey zu erkhundigen ist, das alle modi equandi eines falls sind, dann 
es alle equa multiplicia sein 9P vnd ef, der zweien signa, vnd werden dise 
modi allein declarirt, darumb das die ductiones so weit fallen, jnmassen man 
die jn den questionibus eigentlich vornemen wirdt; vnd die equation ist 
erstlich von ALGEsBrAsS nicht demonstrirt jn den proportionibus Yuıs, dann 
sie alleine durch die plan Superficien gesatzt sein. Aber solche Equation 

45 ist von ALIABRA, dem grossen Indischen | Maister demonstrirt aus der Linien 
solida, jnmassen wir jn den corporen zu seiner Zeit setzen werden, was 
vor Equationes ALIABRAS aus den Corporischen zalen gezogen hatt, die do 
ja die sechse jn kheiner Form noch modum equandi hat, noch gebracht 
khonnen werdenn; vnd wieuol sie von ALGEBRA gesagt ist vnd nach Örd- 
nung der signa aus der proportionalischen satzung gezogen, vnd doch hat 
Ausapras jn den corporibus noch ettlich treffenliche Equationes addirt. 
Und die weil die vorgesatzten vnnd alle nachgesatzten, anfsgenomen dise 
gegenwertige, durch die plana volfurdt, hat ArLgrsras auch diese in ordnung 
der signa erzelt, die dann zu seiner zeit wider von ÄLGEBEA jn den cor- 
poribus repetirt wirdt mit andern Equationibus der soliden, die wir hieher 
nicht haben wollen vnter die plana einziehen, dann khein gemes mit dem 
nicht haben ist.!) Nun volget vnser vierdte Equation. 


Capitulum vicesimum primum ALsEBRAE de quarta Equatione Gebrae 
et Almuchabolae. 


Quartam aequationem assignamus demonstratione digesta eam esse duorum 
45’ signorum tribus ablatis mediüs extremorum aequwiparantiam. Minus per | 
maius pertinuit, huwius quotientis radix radieis tetragonica valorem rei quaesitae 
explanat. 
Hie zeiget AngEprAs seine vierdte Equation sagende, vnd laut zum 
teutschen also: 
Die vierdt Equation vornemen wir, sein vorhin angezaigt 
mit jrer demonstration jn den propositionen Yuıs zweier signa 
durch drei vnterlassene mittel der letzten zweien eine vor- 


1) Hieraus ist klar, dass der Bearbeiter, ob auch der lateinische Text ist 
fraglich, die Lösung der Gleichungen dritten Grades gekannt hat oder zu kennen 
glaubte, Er kommt an späterer Stelle nochmals darauf zurück. Sollte er Car- 
pano gekannt haben? 


ad Ylem geometram magistrum suum. 491 


gleichung sein. Das minste seiner Benennung thailen wir durch 
das groste, vnd desselbigen quotient radix des radicis quadratae 
ereuget den werdt des gesuchten dings.!) 

Also kurtzlich den vorstandt dieser Equation einzufuren, so ist der sin 
dauon, so zwei signa in vorgesatzter proportionalischer Satzung oder ordnung 
werden einander vorgleicht, zwischen welchen zwei signa nach proportiona- 
lischer satzung oder ordnung drei vbergangen werden, so solle das minste 
durch das meiste gethailt werden, vnd radix quadrata von den radix qua- 
drate bericht die frage. Vnd dieser Equation seind gewonlich bey vns 
sechs modi Equandi wie volget. 


Der erst modus. So dragma vorgleicht wirdt 35. Sam also, | wir : 


setzen wollen, 5 33 seind gleich 405 $f, thailen wir Sf ın 33, facit 81, 
dauon radix radieis, als 3, bericht die frage, vnd desgleichen magstu ein- 
furen die andern vorangezaigte signa dieser Equation: sam 5 $ werden vor- 
gleicht 405 z. Welche modi equandi zugleich wie oben 3 die % ist, vnnd 
also furter, dann es seind aequa multipliecia der ersten signa 9P vnd 3 
diser Equation, als wir dann im 17. capitel angezaigt haben, was oder 
wiewil modus equandi ein jtzliche equation hat nach gemeinem lauf vnnd 
gebrauch jrer signa; vnnd vber diese Equation, das ist vber 33, seindt 
vnsere maiores nicht khomen. Wann, so wir 4 signa vberschreiten, khomet 
es auf Sf vnd $, jnmassen das 15. Capitel ausweist der dann weder radıx 
quadrata noch cubica noch quadrati de quadrato ist, sondern ein sursolida 
radix, der mit seiner funften multiplication vorendert ist von dem x, wann 
jtzlieher weise 34 durch 9P vierdte multiplication verendert ist, welche 
multiplication ist zu quadriren, darumb sie an der vierdten stat dem quadrat 


gemes gesatzt ist. Aber $ stedt an der funfften stadt der multiplication, | 46’ 


welche funfite stadt khein gemes hat, weder mit den corporibus noch 
superficien, vnd hierumb haben vnsere maiores nicht wollen daruber pro- 
cidiren, vnnd wie wol wir zu seiner zeit von dem x, ß vnd weiter bils auf 
e{, sagen werden, wolten wir solches hie vormissen vnd zu seiner zeit 
durch ArguprAm einfuren, der dann dise gegenwertige Equation pis auf cef, 
ostendirt hat. Vnnd als wir angezaigt haben, so vier signa vbergangen 
werden, so khumbt es auf radix $°; so 5 vberschritten werden, vf ze{, das 
dann abermals radicabilis ist; so 6 vbergangen werden, so khumbt es auf 
radix biß*, die stadt dann aber irradicabilis ist, vnd desgleichen fortbas. 
Der grosse Arismetrist ALsepras cleret, als nachuolgent ereugen wirdt jn 
vnserm andern Buch, treffenlich dauon setzt vnd gebraucht in den demon- 


1) Allgemeine Lösung: ad" —=b a +4, PR ” 


47 


47T’ 


492 IV. Die Algebra des Initius Algebras 


strationibus der soliden. Vnnd solche viere jtzundt gesatzte Equationes 
seind genanndt simplices modos, wann allewegen zwei signa aneinander 
vorgleicht werden, vnnd nach disen vier Equationes wirdt dj coss ge- 
funden | der achten Equation, wann sie werden soluirt durch die 3 negst 
volgenden modos compositos bils auf dj vier equationes, die alfsdann aus- 
drucken den valorem des x. Wann sie also die acht Equation durch- 
wandert alle equationes, darumb sie weit in die multiplication von dem % 
aulsgewandert ist worden. Aber diese nachuolgenden modos werden ge- 
nant compositi, darumb das do allewegen zwei signa werden einem vor- 
gleicht, jnmassen dann nachuolgende begriffen ist. Aber unsers ALGEBRAE 
seind allein die gegenwertige Equation vnd die acht radicabiles, wann difs 
wirdt soluirt durch die andere gesatzte equation der ordnung, vand hierumb 
wirdt sie genandt 33, das ist quadratum quadrati, wann radix radieis er- 
weist dj x, das dann die ander der ordnung allein durch den quadratischen 
radiceem hat soluirt, welche radix abermals quadrata ist, die x gegen- 
wertiger equation. Wie vand aber die achte sol reducirt werden, bezaiget 
sie genugsam mit jrem Capitel. Nun volgt von der funften Equation 
ÄLGEBRAE. 


Capitulum vicesimum secundum de quinta equatione Gebrae et Almuchabolae. | 


Quintae aequationis essenliam ewperire promisimus. Ipsa est enim, cum 
sibi invicem tria signa successiva, duoque postrema primo aequationi parantur: 
Primum quidem et medium per postremum maius comitantur, medietas mediti 
telragonisetur, et huius productum cum primo in unam congeriem coacervehuri 
latus inde tetragonicum minus medietate medii valorem radieis obtinebit.") 

Hie ereugnet ALGEBrAS sein funffte Equation Gebre vnd Almuchabole, 
den ersten modum compositum, vnd laut zum deutschen also. 

Wir haben verheisen die aigenschafft der funfften Equation 
zuergrunden vnd aufszulegen, die dann ist, so drei signa one 
mittel nach einander volgendt nach ordnung proportionalischer 
Satzung vnter einander werden vorgleicht, also die letzten zwej 
dem ersten: so soll allsdann das erst vnd mittel durch das letzte 
gethailt werden, das ist durch das meiste am namen, vnnd das 
halbthail defs mitteln, so das tetragonisirt, das ist quadrirt 
wirdt, vnd das selbig erwachsende mit dem ersten in ein sam- 
lung zusamengethun wirdt, alfsdann die quadratische seithen 
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solchs quadrirten minus | das halbthail des mitteln zeichens 48 
wirdt halten den werdt des x. 

Also zu einfuerung der begreifung diser equation sprechen wir, so 
3 signa one mittel nacheinander der gesatzten proportionalischen satzung 
oder ordnung vorgleicht, also die letzten zwei signa dem ersten, sollen wir 
das erst vnd mittel signum durch das letzte vnd meist thailen, vnd sollen 
das mittel mediren, vnd dasselbig in sich multipliciren, was khumbt, zum 
ersten zaichen thun, vnd radix quadrata desselbigen minus der halbe thaile 
des mitteln zeichen, vnd ist, das wir quadrirt haben, bewist die cofs. Vnd 
die Equation hat nach gemeinem lauf acht modos equandi, vnter welchen 
dann der erst ist, so % vnd 5 werden vorgleicht 9. Sam also, wir setzen 
wollen 13 vnd 8 % seind gleich 65 9. theile % vnd 9 mit 3: ist ge- 
thailt, mediren wir 8 z, faeit 4, die multiplieiren wir in sich, facit 16; 
die addiren wir zu 65 $f, facit 81, vnd radix dauon ist 9; dauon zichen 
wir den halben thail des x, als 4, pleiben 5, facit ist die % werdt. Das 
probir wir also. 1 3 macht 25, vnd 8 „ machen 40, die zusamen, khomen 
65 vnd ist recht. Defsgleichen | helt sich solchs mit allen equa multi- 48’ 
plicia, wann alle andere modi equandi diser equation seind equa multiplieia 
diser signa 5 x vnd Sf. Das wollen wir beweisen in vorangezaigter cols. 

Wir setzen den andern modum equandi vnd sprechen: 63 vnd 2 «(, 
seind gleich 80 %. Solchs machen wir nach satzung der Equation: wir 
thailen 3 vnd % mit «{, facit 40 x 3 3, mediren 3 3, faeit $; für solchs 
in sich, faeit 2; das addirn wir zu 40 %, facit 1°; dauon ist radix Y; 
dauon der halben thail des zens, pleibt 5, souil ist die % werdt. Nun 
machen 80 % 400 in numeris, souil machen auch 6 5 vnnd 2 e{, dann 
1 cf, von 5 macht 125, der zwene sind 250; so machen 6 3 150 9; solchs 
zusamen macht auch 400, vnnd ist recht. 

Wie wir aber sollen erkhennen, das alle andern modi seind equa mul- 
tiplicia, so merck wir die vorigen ersten angezaigten % vnd jre signa, das 
ist den ersten modum equandi, der do waz 1 3 nd 8 z gleich 65 9, vnd 
der ander modus waz 6 3 2 c{, gleich 80 %. Setzen wir den ersten deme 
andern gleich, also 80 $£ gleich 2 3 vnd 6 %, also sprechen wir, das der 
ander gegen den ersten ist equa subsumirt mit 5, wann 2 3 seind 50 in 9 
und 6 x 30, machen zusamen 80, gleichett 80 8%. | Also ist es furt in 49 
andern modis equandis diser vnd nachuolgenden equationen, das alle modi 
werden redueirt diser aequation in dise signa % 3 vnd 9, die dann das 
erst fundament seind diser equation in dise signa vnd aller jrer modos 
equandi. Nun volget von der sechsten Equation. 
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Capitulum vicesimum tertium de sexta aequatione Gebrae et Almuchabolae. 


Sextum aequalionem annectere. kam esse Irium signorum continuorum 
altrinsecorum duorum assimiliationem medio. Sed, ut dieimus, per maius 
comitentur, medietas medü si ereverit letragonaliter et a produeto primi sustu- 
lerimus, radix residwi si colligetur medietate medii vel minuelur, querendam 
radicem rei propositae enucleabit. 

Hie erzelt ALGesrAs seine sechste Equation seiner Gebre vnnd Almu- 
chabole, die dann jmassen die andern erstlich in den propositionen Yuıs 
demonstrirt ist worden, vnnd laut zum teutschen also. 

Die sechste Equation den andern anzuhangen, die dann ist 
dreyer zeichen aneinander volgendt eine vorgleichung dem mit- 
teln gemelter proportionalischer satzung der eufsersten. Aber 

49’als wir gesagt haben, durch das | gröste sollen die andern zwej 
gethailt werden, vnd das halbe thail des mitteln, so das erwechst 
tetragonisch, vnd von solchem erwachsen das erste abgetragen 
oder hinweg genomen wirdt, radix des bleibenden residui, so das 
zusamen geclaubt wirdt oder gelossen den halben thail des mit- 
teln zeichens oder dauon gemindert, so wirdt solchs ereugenen 
den fragenden x des furgelegten dings.!) 

Solche sechste Regel in bessern vorstandt zu geben vnnd zu scherpfen, 
sprechen wir, das die sechste Equation ist eine vorgleichung dreyer signa 
one mittel nacheinander volgendt, vnter welchen das erst vnd letzte werden 
vorgleicht dem mitteln. Saget der text, wir sollen die wenigsten zwei 
durch das letzte, das ist das grose, thailen, das mittel mediren; was khombt 
in sich fueren, vom product das erste zihen, vnd radix des vbrigen soll zu 
dem vorigen halben thail oder quadrirten gethan oder abgezogen werden, 
vnd alfsdann solchs wirdt beweisen die x. 

Soleher equation finden wir gewenlich acht modos equandi, als dann 
das 17. capitel eleret. Vnnd solcher erster modus equandi ist, SO % vor- 
gleicht wirdt 9% vnd 3. SP vnd 5 seind das erste vnd letzte, welch dann 
vorgleicht werden dem mitteln, als x, nach der vorgemelten proportionali- 

50 schen satzung. Sam also, wir setzen wollen, | 18 % seind gleich 28 Sf 
vnd 2 3. thailen wir 9 vnd % durch 3, facit 9 x vnd 14 9%. Nun saget 
die Equation, das mittel sollen wir mediren; wir mediren x, facit $, füren 


2; dauon zihen wir das erste, als 14, pleiben ®; 


dauon nemen wir radicem, khomen $. Nun sollen wir den halbthail der x 


solchs in sich, faeit 
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subtrahirn!), mugen nicht, deshalb addirn wir ?, facit zusamen 2, macht 7: 


souil ist % werdt. Das wollen wir probirn: Wir haben gesatzt, 18 % seind 
gleich 28 $£ vnd 23. So nun valor der x ist 7, so machen 2 3 98 in 
numeris, dazu 23 9, facit zusamen 126; sowil machen auch x, als 18, 
dann 18 mal 7 ist auch 126, vand also finden wir ex numeris absolutis, 
das 18 ; gleich souil machen, sam 28 $f vnd 2 5, vnnd ist recht. 

Desgleichen mugen wir fueren die andern modos equandi diser Equa- 
tion, das wir dann nemen equa multiplicia, jnmassen wir in vorgesetzter 
Equation exemplificirt haben. Wir setzen 183 seind gleich 28% vnd 2 cl. 
thailen wir solchs obgemelter massen, khumbt auch valor obgemelter form 7. 
Wann 18 3 von 7 seind 882 in numeris, souil sollen auch machen 28 % 
vnd 2 cl. Wann 2 cf, von 7 seind 686, vnnd 28 x von 7 machen 196 
in numeris. Nun solchs zusam facit auch 882, vnd ist recht. Also | sprechen 
wir, das 28 % vnd 2 c{, vf einen thail, 18 5 vfm andern thail mit 7 sub- 
sumirt gleich seind gegen dem ersten modo equandi, vnnd desgleichen ist 
es auch in den andern modis equandis diser equation, die dann alle redu- 
eibiles seind in die ersten fundamenta $ vnd 3 und z diser equation pis $ 
in ec{, vnd so ferner man sie dann fueren will, vnnd von disem modo 
equandi wirdt verifieirt in dem letzten Buch der demonstrationum. _ Nun 
volget von der sibenden Equation ALgeprar das 24 Capitel. 


Capitulum vicesimum quartum de septima aequatione Gebrae et Almuchabolae. 


Septimam aequwationem inserere precatum est. Cum enim iria signa sibi 
ordine continuo mulantia, primum et medium postremo im coniecturis coae- 
quae comparationis fuerint, per postremum maius comitantur.  Quod si 
medium medietate decreuerit, quantitasgue huius tetragonizata in unum acer- 
vum quantitati cum primo recollecta fuerit, radice hwius tetragonica adiuneta 
sibi quantitate medietatis medii valorem rei enucleabit. 

Hie cleret ALsesrAas die siebendt Equation seiner Gebra vnd Almu- 
chabola. sagendt, textlich lautendt zum teutschen also. | 

Dise siebende Equation zu inseriren ist vorberurt worden, 
so do drey signa nach anhengender ordnung one mittel der pro- 
portionalischen satzung nacheinander volgendt, das erst vnd 
das mittel dem letzten in den coniecturen oder schatzung der 
quaestionen einer gleichen proportionirung oder vorgleichung 
finden werden; durch das letzte, das ist durch das grose seiner 
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benennung, sollen die andern gethailt werden. Sodann das 
mittel seines halben thails erwechst oder verkleinert wirdt, vnd 
solche quantitet tetragonirt oder quadrirt, so die wirdt in einen 
haufen einer quantitet mit dem ersten zeichen zusamen gelesenn, 
radix derselben mit hinzugethaner quantitet des halben vorigen 
thails des mitteln zeichens wirdet entplosen den werdt des dings.‘) 
Solchen textlichen sin elerlichen in gebrauch der vernunfit einzufuren, 
sprechen wir: die siebende Equation ist, so drey signa einander werden 
vorgleicht, nemlich das erst vnd mittel dem letzten jn gemelter ordnung 
der proportionalischen satzung, so sollen wir das erste vnd mittel durch 
dj grose benenung thailen, das ist durch das letzte, das mitle zeichen sollen 
wir darnach mediren, den halben thail in sich multiplieiren, was khumbt 
zu dem ersten zeichen addirn. Alfsdann radıx desselbigen erwachsen soll 
51’gethan werden zu dem vorgemedirten | des mitteln zeichens, vnd was do 
khumbt, beweist den %. Solcher equation finden wir auch 8 modos equandi, 
als wir dann angezaigt haben vorhin jn vnserm 17. capitel, vnd solcher 
erster modus equandi ist, so Sf wnd % werden vorgleicht 3. Sam also, 
wir setzen wollen, 32 & vnd 20 % seind gleich 3 5. Wir thailen $f vnd x 
in 3, faeit #90 vnd 2 x. Wir mediren x, facit @, das multiplieirn wir 


in sich, facit %%; das thun wir zu dem ersten zeichen, das ist zu ®, 
khomen $#*; von dem ist radix ©; zu dem thun wir das halbe thail des 


20 
6) 
werdt. Das wollen wir probirn. Also wir haben gesatzt, das 3 5 seind 
gleich 32 $ wnd 20 x. So nun 8 ein % ist, so weren 20 % 160 in 
numeris; dazu thun wir 32 $P, wirdt 192: souil sollen auch 3 3 machen 


von 8. Nun ist 1 5 64, das dreimal macht auch souil, vnd ist probirt, 


mitteln zeichens, das was facit ® zusamen, macht 8, souil ist die x 


das die x 8 in numeris ist. Desgleichen mogen wir solchs beweisen, wie 
in vorgethaner Equation ist bewisen, durch die andern modos equandi, das 
wir nemen equa multiplica subsumpta; als wir setzen wollen, vff das wir 
anfengklich den grundt der % lernen vnnd scherffen mogen, wir setzen das 
52 vnd sprechen: 32 % vnd 20 5 | seind gleich 3 c{. Wir thailen abermals 
wie oben durch c{, die grost benennung, nach dem text, vnd khombt nach 
der equation 8 der valor der x, wie vormals. Wann 3 cf, vnd 8 x seind 
1536 in numeris, das sollen auch sein 32 x vnnd 20 5. Nun 32 % von 
8 seind 256 in numeris, vnd 20 5 von 8 seind 1280 in numeris; das thun 
wir zusamen, macht auch souil, vnnd ist recht. Also sprechen wir, das 
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20 3 vnd 32 % gleich seind 3 c{, mit 8 subsumirt gegen den ersten modo 
equandi, der do was 329° wnd 20 z gleich 3 3, vnd also seind fort oder 
dritt gegen den andern auch mit 8 subsumirt pils auf ce(, voand weither 
findestu equa multiplicia des ersten modi equandi, der do was % vnd 
zu vorgleichen 3, welche signa gedachts modi seind fundamenta diser equa- 
tion, darin alle andern reducirt werden. 

Mun volget von der achten vnd letzten Equation ALGEBRAE, welche 
dann durch die drei modos compositos soluirt wirdt erstlich, vnd alfsdann 
entlich durch erstliche drei modos simplices. 


Capitulum vicesimum quintum de octaua aequatione Gebrae et Almuchabolae. 


Octavam aequationem perseribendam illis digestis expedimus. ‚Est namque 
trium signorum, quemadmodum priorum, non tamen successivorum qaequi- 
pollentia, secundum | quod prius aut posterius alterum altero sit salto ordine 
signorum, eoque irium fit his proximis, quod vero saltivorum primis simplicis 
aequationibus pollicemur exordia.‘) 

Hie vervolget ALGrsrAs die achte duction, das ist die achte Equation, 
vnnd laut nach jrem deutschen also: 

Die achten Equation zu beschreiben, die rechnen vnd ver- 
ordenen wir durch die vorgesetzte Equation, welche dann ist 
eine vorgleichung dreyer signa gleichmesig den nechsten dreyen 
gesatzten modis compositis, aber nicht angehender zeichen vnd 
one mittel nacheinander volgender signa der proportionalischen 
satzung, sonder nach dem als eins ehe dann das ander durch 
vberhupfung in ordnung ist gesatzt, in dem das die vergleichung 
ist dreyer signa, so gebrauchen wir diser nechst satzung dreyer 
modorum compositorum, aber in dem, das jntermiss vnd vber- 
hupfung geschieht, so gebrauchen wir den Eingang der ersten 
dreyer modorum simplicium, welche dann beweisen den werdt dery. 

Den vorstandt diser Equation einzufueren sagen wir kurtzlich, das die 
achte Equation ist eine vorgleichung dreyer signa, jnmassen die modi com- 
positi seind, aber nicht on vnterlass nacheinander volgendt, sonder vber- 
hupfung nacheinander vorgleicht werden nach form vnd weise der modorum 
compositorum, so drey signa werden vorgleicht | allwegen zwei dem dritten 
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nach der modorum compositorum einem, so solle dann solche Equation nach 
form der modorum eompositorum einer gemacht werden, nach dem das erst 
dem andern zweien, aber das erst vnd letzt dem mitteln, aber die ersten 
zweien dem letzten vorgleicht werden. Nachdem sie dann durch vber- 
hupfung gesatzt seindt: wirdt die vbergehung oder vberhupfung dann 
zwischen den signis eines zeichens, soll das durch den andern modum sim- 
plicem volfurt werden. So sie dann geschicht zweier signa, durch den 
dritten simplicem. Geschicht dann vberhupfung dreyer signorum, solle das 
durch den vierten simplicem modum volfurt werden. Und also furter, 
welche dann den werdt der % beweisen. 

Sam wir also wollen setzen exemplariter. wir finden auch, das dise 
Equation 36 modi equandi hellt, wie im 17 Capitel vormeldet. nach form 
der dreyer modorum compositorum, welche den valorem der equation nicht 
weiter strecken, dann in die proportion, das ist auf den valoren %, aber 
den quadrat, so ein signum vbergangen wirdt, aber des c{, so zwei vber- 
gangen werden, aber des 45, so drey vbergangen werden etc, welchen valorem 
radicum dj ersten drei modi simplici soluiren in den | werdt der z. Sam 
also wir setzen wollen: 45 $f vnd 45 seind gleich 1 33, sollen wir aigent- 
lich mercken, das diser modus equandi diser equation geschicht durch form 
des dritten modus compositi, jndem das dj ersten zwei vorgleicht werden 
dem letzten, wann 9° vnd % nach ordnung proportionalischer Satzung vor- 
gehen dem 33, vond ein ordentliche progression geschicht eines signi zwischen 
zweien. Sagt vns gemelter modus, das wir durch den 33 sollen thailen. 
Nun thailen wir numerum vnd ziens, das ist 45 9 vnd 43, mit 133, ist 
gethailt; wir medirn 5, wirdt 2, furen das in sich, facit 4, das addirn wir 
zu Sf, als 45, wirdt 49; dauon radix, als 7, sam der halbe thail des 
mitteln wirdt 9, die progression des andern modi simpliei, wann radix von 
49 ist 7, vnd das halbe thail was 2, vnd 7 zusamen machen 9; die 
relinquiren wir zum andern modo simplici. Darumb das hie durch an- 
gezaigten modum equandi allein ein signum vbergangen wirdt, sprechen wir 
nach dem andern modi simpliei, das radix tetragonica von 9 beweist die x, 
das ist 3, der valor gemelts modi equandi diser equation. Das mugen wir 
probirn. Dann ein 33 von 3 ist 81. Nun seindt 45 von 3 in numeris 36, 
vnd 45 $P dazu seind auch 81: ist | recht. vnd desgleichen magstu die 
andern modos equandı diser Equation genuglich figurirt jm 17 Capitel nach 
form der ander modorum eompositorum, vnd allsdann valorem reliquiren zu 
den simplieibus modis, nachdem die progression geschicht, vnd solchen 
valorem dann den cofs entlich volfuren durch dieselben. Vnd also hastu 
grundtlich vnterrichtung der achten Equation vnd jrer modorum equandi, 
die wir dann jm 17 capittel nach ordnung erzelt haben. 
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Nun volget das ander Buch von dem Algorithmo, gehorig zu der Gebra 
vnd Almuchabola, vnd wie man den zu der Gebra gebrauchen soll, vnnd 
zum ersten de additis et diminutis signorum. 

Explieit liber primus ALGERRAE. 


| Secundus liber Ixırır ALGEBRAE Arabis, viri clarissimi, ad summum 
mathematicum eo tempore Yıkır geometren foelieiter ineipit.') 


Ad ea quae in Gebra et Almuchabola disseruimus de signis utilitatis 
atque commodi erunt quantitates additae ac diminutae et ea, quae circa easdem 
versari habent, quae quidem penes affırmalionem et priuationem constitwuntur. 

Hie hebet ALaesras an sein ander Buch der Gebra vnnd Almuchabola, 
vnnd ist, do er saget von den gebrauch der Algorithmorum gehorig zu ge- 
melter Gebra, vnnd laut zum teutschen also: 

Zu dem wir vorgemeldet haben jn Gebra vnd Almuchabola 
von den signis, werden nutz vnnd figurlich werden die quantitet 
genandt additae vnd diminutae vnd die dobej jnen verhandelt 
werden, welche quantitet addite vnd diminute werden mit der 
affirmirung vnd negirung bezeichent und beschrieben. 

Von disen quantiteten vnd gemelten eapiteln den schriftlichen sin vnd 
vorstandt des texts zu lautern, saget der text aigentlich: zu dem wir vor- 
gesatzt haben in der Gebra von den signis, sollen wir mercken, das wir 
nemmen solchen gebrauch der signorum | in Gebra Algorismum de additis et 
diminutis signorum, der dann nicht allein in gebrauch der signa gehelt 
vnd gebraucht wirdt, sonder furter auch die binomia betreffent, wann solche 
signa noch anhangen der matri pregnanti, das ist, das sie noch nicht 
absolute in numeris seind. Wiewol das sie gleichmessig mit der affirmirung 
vnd negirung alls die binomia vnd residua beschrieben werden, so seind sie 
doch vnterschiedlich, jndem, das die binomia absoluti numeri surdi sein, 
defsgleichen jre residua, aber dise quantitet seind noch nicht so weit bracht, 
sonder in schwengernder mutter, wann sie noch kheiner Equation bracht 
seindt, vnd hierumb sagt der text, das sie nutze werden solche quantitet 
addite vnd diminute, das ist, zu dem wir gesatzt haben, das seind zu den 


1) Hier haben die Handschriften C. 405 und C. 349 als Überschrift: Initium 
secundi libri Anererar ... incipit, was nur aus Missverständnis enstanden sein 
kann. Dieses zweite Buch behandelt die Rechnung mit positiven und negativen 
Zahlen für ganze und gebrochene Ausdrücke. Der Bearbeiter spricht bald von 
affirmirten und negativen Zahlen, bald von numeris additis et diminutis. Er be- 
dient sich der Zeichen + und —, die Dresdner Handschriften haben letzteres in 
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equationibus signorum, mit denen, die do pej jnen gehandelt werden. Das 
seind dann bedeutliche speties, wie man die jn addirung, subtrahirung, 
multiplicirung etc. gebrauchen soll, vnd werden solche quantitet eigentlich 
verzeichent mit der affirmirung vnd negirung, das ist mit dem signo minus 
vnd plus. Dann so einem zeichen wird zugesatzt das zeichen +, bedeut, 
das sie ist quantitas addita; wird aber dem signo zugeschrieben das zeichen 
—, bedeut, | das es ist quantitas diminuta, jnmassen das eigentlich jn den 
Tabeln ALGeBrAE gesatzt vnd angezeigt ist, vnd solcher Algorismus gehet 
aus vniuersaliter durch alle signa, das ist, das man einen procels hellt in 
additis vnd diminutis, es sein ef, 5 oder 35, das ist auch in den binomüs 
vnd residuis, wann radıx quadrata nicht anders addirt wirdt den «({, der 
affirmirung oder negirung, vnd hierumb so ist diser algorismus nicht allein 
gegrundet auf die affırmirung vnd negirung, das ist auf die quantitet addıta 
vnd diminuta signorum jn vniuersali der signorum in numeris respectiuis 
oder pregnantibus, sonder auch absolutis surdis. Darumb saget vnd setzet 
ALGEBRAS zwen Algorismi jn gebrauch seiner Gebra vad Almuchabola, das 
ist Algorismum de additis et diminutis, der dann genandt numerorum 
respectiuorum oder pregnantium, den andern de binomiis et recisis genandt 
surdorum absolutorum. 

Zum ersten volgt hernach das ander Capitel der ersten speties des 
algorismi de additis et diminutis, das ist Additio. 


Capitulum secundum de prima spetie quantitatum additarum atque 
diminutarum, quae accerwatio appellatur, eiusque expositio. | 


Signorum accervationem proponimus. Quae eiusdem nominis sunt, eandem 
invariabilem in aggregatione relinere quantitatis habitudinem; quod si alterum 
altera quantitate disparatum sit, colligendum potentior exwcessus, refecti positivus 
vel privativus unius ab alio inscribatur hoc, quod in denominaltis respechivis 
et absolutis binomieis numerorum esse convenit proprium. 

Hie eleret vns ArLgesras das ander capitel seines andern Buchs, vand 
drucket aus die erste spetiem, so bei den quantiteten addite vnd diminute 
wirdet gefunden, mit namen die zusammenfugung der signa mit obseribirten 
quantiteten der negation vnd affirmation, welche erste speties Additio ge- 
nanndt, auch nachuolgendt die andern berurt hat kurzlich im ersten Capitel, 
da er spricht: Et ea, quae circa easdem versari habent etc., also finden wir, 
das erstlich bei den quantiteten addite vnd diminute vorhandelt wirdt vor- 
neint vnd nachuolgendt, welchs dann zum teutschen lautet also: 

Wir legen vor die Zusammenfugung der signorum. Die do 
seind eines namens von den zeichen zusammenhaltung jn der 
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addirung oder zusamengehauflichung eine vormerckhung nemen 
des signi mit der quantitet der affirmirung oder negirung; so 
aber vorruckte signa mit den quantitatibus denominatis eines 
namens werden zusamen wurden gegeben, so soll die ange- 


schnitten | zal eine von der andern des zeichens der grossen vber- 56 


treffung der affirmirung vnd negirung beschrieben werden, vnnd 
solchs ist die aigenschafft mit den benenten zalen von den signis 
additis oder diminutis + vnd — auch in disen plossen vnnd 
absolutis surdis numeris a radice benent. 

Solchen Text vorstentlich zu deelariren, sprechen wir, so wir wollen 
addirn Signa, die eines namens seindt mit beigeschriebenen quantiteten 
denominirt der negation oder affirmation, so sollen wir mercken eben, ob 
die denominirt quantiteten beyde seind univoca oder disparata. Seind die 
quantitet denominate univoce, so bleiben sie vnvorruckt der affirmation 
affirmativa, vnd negation negativa. Seind sie aber disparata, so soll ein 
zal von der andern gezogen werden, vnnd was pleibt, soll mit der grosten 
vbertretung seiner quantitet der addita vnnd diminuta geschrieben werden. 
Sam also, wir exemplariter setzen wollen: Wir wollen addiıın 6 +9 x 
zu 59P + 12%. Sprechen wir erstlich, das beiderseit univoca seind, nemb- 
lich addita, vnnd hierumb addirn wir ytzliche signa eines namens mit wn- 
verruckter quantitet addita. Wir addirn 5 vnd 6, werden 11 9, vnd 
9 + 12, werden 21 %. Also sprechen wir, das tota addita seind 11 
vnd 21%. Stet also: | ') 

6 + 9% 
59% +-12% 
1 +21. 
So wir aber negativa exemplifieirn, sam also: 5 3 — 6 cf, wollen wir addirn 
zu 93 — 4 c(, sprechen wir, das die denominata aber vnivoca seind a nega- 
tione. Sprich 5 zu 9 werden 14 5 vnd 4 zu 6 werden 10 cl. Also ist 
die gantze additio 144 — 10 cd. Steet also:?) 


535 — 6cd 
dl 
143 — 10 cf. 


So wir aber disparata setzen, also das excessus negativus ist potentior. 
sam also 79P 43% wollen wir addirm zu 59 — 12x, addirn wir 5 
vnd 7, werden 125. Nun sollen wir die disparata auch addirn, so ist 


6+ 9% 52° — 60° 
1) Das ist in moderner Bezeichnung: 5-+ 12x 2) Ebenso: 92° — dw’ 


11 + 212. 14.2? — 10.@°. 


57 


58 
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negatiuum potentius, so ziehen wir ab nach laut des texts 3 von 12, 
restant 9%, der mussen wir irer Beneuung der negation schreiben, also 
were die gantze addition 12 — 9x. Steet also?): 


Tf-+ 3% 
58 — 12% 
12% — 9% 


So wir aber setzen, affırmatinum sei potentius. Sam also: 73 —1c«f 
wollen wir addirn zu 33 -+8c, Addirn wir addita, werden 10 5, wir 


‘addirn auch | disparata, sagt der text, eins vom andern zu ziehen: nemen 


wir 1 von 8, pleiben 7 cf. Also soll potentior excessus seiner benenung 
der affirmation beschrieben werden, vnd wird tota additio 103 -+ 7 cf. 
Steet also?): 

4 

3; r8d 

105 + 7d. 


Solchs zu probirn, so nemen wir, das % sei valor in numeris 6. Nun 
wern 7 3 von 6 in numeris 252, dauon sollen wir abziehen den cf, dann 
wir haben gesatzt 7 5 minus 1 cl. Nun ist 1c{, von 6 in numeris 216, 
die ziehen wir ab von 252, pleiben 36. Nun suchen wir, was 3 5 sein 
von 6, facit 108, vnd 8cf von 6 machen 1728, das addirn wir zu 108, 
facit 1836. Die addirn wir zu den ersten 36, khomen 1872, vnd souil 
sollen auch machen 10 z vnd 7 ef. Suchen wir 10 3 von 6, facit 360 in 
numeris. Nun 7 cf{, von 6 machen 1512, addirn wir dazu 360, so khomen 
1872, jnmassen wir oben gesatzt, vnnd ist recht. Desgleichenn magstu 
die andern auch probirn in gleicher form valorem zu nemen.°) 

Nun volget von der abzihung das dritte Capitel | 


Capitulum tertium de secunda spetie quantitatum additarum atque 
diminutarum, quae detractio appellatur eiusque expositio. 


Detractionem appellamus univocorum minoris polenliae a maiori separa- 
tionem quandam servata quantitate ascripta. Eorum autem wnivocorum, 
quorum distrahendum potentioris fit excessus, una ab alia resecetur, quod 
relichum fuerit, disiuncta quantitate priori notetur. Si vero aeqwivocantur 


7+ 5% 72°— .° 
1) In moderner Bezeichnung: 5—12% 2) Desgleichen: 32” + 8x* 
12 — 92. 102°? -+ 72°. 


3) Diese Art der Probe ist ja noch heute beim Schulunterrichte gebräuchlich. 
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habitudines, in unam congeriem coacerventur, produchum, quod ereseit distra- 
hendo, contraria quantitale inficetur, 

Hie volgendt leutert ALGEBRAS seine andere speties der quantitatum 
aditarum vnd diminutarum genandt die Abziehung, vnnd laut solch gemelt 
capitel also: 

Die abziehung der signorum die seindt eines namens oder 
einer Benenung, die heisen wir eine absonderung der cleinern 
macht von der grossern, doch das do behalten werden die be- 
schrieben quantitet der benenung. Sonder aber die do auch eins 
namens seind vnd einer Benennung, welcher dann das abzihende 
grolser excess ist, dann das von dem man abzeucht, so soll ein 
quantitet benent von der andern abgeschnitten werden, vnnd das 
pleibende soll mit verwandelter benenter quantitet der vordern 
vniuoca gezeichnet werden. So vnnd aber, das sie equiuoeirt 
seind, das ist so eine addita vnnd die andere diminuta seind, 
sollen die jn ein samlung gelesen werden, vnd das erwachsende 
sol mit vorwandelter benenter quantitet gegen dem das alwegen 
sol werden bezeichent vnd beschrieben. 

Solchs zu scherpfen vnd kurtzlich einzufuren, sprechen wir, so do 
beiderseits vniuoca seind eines namens, vnd das abzihende cleiner macht 
ist, dann von dem man zeucht, so soll eins vom andern mit vnverruckter 
benenung gezogen werden. Ist aber das grosser excess, das man abzihen 
soll, so soll eins vom andern gezogen werden, vnd das pleibendt solle mit 
voranderter benenung geschrieben werden. Seind sie aber equivocirt, das 
ist das einerseit ist addita vnd der andern diminuta, so sollen die zusamen 
gethun werden, vnd das erwachsende soll mit voranderter benenung ge- 
schrieben werden. 

Als wir das exemplariter setzen wollen, zum ersten, wann beiderseit 
vniuoca affirmatiua seind numerorum excessus. Sam also wir setzen wollen 
exemplariter 390 + 3 x sollen wir abziehen von 6 $f -+- 12x. Wir nemen 
| eins vom andern, restat 3 $P + 9 x, dann daruon man zichen soll, ist 
vbertreffendt, derhalben verwandelt sich nicht das zeichen, vnd steet also'): 


6% + 12% 
Be a2 
3%+ 9%. 
Zum andern setzen wir peiderseits vniuoca negatiua auch numerorum 
6-- 12% 
1) In moderner Bezeichnung: 3-- 3% 


59 


# 


59 


60 
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excessus des abzihenden. Also zihen wir 10% —3cf, von 12% — 8cf, 
pleiben 2% — 5 ef, vnd steet also wie hie): 


122. —8c 
1042 —3d 
2 —5d. 


Zum dritten saget der text: Sondern aber der, die auch eines namens 
seind vnnd einer benenung, welcher dann das abzihende grosser excessus ist 
dann das, von dem man abzihet, soll eine benente quantitet von der andern 
abgezogen werden, vnd das bleibende sol jn voranderter benenter quantitet 
der vordern vniuoca vorzeichent werden. Sam also do vniuoca affırmatiua 
seind, wir wollen abzihen 59° + 9x von 109° + 3x. Also zihen wir 
5 von 10, pleiben 5 $f, vnd nemen 3 von 9 x, pleiben 6 x, vnd beschreiben 
sie mit dem signo —, also pleiben 5 9P — 6 x: steet also?): | 

10% +3% 
ar I: 
5% — 6%. 

So aber vniuoca negatiua sein. Also wir wollen abzihen 10 cf, — 12 33 
von 12 — 533. Nun 10 cf, von 12 restant 2 cf, vnd 12 von 5 khonnen 
wir nicht nemen, derhalben zihen wir 5 von 12, pleiben 7, die affırmirn 
wir, vnd restat also 2c + 733. steet also°): 


€ 


1226 —53 
Pd 12% 
2C+ Ta 


Zum vierdten saget der text: vnnd so aber die equiuoeirt seind. Sam 
also, wir setzen wollen, wir ziehen ab 5% — 3% von 79P + 8x. Nemen 
wir 5 von 7, restet 28, vnd 3 von 8 seind disparate. Hierumb addirn 
wir 3 vnd 8, werden 11, vnd affırmirn das, wann die substraction oder das 
subtrahendem an jene selbst ist privatiuum, vnd so dann das vor priuatiue 


benent, machen die zwei priuatiua affirmatiuum, vnd steet also im restant 
2% vnd 11x): 


TX-+ 8x 
5 — 3%, 
2 + 111g. | 
122 — 8«° 10 +3 
1) In moderner Bezeichnung: 10% — 3x? 2) Desgleichen: 5+9x 
20% — 5a°. 5— 6. 
122° — 5x! , T+ 8x 
3) Ebenso: 102° — 12x! 4) Das ist: 5— 3x 


9° Tat. 3 File. 


ad Ylem geometram magistrum suum. 505 


So wir aber distrahendo setzen: Sam wir wollen abziken 2% +3, 
von 68 Sf — 20 x, zihen wir 2 von 68 Sf, plaiben 66, vnd 3 von 20 seind 
disparate. Hierumb addirn wir 20 vnd 3, werden 23 x, die negiren wir, 
wann wir haben gesatzt, das die subtraetion an jr selbst priuatio ist. Nun 
ist das distrahendum affirmatinum gesatzt, das dann aber an sich selbst 
priuirt das affırmatinum, vnnd steet im Restant 66 $P -- 23 x. steet also’): 


68 If — 20% 
66 — 23%. 


Das wollen wir probirn. Setzen wir, der valor der x sei 2 jn numeris 
absolutis. Also werden 2 SP vnd 3 z vff einen thail 8, so were vffim 
andern 68 9f — 20 z, das were jn numeris 28. Nun ziehen wir 8 von 28 
pleiben 20 $£. Souil sollen auch das restat machen. Als 66 9 -— 23 1. 
wann 23 % seind 46 in numeris, die nemen wir von 66, pleiben auch 20 
wie vor, desgleichen in andern. 


Capitulum quarlum de tertia spelie quantitatum additarum alque diminutarum, 
quae multiplicatio appellatur, eiusque tabellaris expositio. | 60 


Numerorum Gebrae el Almuchabolae seriem proportionalem descripsimus, 
quo mutuo crescentiam signorum alterationes habent. Horum transverse unius 
in alterum ordine proportionali relinguantur restingwi tabulare. Quod si 
univocum univoce duchum fuwerit positivi, sin vero disparatae privationis in- 
mutabiliter eustodies quantitatem. 

Hie saget ALsesras von der dritten spetie der quantiteten additarum 
vnd diminutarum, Multiplicatio genandt, vnnd laut zum teutschen also: 

Der zalen Gebrae vnd Almuchabolae proportionalischer 
Satzung oder ordnung haben wir vormalen beschrieben, durch 
welche sie haben die wachsung der vorenderung der zeichen, 
welcher zeichen furung eins in das ander vnd alfsdann transferse 
oder kreutzweis der gesatzten proportionalischen ordnung haben 
wir gelossen den fustapfen der verwandlung die tabellirung. 
Also die vniuoca mit einander multiplicirt werden, so wirstu 
verwandelt behalten die quantitet der affirmirung; so aber dis- 
parata eine in der ander gemultiplicirt werden, so erwechst 
allemal die privation, das ist negativum. 


68 — 20% 
1) In moderner Bezeichnung: 2 + 3% 
66 — 23. 


51 


61 


- 
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Solchen text kurtzlich zu verstehen, sprechen wir: so do miteinander 
werden gemultiplieirt die quantiteten addite oder diminute, so sollen sie in 
einander gefurth | werden jtzliche in jre eorrelativum oder beigesatzt zeichen 
vnd allsdann ereutzweis, vnd was dann daraus entspreusst durch verwand- 
lung der signorum findestu in gemelten tafeln der signorum, was aber 
daraus khumbt respeetu affirmationis ist negationis, findestu jn der andern 
tafel; wann, so vniuoca werden mit einander gemultiplieirt, so erwechst 
affirmativum, wann aber disparata werden mit einander gemultiplieirt, so 
erwechst negativum. 

Zum ersten wollen wir setzen exemplariter, wann vniuocum affirmatiuum 
ein ander affirmatiuum multiplieirt. Sam also 3 5? -—- 2 5 wollen wir mul- 
tiplieirn mit 5% vnnd 835. Setzen wir solchs correlatiue also: 


3% +23 

5 783; 
vnd multiplieirn 5% in sein correlatiuum als 3 5, werden 15 z, wann wir 
finden, in den tafeln auch anfengklich demonstrirt ist, das 9? in % gefurtt 
% generirt. Nun multiplicirn wir 83 in 235, facit 16 34, wann so 3 mul- 
tiplieirt 3, wirdt 34 vormeldet auch in vestigio der tabellar gefunden. Dar- 
nach so multiplicirn wir transferse 5 % mit 2 5, wirdt 10 cf, vnd 3 Sf in 85, 
facit 24 3, vnd | steet die multiplication in forma 15% + 1635 + 10el + 243. 
steet also wie hie): 


Br 


5 +8 5 
152. +16; + 10c + 243 
Dann aber vniuocum negatinuum vniuocum negatiuum multiplieirt. Sam 
also, 2% — 2 cf, wollen wir multiplieirn mit 2% — 57%. Setzen wir in 
forma priori, wie hie verzeichnet steet: 


24 —2d 
2% 5% 


vnd sprechen: 2 mal 2 ist 4%, vnd 5 mal 2 seind 10 33 iuxta tabulam, 
wann negatiuum negatiuum multiplieirt. Nun sprich transferse: 2 mal 2 
sein 4 cf, vnd 2 mal 5 sein 103, vnd stehen die Multiplication in forma 
44 -+103, —4cl — 103, vnd steht also?): 


1) In moderner Bezeichnung: 
(3 + 229 (52 + 82%) = 15x + 162° 4 108° + 2. 


2) (da — 22°) (2 — Bi) 42 + Wat — 4a’ — 100°. 


l 
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2 —2d 
eg 


AN 
42 +10 34 --4d, — 103; 
Wann wir aber disparata mit einander multiplieirn sollen. Sam also 


SP + 7cf mit 6% minus 833. setzen wir das aber more correlatiuorum 
wie hie: 


> 


Sr Te 

6 en 8 36 
vnd sprechen: 6 mal 5 seind 3035, vnd 7 mal 8 | seind 56 biß —. Nun 62 
solchs transferse, sprechen wir 6 mal 7 macht 42 $, vnd 5 mal 8 seind 


40 33, vnd steen dise multiplication also: 30 3 — 56 biß — 40 35 + 42 $, 


vnd steet also, wie hie!): 


St+7« 


PER} üeu:2. REN 
56 — 405 + 428. 


Solchs zu probirn, nemen wir valorem % in numeris 3. Also sprechen 


30 3 


wir 58° + 7 cf, seind 194 in numeris. Nun 63 minus 833 seind negatiue 
in numerus 54—648. Das sollen wir multiplieirn mit 194, faeit 
10476 — 125712, vnd solehs solle die Multiplieation 30 3 — 56 bb — 433 +42$ 
auch machen in numeris. Nemen wir 303 von 3 in numeris seind 270, 
vnd nemen 42 $ von 3 seind in numeris 10206; zu solchen addirn wir 
270, wann unter der gantzen multiplication ist allein 30 53 vnd 42 $ 
affırmativum, vnd khomen 10476 in numeris affırmatiue. Nun suchen wir 
weither die negatiua: 56 biß von 3 seindt 122472 in numeris negatiue, 
vnnd 40 33 seind 3240; das addirn wir zusamen, facit 125712 negatiue: 
also wer die gantze Multiplication 10476 — 125712 wie oben, vnd ist 


recht. | 62° 
Die Tafel. 
' Nun wollen wir nemen affirmation, das erste gesatzte Exempel difs 63’ 


Capitels zu probirn. Wir nemen valorem % 5 in numeris, also weren 
3% + 235 in numeris 53. Nun 5% von 5 seindt 25, vnd 8 5 seindt 200, 
das weren in numeris zusamen 225, die sollen wir mit 53 multiplicirn, 
facit 11925: das were die gantze multiplication, vnd dasselbe sollen auch 
machen 15% + 1635 +10c{ + 2435. Nun 15% von 5 seind 75, vnnd 
1) In moderner Bezeichnung: 
(5 + 12°) (60? — 80) = 300? — 5627 — 402" -+ 420°. 
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16 33 seind 10000, vnd 10cf, seind 1250, vnd 24 5 seind 600. Solchs 
addirn wir zusam, facit 11925, jnmassen wie oben. Nun folgett hernach, 
wie man gemelte affirmation sol machen aus ehgerurten text der propor- 
tionalischen satzung: 


67° u. 63 | TABVLA PRIMA NVMERORVM GEBR ET ALMVCHABOLE 
MVLTIPLICATIONIS.') 


| 
| |* | LIL2En 
elle lslela le lb | ct 
1 2 4 8 16 | 32: 64 | 128 256 512 
a Eau a u Bu ea Bu Be | |. 
| ı 2 4 8 16 32 64 128 256 512 | 1024 | 
ale bi | 505 | el te 
i 4 8 ;ı 16 | 32 64 128 256 | 512 EIER 1 2048 | | 
aa zu: se | Bi | a | € | a5 | terh | ac e 
ö 8 16 32 64 | 128 256 | 512 1024 2048 4096 | 
16 | 3 I | 8 I ae | biß | En ar = Au Bu: I terh | gie ter | zieh, [aunseh ie 
16 | 32 | 64 | 198 | 256 | 512 | 1094 | 2048 | 4096 | 8192 AR 
| se I bi 3 ce | 6 ter | uch, et bi . 
32 64 128 | 256 512 1024 2048 4096 8192 16384 | 
«|; | bill | 3 | terh | 3;_L. Ianadıh| zbih | ch 15 
Bi 64 | 128 | 256 512 | 1024 2048 4096 8192 16584 | ‚32708 | 
128 | bif biß| 335 | ect | aß | terb | 3500 Iamadıh| zbik | ch 393 16 
128 | 256 | 512 ‚1024 2048 | 4096 8192 | 16384 | 32768 | 65536 
ec A 330, Iquadrh| zbi& | Ah | 3338 Janin] | 
2 ei Bkiaai | 4096 | 8192 40884 ak 32768 | 65536 | 131072 
36 | ters | 3306 |auadep| zBiß 3555 aim] ze | 
512 | 1024 | 2048 Be 8192 | 16384 Ei 65536 ! 131072 | 262144 | 


1) In dieser Tabelle sind die Potenzeichen der Algebra bis zu x'* fort- 
gesetzt. Das Prinzip ist dabei stets das multiplikative der Exponenten. So ist 
z.B. 2'=2**, Sind die Exponenten Primzahlen, so entsteht stets ein neues 
Sursolidum, die hier bis zum quintß = x" fortgesetzt sind. 


Locus 
dnetionum 


ductionum 


'IST 1IOpuUBÄadsne PREIS I9UIIS UOA XIPBI OP Om LM ‘JsI Sep 


Affirmatum Affirmatum 
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| Zum ersten der tabeln der signatorum so mereken wir nach der 
proportionalischen Satzung, vnd setzen nacheinander die signa bif in die 
13. duction, vnd beschreiben die nach einem gnomonem. Vnd so dann 
solcher gnomo gemacht ist, so heben wir an die andere gnomon an den ;, 
vnd finieren den mit 38, darnach machen wir den dritten, heben den an 
mit dem 3, vnd finiren den mit dem terf, vnd also furter; finden wir, das 
sie seind continua proportionalia, vnd in costirter Linien finden wir 
numeros ductionum, wie weit sie von den % gewandert sein, von welchen | 
tafeln wir vrsprunglich sagen werden von den soliden. Hierumb gebrauchen 
wir der hierher nit weiter, dann das wir mogen wissen, so ein signum das 
ander multiplicirt, was daraus ist entspriefsen. Wie wol sie ettwas von 
vmb sich begreifen vnd vmb sich helten, so ist vns difsmal nicht weither 
not zu declariren. 


| TABVLA SEOVNDA NVMERORVM GEBRA ET ALMVCABOLA 
MVLTIPLICATIONIS.!) 


‚ Affirmatum | Negativum EEE Negat. Negat. 
| +18 | -—18 |18-1%4)-18-1% 


| 


Affırm, Affirm. 
IiXf+1x 
| Negativum |Affirm. Negat.| Negat. Negat. | Aflirm, Aflirm. 


63 
wieder 


64 


66 


+18 | +1% BE ne enter En 


Negativum | Negativum | Affırmatum | Negat. Affirm. 


Negat. Negat, 


1% -18% | +18 J1g-18| 18 +14 | -18-1 
Affirm. Nogat. Affirm. Negat. | Negat. Affirm. | Affirm. Affırm.| Affırm. Negat. | Affirm. a 
an nee 
Negat. Negat. | Negat. Negat. | Affirm. Affırm.| Affirm. Negat. Affırm, Affırm. | Neg. Neg. Neg. 
1118-17 1 HG oo. ER 


Affirın, Affirm. Affirm. Affırm.|] | Negat. Negat. |; 


| Nun volget von der andern tafeln der Benenung, das ist von dem 
affirmativo vnd 'negativo. So mercken wir, das der text saget, so man 
vniuoca mit einander mültiplieirt, das positiua quantitas entspringt, das ist 
ae Kane so aber priuatiua vnter einander werden multiplieirt, so 


1) Bei dieser Tafel dürfte wohl zu beachten sein, dass das Minuszeichen 
für sich allein vorkommt als — 9. Dass die Tafel nicht in allen Stücken richtig 
ist, sondern in mehreren Fächern dreitheilige Produkte stehen müssten, auch bei 
1% —1x%malıi9P +1 x jedesmal 1 9 — 1 3 als Produkt erscheinen sollte, 
ist klar. Ich hielt mich aber nicht befugt, hier eine Änderung oder Berichtigung 
eintreten zu lassen. 


64 
wieder 


64’ 


65 
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entspringt priuatinum, vnd hierumb ist dise tafeln gesatzt oben an der 
ersten leng die benenunge nacheinander, der ersten latitudine auch. Die- 
selben, sind alfsdann more quatuor numerorum proportionalium jn einander 
gemultiplicirt, also das alle wege correlatiua eiusdem signi seind, allsdann 
jn der proportionalischen ordnung ist, vnnd die zalen jn gemelter tafeln 
explieirn. Nun folget das funfft capitel von diuisio nach diser tafell. 


Capitulum quintum de quarta spelie quantitatum additarum atque diminularum, 
quae divisio appellatur, eiusque tabularis exrpositio. 


Prohibemur divisionem quantitatum additarum atque diminutarum nu- 
merorum Gebrae et Almuchabolae, donee ad opponendum restaurando vel 
diminuendo redactae fuerint in aequationem committendam. Sin vero divi- 
dantur, supponendum est, unitates in numeris esse aequales. addila addere licet 
diminuereque privata, divisoque producto per relictum vel euerse numero per 
numerum. Quibus mutuo detractis quotientis indiferentis secundari ad addita 
et diminuta generaliter excessus habetur.') 

Hie saget ALGEBRAS von seiner vierdten speties gemelter quantiteten 
additarum vnand diminutarum Gebre vnd Almuchabole division genandtt, 
vnd laut zum teutschen also: 

Wir vorpieten die thailung benenter quantiteten der affir- 
mirung vnd negirung, das ist der additen vnd diminuten Gebre 
vnd Almuchabole also lange, bils sie gegeben werden vnd ver- 
endert jn die equationen zu thailen mit gegeneinandersatzung 
der vergleichuug zu restauriren der benennunge, alfs dann her- 
nach volgen wirdt. So sie aber gethailt werden die additen vnd 
diminuten quantiteten, so ist das vorzusetzen vnd | praesuppo- 
niren, das solche quantitet der affirmirung vnd negirung gleich 
seind den numeris absolutis, das ist, das sie nicht cleiner noch 
grosser jn jrer bedeutung seind, dann do seind vnitates in 
numeris absolutis. Alfsdann sollen die addita zu den numeris 
gethan werden, vnd die minuten abgezogen, vnd soll dann der 
dividendus gethailt werden durch den divisorem, das ist das 
produet aus den additen vnd numeris, oder restant aus den dimi- 
nuten vnd numeris oder e contrario, vnd alflsdann ein absolut 


1) Unser Verfasser kennt also die Division ganzer Funktionen durch einander 
nicht. Das von ihm beschriebene umständliche Verfahren, um Ausdrücke wie 
56 — 4 und 20 + 4 durch einander zu dividieren, hat nur den Zweck, den Quo- 
tienten auch in derselben Form und zwar so zu finden, dass der erste Theil- 
quotient der der beiden ersten Zahlen, also hier 3$ = 24, wird, 
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numerus durch den andern solcher zweier quaniteten zal sol von 
einander gezogen werden, vnd die vbertreffung der quantiteten 
eins gegen dem andern, so wirdt solcher excess gemeinlich umb 
irrendes des andern quotienten beschreiben addite vnd diminute. 
Als so der principalen, das ist der numern quotient, seindt 
excedirt vom secundario, so soll solcher excess diminutae dem 
secundario zugesatzt werden; excedirt der principal den secunda- 
rium, so soll solcher excess additae dem secundario geschrieben 
werden, vnd also ist er generalis zu den additis vnd diminutis, 
vnd hierumb wirdt er genandt indifferens. 

Sam also, wir setzen wollen exemplariter, vff das wir den text besser 
vorstehen mugen, wir wollen thailen 56 &f — 4 durch 20 9 vnd 4. Addirn 
wir addita, das ist | 4, facit 24, vnd remouiren diminuta, das ist 4 von 56, 
pleibt 52; das thailen wir nach dem text, den restanten durch das product, 
das ist 52 durch 24, faeit 24, das ist der quotient prineipalis. Nun thailen 
wir die Numeros durch die numeros, als 56 mit 20, faeit 25, das ist 
secundarius.. Der prineipalen excedirt, herumb ziehen wir 25 von 25, 


1%, das ist der excess des seeundarij, vnd hierumb soll der diminute 


geschrieben werden gegen den secundarium, also were der quotient 25 — 3). 


pleiben 


Vnd solehs kurzlich zu probirn, setzen wir, so solchs der quotient ist, vnd 


20 plus 4 der divisor, so wir dann multiplieirn quotienten in diuisorem, 


so khumbt vom product solcher multiplicirung dividendus, das ist die zal, 
welche gethailt soll werden wider. Sprich 20 mol 2% macht 56; nu sprich 


" mal 4 macht 218 diminute, das zeuch von 56, rest 533%. Nun multiplieir 


das transverse, sprich 4 mal 2% macht 111 addite, das addir zu 53}, 
khumbt 642. Nun sprich 2% mal 30 macht 125, von 645 bleiben 52, also 
khomen 56 $f — 4, vnd ist recht. 

So aber prineipalis quotiens excedirt secundarium: sam also, 1050 +12 
wollen wir thailen durch 6 $ — 2, || addirn wir 10 vnd 14, werden 24 
addita, vnd minuiren 2 von 6, pleiben 4. Nun thailen wir 24 mit 4, 
khomen 6, das ist der prineipalis quotiens. Nun thailen wir 10 $f durch 6, 
khomen 13; das nemen wir von jme, pleiben 43. Also das wirdet additum, 
vnd khumbt 13 + 44. Das magstu probirn, wie oben vormeldet vnnd wie 
wol der text nicht vormeldt von gesetzter tafeln, so werden sie doch jm 
negsten Capitell eingezogen, do wir dann haben gesatzt eine von der 
Multiplieirung. Wann, so wir das product des Multiplieirn thailen durch 
den Multiplicanten, so khumpt wider Multiplicant. Also mogen wir heraus 
ermessen setzende, so wir multiplieirn ef, in 33, so entspringen biß: so wir 
nun thailen biß mit c{, so mus von not wegen 33 wider khomen, als dann 
dise tafeln anzeigt. Du findest hierjun’ auch alle modos Equandi aller 


66 66° 
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equation, vnnd sondern die equationes ALIABRE mit sampt den andern ge- 
satzten. Sam also zweier signa 33 ist gleich zcl, findestu jn dem funfften 
winkel der andern equation. So wir aber dreier signa eine vorgleichung 
machen, finden wir in dem erstenn triangel an der dritten % die funfite 
equation mit jren modis equandi. So wir aber wieder | steigen, ansehen 
aber den ersten, finden wir alle modos Equandi der sechsten Equation, vnd 
desgleichen jn den andern absteigenden triangeln ete., vnd defsgleichen viel 
andere mugen eingezogen werden in diser tafeln hierher nicht dienende. 


TABVLA TERTIA NVMERORVM GEBRA ET ALMVCHABOLM 
DIVISIONIE. !) 


Locus omnium aequationum., 


I Stile |: |€l%| 8 |ad ish | an | ot 
ZEISESEIERKAEBRBEARLIE. 
BEAFILSEIEBRAFRSKBEAKIE 
SE gleelolelals lei 
BAER AEYUFZESEZERKAR ERBE: 
16 | 3 = |" |g5 er lelaıd|a B 
= 9 Ah.) 2) e Klee 200 
“le | I \glelelelel 
bi) || ®| Elele|: 
= un, gl 
256 | 433 | E © | 
7 a 
s: | 


D & = a HH © ar) u I 
EB EEE N ES AS: 5 
er 5 
a 
Pa a en I u ® = 
Bo Hp BB SP 58% 7 © 
Bo Ba gg © c Ro} 
Pa 52 E32 5» 62 & 
BB m 5 > 05 ”8 + 
=) (=) 3 
er 
Ks] 


1) Dass in dieser Tafel die verschiedenen Formen der Gleichungen enthalten 
sein sollen, dürfte vielleicht so zu verstehen sein. In der am untern Rande mit 
Secunda equatio bezeichneten Spalte gehe man bis zu der Zeile hinauf, vor 
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Capitulum sextum de diversis denominationibus quantitatum additarum atque 
diminutarum earundemque reductionibus. 


Diversarum denominationum, si quae fuerint, quantitates additae atque 
diminutae ad idem genus transversae multiplicationis reducanlur, unaque in 
aliam per quantitatem denominationis si dueta fuerit, numeratorem, exinde 
eoacervatio vel detractio a denominatione producta univoce appellabitur.*) 

Nachdem Anczsras hat gesatzt von den speciebus der quantiteten 
additarum vnad diminutarum, die dann gantz integra seindt gewest, vnd 
kheine benenung kheiner fraet gehabt haben, will er hie nachuolgende sagen 
von gemelten quantiteten jn geprochen, vnd laut zum deutschen also: 

So do seind die quantiteten addite vnd diminute zwi- 
spenniger vnd vngleicher denomination, das ist, das sie nicht 
eines namens seind, so sollen die in eine denomination | durch 67 
die Multiplieirung in Oreutzweis gebrachtt werden, vnd allsdann 
eine in die andere gefurt werden, die do seind die quantitet der 
denomination, das ist, ein nenner in den andern, vnnd so dann 
solchs geschicht, so man dann numeratores oder die zeler zusam 
geaddirt oder von einander zeuchett, desselbig pleibendt oder er- 
wachsendt wirdt genenndt von dem, das aus den denominationibus 
ist erstanden zusam gemultiplieirt. 

Sam also, wir setzen wollen dem text gemes, wann sie coaceruirt oder 
addirt werden die quantiteten addite vnd diminute vngleicher denomination 
oder nenner, als wir wollen addiren: 


Setzen wir also: 


vnd multiplieirn die creutzweis sprechende: 1% furen wir n 22% —2%%, 
werden 23— 2%. Nun furen wir ÄAX-+i1x in 39% —+1;, faeit 
3sf-t1cf+134+3x. Solchs addim wir zu 23— 2x, facit 39 


welcher links 8 steht, das ist die fünfte, dann findet man dort am äussersten 
rechten Rande stehen 33 #30. Da bei der Seeunda aequatio ein Zeichen aus- 
gelassen werden soll, so hat man also hier die Gleichung 35 = 3. In der mit 4 
anfangenden Zeile aber stehen die verschiedenen Formen der fünften Gleichung: 
HH, cl, us. w. bis B, 3cl, Piß, und wenn man noch die daran nach 
rechts oben sich anschliessenden hinzunimmt, auch noch Ze, biß, 335 und biß, 
id, ect. 
1) Das ist Addition und Subtraktion von allgemeinen Brüchen. 
Cartze, Urkunden. 33 
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+1ecl+33+ 1%; solchs ist der numerator. Nun multiplieirn wir de- 
nominatorem, das ist 1 +-1% mit 1x, facit 1% vod 13, vnd solchs 
ist der gemein Nenner des obgemelten zelers vnd stehet also wie hie: | 
24 — 2 N /I3R +13 
Sri rss tien 
il +13 
khumbt aus der multiplication jm Creutz gemelte Addition, wie hie ver- 
zeichent. 
Das wollen wir probirn ex valore, vnd lasen valorem 3 sein in Numeris, 


vnnd suchen erstlich, was do sei der zeler des ersten buchs in numeris, der 
was 2% — 29%, das ist 4 in numeris, wenn 2 % seind 6 in numeris, sub- 
trahirn wir 29, pleiben 4. Nun suchen wir, was sein nenner sey ex 
numeris, der ist 19 vnd 1x, das ist auch 4. Nun thailen wir 4 durch 4, 
facit 1, also were der erste Bruch in Numeris 1. Nun suchen wir gleicher- 
weis den andern Bruch, vnnd nemen zu dem ersten den zeler, der ist 3 
vnd 13, das ist in numeris 12. Nun suchen wir seinen Nenner, der was 
1x, das ist 3 in numeris: thailen wir 12 mit 3, faeit 4, wann der Bruch 
ist auch gethailt. Also ist der andere Bruch 4 in numeris, den addirn 
wir zum ersten, der was 1 in numeris, vnnd khumbt 5 aus der gantzen 
addition, die was 


3X -+id+3;3+1% 


So es dann auch 5 in numeris macht, so ist es recht. Nun suchen wir 
im zeler, was do sei 1.cf, von 3, faeit 27, dazu 3, faeit 30 9, zu 3 5, 


das ist 27, vnd 1% khomen 60, souil macht der zeler in numeris. Die 
thailen wir durch 15° + 13, das ist 12, khomen auch 5, vnd ist recht ge- 


68° macht. | 


Setzen wir den andern punct, als der text sagt, wann sie detrahirt 
werden, solle allermas volfurt werden wie vor, dann alleine, wo man vor 
het addirt, soll man jtzunder subtrahirn. Sam also, wir setzen wollen ab- 


1 2 2.c, 8 en A 
zuzihen a von een, Setzen wir die, wie vorgesazt, also: 
1% T&X 
In 35 DIE, 
1x TH 


Multiplieirn die Creutzweis, jnmassen vorgethan, khumbt des ersten mit 


22 —2 , 3. 3—2@0°+352' +2 


1) In moderner Bezeichnung: -- „4 


1-2 x x + x*? 


ad Ylem geometram magistrum suum. 515 


7% in19°%+42;, 78° + 143, vod des andern mals khumbt mit 1% 
in 2c£ +83, 235 +8 cf; die addirn wir nicht, sondern subtrahirn eins 
vom andern, pleiben 235 + 8c, — 78 vnd 143, das ist der zeler. Nun 
multiplieirn wir die nenner mit einander, als 1% mit 79, khomen 7%, 
vnd stehet das Restat also wie hie oben: 


1 H23\ 7/2683, 
1% Au nd 


Multiplieirn wir die, vnd nemen eins vom andern nach laut des Texts, so 


pleiben: 
25 8b —- 78 — 143 1) 


1% 


Das wollen wir probirn ex numeris absolutis. Setzen wir, das x sei 2 in 
numeris. Nun suchen wir den zeler des ersten Bruchs, dauon man nemen 


soll, als rt, das seind 48; die thailen wir mit 7 $, facit 6°, das 


f 
ist der eine pruch. Nun suchen wir | auch den andern Bruch, den man 
2 2 5 
abziehen soll, als 2, facit 9; den thailen wir in 1x, als in 2, 
% 


facit 44, den subtratrirn wir von 6%, pleiben 2%, vnd souil sollen auch 
machen der gemelte restat als 


ai Bere he. 
«x 
Suchen wir erstlich den zeler: 235 4+ 8 cf, von 2 seind 96. Nun sollen 
abgezogen werden 7 Sf vnd 14 3, die machen 63; nemen wir sie, bleiben 33. 
Nun ist der nenner 14 von wegen 7 x: thailen wir sie, khomen 2;, vnd 


ist recht. Defsgleichen magstu alle andere probirn. Nun volget das sibende 
Capitel. 


Capitulum septimum de diversis denominationibus quantitatum additarum 
atque diminutarum earumgue multiplicationibus. 


Numerorum pregnantium, quorum denominatio est divisa, numeratorum 
atque denominationum se mutuo fit multiplicatio. Quod si sit denominatorum 
denominationis denominatio, ad unam denominalionem se invicem multipli- 
catium reducentur quantitantum. 


2 +8 w+2et 2a +80 — T— 140? 
7 XL u iz 
33* 


1) In moderner Form: 
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Hie saget vns ALGesrAs von der Multiplication der quantiteten additen 
vnd diminuten, vnd laut zum teutschen also: 

Der geschwengerten quantiteten additen vnd diminuten, die 
do seind einer ungleichen benenung oder denomination, so sollen 
die numeratores besonder vnd die denominationes mit einander 

69’ multipleirt werden. So dann ist, | das die Nenner benennt seind, 
welche benenung dann aber ein denomination ist, das ist ge- 
sprochen, so ein nenner hat einen andern nenner, welchs dann 
nenners nenner hat, respectu eines numeratoris, so sollen die 
nenner in eine quantitet zusamen gemultiplieirt werden, die 
dann ist eine benenung oder denomination des ersten gesatzten 
zelers. 

Solchen schriftlichen text zu lentern, wollen wir setzen exempla, vff 
den ersten punct des texts, als er sagt: So die quantiteten addite vnd 
diminute einer ytzlichen benenung seind, sam also wir setzen wollen 
zu multiplieirn: 

2 +13 init 5 +28 

1x 15+1%«' 

setzen wir correlatiue vnd multiplieirn einen zeler in den andern als 

2 +13 mit 5%. +2%, fait 10% +23 +54 49% vor den 

zeler. Nun multiplieirn wir die nenner auch mit einander, khumbt 1c +13, 
das wer der Nenner, vnd stehet dje multiplication also: 


A Be u 
10. li FIR .B) 
10425 +5L+48 
1ic-+135 

Das wollen wir probirn ex valore aus den absolutis numeris, so setzen wir, 
die % solle 4 sein in numeris. Nun suchen wir, was der zeler des ersten 
70 | Bruchs sey, das ist 28% vnd 13, facit in numeris 18, wann 1; ist 16 
von 4, derzu 2 machen 18. Nun sein Nenner ist 1x, das ist 4; thailen 
wir, facit 4%. Nun suchen wir den andern bruch auch dermassen: 5x 
seind 20, vnd 2 9 seind 22, pas ist der zeler des andern Bruchs, vnd sein 
Nenner ist 20. Thailen wir, facit 1;,. Nun wollen wir die zwei absoluten 
bruch mit einander multiplieirn jnumassen man pflegt in gebrochen zalen 
zu thun, das wir hie in den zalen AL@uBre presupponiren, khombt 4 vnd 2: 


1) In modernen Zeichen: 


2+@,_ 52 +2._1We +20 +50 +4 
© +20 a + a 
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DPESIESTETTE 
if +13 

ersten den zeler in numeris. 10 x von 4 seind 40, 2 3 seindt 32, 5 cf, seind 

320 vnd 49% seind 4. Addirn solchs, faeit 396. Das thailen wir mit 

1cf + 13, als 80, vnnd khumbt recht 43%. 

Nun sagt der text, so ein Bruch khomet in der zalen Gebre, 
der do het Nenners nenner. Sam also, wir setzen wollen, vnd des vil 
khumbt in den coniecturationibus, das ist in den examinibus der proposition, 
wir wollen multiplieirn 


souil macht auch das product Suchen wir zum 


1< +13 ie 1% 
4% 13 


Setzen wir die correlatiua, wie stedt, jnmassen wir vorgehalten haben. 
Sagt der text, es sollen die Nenner | zusamen gemultiplieirt werden eines 70’ 
ytzlichen pruchs. Sam also, 4 $f ist der letzte nenner des ersten Bruchs, 
die multiplicim wir niet 13, fait 4% +43. Vnd das wer der 
Nenner des ersten Bruchs, Wir machen den andern auch also, khumbt 
1cf 413. Also weren gemelte Nenner redueirt. Die wollen wir nun 
mit einander multiplicirn, jnmassen wir den ersten pruch gethun haben, vnd 
khumbt aus der multiplication der zwir bruche: 


11&—13, +10; — 18 
sa rict4 
Solchs wollen wir probirn. Wir nemen erst gesatzte pruch, die do noch 
nicht reducirt seind, vnd suchen valorem. Zum ersten den zeler des ersten 
Bruchs, vnd lassen valorem % sein 2 in numeris,. Also 109 —13 
macht 6, das gethailt mit 1% + 13, facit 1; das gethailt wider in 4 
faeit 4: sowil macht der erst Bruch in numeris absolutis. Desgleichen 
mache den andern. Besiche, was do sey 1c(,-+- 13 von 2, faeit 12, ge- 
thailt in 1% + 19%, in 3, facit 4, die gethailt in 15, als in 4, facit 1 
oder $. Die wollen wir mit einander multiplieirn, khumbt 5 in numeris; 
das soll auch thun die obgemelte multiplieation. Wir suchen zum ersten 
10 cf, von 2, macht 80, — 133, als 16, bleiben 64, vnd 103% seind 40, 
— 18, facit 32: zih ab, pleiben 8, zu 64 wird 72 in numeris der zeler. 
Nun | suchen wir den nenner: 8 33 seind 128, vnd 4.cf, seind 32, vnd 4$ 71 
1) In moderner Bezeichnung: 

1w—a® ‚ad + mn 

z+2! xX s+1 101 —a: @’+a% 102° — 2'-+ 100° — a° 

au ae Rat te 


71 
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seind 128; das addırn wir zusam, facit 288, das ist der Nenner. also 
were der Bruch 7 in numeris, macht 4, vnd ist recht. 


Capitulum octavum de diversis denominationibus quantitatum additarum atque 
diminutarum earumque divisionis diviso pregnata sive potentialis, non absoluta. 


Divisionem : absolutam signorum, wt dieimus, refutamus.  Earumgque 
autem, quarum denominatio est coaplata per interiectionem virgularım in 
Gebram esse potentialiter divisa: unam vero per aliam commitiendam dis- 
parate habitudinis transversae ductionis divisionem in eandem esse reductam 
denominationem diminutio. 

Hie saget ALGEBRAS von der division der quantiteten additarum vnd 
diminutarum, vnd laut der text zum teutschen also: 

Die division gemelter zaln Gebre die absoluten, als wir ge- 
sagt haben, vorwerfen wir, sonder der, den dj denomination 
vnterschrieben ist durch die zwischen fugung der virgulen des 
Bruchs, sprechen wir, das dj gethailt ist oder sey jn Gebra 
potentialiter. Aber 
minuta, so die sol gethailt werden durch eine andere, welche 
also vngleicher denomination sein, vorkunden wir, solche vor- 
melte thailung gebracht werden jn eine denomination durch die 
transferse oder ereutzformige multiplieirung.!) 


Sam also, wir setzen wollen zu thailen et. mit md, 
1 Fr Br 1 T 1 T 
Setzen wir sie correlatiue wie die andern, sehen wir, das ein jtzlich quan- 
titet mit einer virgulen vnterschrieben ist gegen jrer denomination, damit 
sie ist potentialiter gethailt, vnd nicht actu, als der text sagt. Aber eine 
durch die andere zu thailen, jnmassen wie hie, die do vngleicher denomi- 
nation seindt, so multiplieirn wir Creutzweis nach vnterweisung des sechsten 
Capitels difs Buchs, als 1% mit 5 8f vnd 13, fait 5 x vnd 1 cf, das 
ist der zeler oder diuidendus; fum wir LP +2, in 23% vnd 2 cf, faeit 
23 -+43546cl, vnd ist der Nenner. Stehet also jn seinem form wie hie 
5 —+1 A 235 2% 
1 + 2% 


So wir creutzweis multiplieirn, so khumbt quotient als wie hie: 


AM 9 
2; +4 +6 


1) Division allgemeiner Brüche ist also erlaubt. 


2 5b+-22°? 22°?--2r° 5x2 2° 
2) In moderner Bezeichnung: ar : +22 _ 3: 


1-2 x gar raet 6er 
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Das wollen wir probirn. Wir nemen valorem in numeris 2, also were 


5f+13 9 


der erste Bruch —— —-—— in numeris 5, die sollen wir thailen mit dem 
i8 +3; 
2 * 94 * .# R) * 24 
andern, als —-————, das ist 5, also sollen wir thailen 5 mit %, khumen 
T 
isg, so wir die lassen aufgehn jn geringer zaln, khomen #&. Souil soll 
auch der quotient in numeris machen. Suchen wir gleicherweis den zeler 
vnd auch den Nenner, so finden wir 4, jnmassen wie oben, vnd ist recht 


gemachtt. 


Capitulum nonum de eustodia vigilis adverso aequationis numero absoluto 
positus eiusque officio assimwlationis. 


Assimulatio est, qua coniecturatio proportionis ad duas aequales restau- 
rando vel diminuendo partes numero absoluto examine vigilis ex adverso 
aequationis positus redueitur. 

Hie saget ALgesras von der Assimulation, nachdem gesagt ist von 
der eigenschaft der signa, durch welche man in die Equation khumbt, so 
khan die nicht volfurt werden, es geschehe dann ein vorgleichung zweier 
thailen, vnd laut zum teutschen also: 

Die Assimulierung oder vorgleichung ist, durch welchs die 
eoniecturation der propositionen geschehen durch das | Examen 7?‘ 
des wechters, welcher dann gesatzt ist in der Equation durch 
absolutos numeros, durch benenung oder gebung zu zweien 
gleichen thailen pracht wirdt.?) 

Diesem text einen vorstentlichen sin einzufuren, der etwas tief ge- 
grundt, sagt er zum ersten von der vorgleichunge zweier thailen, die dann 
geschehen soll also: was ein thail zu wenig hat, soll jme restaurirt werden, 
vnd dem andern dasselbig; hat dann ein thail zuuil, soll jme genomen 
werden, defsgleichen dem andern. Als wir setzen wollen, damit wir den 
text begreifen mögen, ein coniecturation ist geschehen, jnmassen der text 
lautet, durch das Examen des wechters oder hueters der Equation, also zu 
finden eine zal, wann ich daraus nim 5 vnd 4 vnd addir 7 dragmas darzu, 
das 28 khumen. Sprechen wir, das 28 $P sey der vigil equationis oder 
der hueter, durch welchen dann geschieht das Examen der Aufgabe in den 


1) Hier wird also gelehrt, wie die ursprüngliche Aufgabe durch Restauratio 
und Diminutio in eine der Formen gebracht werden kann, die oben als Normal- 
formen der Gleichungen angegeben sind. Die in Ziffern gegebene Zahl wird dabei 
Yigil, d.h. Wächter genannt, weil durch sie die Richtigkeit der Übertragung der 
Aufgabe in eine Gleichung kontrolliert wird. 


15 
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coniecturen des setzenden %; dann 28 vigiliren, das solchs Examen der ge- 
satzten x sol recht volfurt werden, vnd hierumb ist der wachsende vf einer 
seiten in absoluto numero vnd hutendt der Equation. So nun 1% ist ge- 
satzt vnd examinirt nach der Aufgab, khomen 5 « + 7 8P, die seind gleich 
28 8, den huter vnd vigil. Solche | zwei thail sollen wir dann vorgleichen. 
Saget der text, welchs thail zuuil hat, dem sole abgezogen werden, vnd 
dem andern auch souil. Nun hat die Conieeturation einer seit + 7 $f, 
die deliren wir vnd nemen dem vigil auch souil, pleiben 21 Sf, vnd also 
ist vff beiden Seithen vorgleichnus geschehen, das ist, 5 x gleich seind 
21 &#, dem vigil; vnd also ist zu vermercken aus dem text, das alle 
numeri absoluti in einer aufgabe, durch oder von welcher die coniectura- 
tion geschicht, werden geheisen wechter vnd vigiles, vnd die do werden 
coniecturirt von der %, heist die coniecturatio, durch welche dann die vor- 
gleichung wirdt gefurt gegen gemelten vigilis, vnd jren anhengen, welches 
halben dann die conieeturation geschicht durch jre Examina der aufgab 
gemes. Sam also, eine coniecturation ist laut einer proposition oder Auf- 
gabe gefurt, vnd khumbt des einem thail 157 P — 2% -+ 33, vnd oppo- 
sita parte khombt 19-73 — 42%, die wir doch presupponiren ein- 
ander gleich, verordent durch die examina vigilum jn die Equation zu 
vorgleichen. Nim einem thail 1 5 vnd nim 157 auch 1 9f, pleiben 156 9. 
Nim einem thail 3 3, vnd nim dem andern 7 3 auch 3 3, pleiben 4 3; 
restaurir dem einen thail 2 ;,, vnd gib dem andern auch 2 z, pleiben 40 «, 
vnd sein in form | vorgleicht einem thail 156 vnd dem andern 4 3 — 40 x. 
Restaurir dem ein thail 40 x vwnd dem andern auch 40 %», pleiben vff 
einem thail 4 3 vnd vfm andern 156 $f + 40 x, vnd stedt jn der siben- 
den Equation.!) Nun mochte einer sprechen: so dann zwei thail gleich 
einander seind, was darfen wir dann der vorgleichung? Antworten wir, das 
ehegenamte vorgleichung seind allein von wegen der affirmirung vnd negi- 
rung, das ist von den quantiteten additen vnd dimimuten, als dann in den 
coniecturationibus khumbt, das allerwegen zwei thail gleich werden. So 
dann von equalibus genomen wirdt oder restaurirt wirdet, so werden wider 
equalia, oder werden equalia auch der angenomen conception, machen aus 


1) Dieses durchgeführte Beispiel ist in neuerer Bezeichnung folgendes: 
157 — 22 432° = 1-4 Te? — 42, 
156 — 2x + 32" = 12° — 42er, 
156 — 2x = 40? — 42, 
156 = 4a? — 40er, 
156 + 40x = 4°, 
und es ist also auf die siebente Gleichungsform zurückgeführt. 
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ehegemelten vorgleichten thail. Durch die sibende Equation khumbt valor 
des x in numeris 13. Nun haben wir gesatzt erstlich 1 $f vnd 7 3, das 
weren 1183 in numeris, vnd 1 9 ist 1184, minus 42 % herabgezogen 
pleiben 638, vnd souil sollen sein 157 $ — 2% + 3 3, wann sie seind 
presupponirt gleich erstlich gesatzt. Nun 157 9, dauon ziehen wir 2 x, 
pleiben 131, addirn wir 3 3, khomen 638 wie oben, vnd ist recht. 

Das wollen wir probim. Wir haben obgemelte thail vorgleicht durch 
dj assimulation, vnd ist khumen einem thail 4 5, dem andern 156 $P +40... 
Sprechen wir, | 4 3 von 13 seind 676, vnd des andern thails 156 X +40% 
seind auch souil, also were gleich addirt worden 38 in numeris, wann auf 
yeden paiden ersten thailen was 638, so ist vff disen assimulirten 676, 
das ist 38 mehr, das dann hernachuolgendt besser gegrundt wirdt zu vor- 
stehen. 


Capitulum ultimum, quomodo numerus pregnans per aequationem deducatur 
in partum ad pariendum. numerum absolutum rationalem sive surdum. 


Absolutam divisionem numerorum pregnantium aequationi effectum de- 
poscit, eaque numerum nudum ralionalem pariet, expletum surdum vero 
naturae rationamento reliquit binomica normate docente. 

Hie endet ALGRBRAS sein ander Buch der Gebra vnd Almuchabola 
vnd beschleufst entlich der signorum eigenschafft, vnd laut zum teut- 
schen also: 

Die equation begert vnd erfordert eine offene thailung der 
zalen, die do geschwengert werden in den signis den effect vnd 
darzu gebraucht sie entlich erfunden sein, welche equation ge- 
porn sein eine plosse vnvernunftige zal, eroffnet die natur aber 
surden oder irrationalen gesprochen, hatt verlassen die equa- 
tion der natur zur geberung die Rationirung oder handlung, 
als dann die binomischen Regeln diss ereleren werden. | 

Solchen text begreiflich zu ergrunden, nemen wir für vns die negsten 
Capitel die ehegemelten vorgleichten zalen nach der assimulation, die do 
erstlich waren 19 -—- 73 — 42% waren gleich 157 $P — 3 3, welche 
dann geschwengerte zalen seind, vnd durch dj gemelte assimulation seind 
sie pracht jn die siebende Equation zu zweien gleichen thailen, die do 
waren 4 3, wie vorsteht, vnd den andern 156 $P -- 40%, so dann solchs 
durch dj equation gethailt wirdt, die dann ein offene thailung begert actu 
vnd nicht in potentia, wann zu der equation bracht werden, zu gebern dj 
offenbarlichen zal. Also thailen wir durch 4 3, 156 9? + 40 x, jnmassen 
durch die Equation bericht hat, vnnd gebirt den valorem cosse 13 uni- 
tates absolutae in numeris, der dann rationalis explieite der natur erkennt- 
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lich. mit. seinen vnitaten geporn ist, den wir auch rationaliter mögen 
handeln durch die geschwengerte zal, darinn er ist verschlossen gewest. 
Also wir wollen exemplariter setzen erstlich rationaliter dem text gemes, 
vnd darnach jrrationaliter auf den andern punct, als der text sagt, wir 
wolten finden dj vernunftige zalen 13, die vns die Equation erfordert hat, 
durch die geschwengerte zaln der signorum, die do waren gleich peider- 
seits, als wir vorangezaigt haben, die wir wollen probiren, ob solche ein 
rationalische | zal sey gewesen in der geschwengerten mutter der signorum, 
So eroffnen wir den ersten thail, der was 19P +73 — 42% in den 
numeris absolutis aus 13, vnd steht also 19 + 1183 9? — 546 9, wann 
1183 seind 7 5 von 13, so seind 546 $f 42%. Eroffnen wir den andern 
thail, der. do was 157? —2%-+- 335, so wir beide seithenn gegenein- 
ander ansehen, so finden wir, durch 13 90 einander gleich sein gewest die 
signa, als dann ein schwanger Mutter der zaln 13, wann yeder seithen 
khomen 638. So wir sie dann vorgleichen mit den negationibus vnd affır- 
mationibus, also das wir ab equalibus equalia nemen oder ad equalia 
addirn equalia, so khomen oder pleiben equalia. Addirn wir 26 9° dem 
einen thail, der — 26 9£ hat, so bezalt er seine Negation, vnd geben dem 
andern thail auch 26. Wir nemen dem einen thail 507 $P, wann die 
afiirmation vberflus hat, vnd nemen dem andern thail auch souil, wir geben 
auch dem ainen thail 546 9, so bezalt er auch seine Negation, vnd geben 
dem andern thail auch souil; wir nemen 1 9 von einem thail vnd nemen 
dem andern auch souil; also finden wir abermals peiderseitz gleich yder 
zal 676, der numerus, der dann was in schwangern vnd 43 eins thails 
vnd 156 9£ 4 40 „ anders thails. | Also ist die Assimulation geschehen, 
durch 38, die wir zu zweien gleichen thailen addirt haben, das ist zu 638, 
ist khumen beiderseitz in der vergleichung 676 vnd 676, vnd ist recht. 

Aber den surdischen numerum, als der text sagt, der hat der Equa- 
tion die natur verlassen die Rationirung durch nachuolgende Regel der 
Binomien vnsers dritten buchs, wann derselbig explieite nicht herauskhumbt, 
sonder beschlossen wirdt in taube vnvernunftige zaln. Als wir setzen 
wollen 320% +33 —1x% ist gleich 1498? +83 + 7x; so wir das 
vorgleichen, khumbt einem thail 171 &, dem andern 543 + 8 x, vnd steet 
in der funften Equation, durch welche, so die signa pregnantia gethailt 


werden, die vnvernunftige zal ®t, von welcher radix — # ist die zal, die 


25 
die Equation begert, vnd hierumb, so ist %%; macht die zal irrationalis, wann 


wir. sie nach gebrauch der vniteten in numeris nicht handeln khunen. 
Wann wir die handeln sollen, so ist radix von &— #.!) Nun ist sie 


1) Während die oben gefundene Gleichung 156 + 40x = 4° die rationale 
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surde, vnd herumb hat die Equation die natur verlassen das rationament 
durch binomische Regeln jn vnsern dritten Buch hernachuolgendt. 
Explieit liber secundus ALGEBRAE. | 


Ineipit liber tertius AısEsraEr Arabis de numeris rationalibus communican- 
tibus alquwe surdis trium tractatwum, qui ex matre pregnante per aequationes 
digestas nascebantur absolute. 

Tractatus primus tert libri.!) 

Rationalis est numerus Gebrae, qui digestis aequationibus absolute uni- 
tatum compleetitur. Ex hoc manifestum, omnem numerum longitudine radicem 
esse numeri sui potentionalis, rationalem numerum vero non omnem poten- 
lionalem esse radicis rationalem, sed potentiae Tanlum omnis rationatur uni- 
tatis planitie lineae rationalis datae in longitudine. 

Hie saget ALGEBRAS in seinem dritten Buch zum ersten von den 
numeris rationalibus des ersten tractats, vnd laut zum teutschen also: 

Das ist ein rationalisch zal des dings, die do khomet aus 
den eegemelten Equationibus offenbarlich jrer vniteten, damit 
sie dann gezelt werden, vnd hierumb ist wissentlich, ein jtz- 
liche zal mag sein ein radıx rationalis seiner quadratischen 
zalen, das ist in potentia, vnnd hierumb ist nicht zu vorwun- 
dern, das nicht ein yede zal in potentia seines radieis ist ratio- 
nalis, sondern allein in der macht, das ist in potentia, wirdt 
ein ytzliche zal gebraucht rationalis der quadratischen vnitet, 
die dann in der lenge gegeben wird rationalis. | ?) 


Wurzel x = 13 besitzt, hat die Gleichung 320 + 32? — x = 148 + 8a? + Ta, 
welche restaurando und diminuendo in 171 = 5x? 4 8x übergeht, die Lösung 


A ne E, und ist also irrational. Sie hat die Form eines Recisum Euxrın’s 
und lässt sich naturgemäss erst durch die im dritten Buche gelehrte Wurzelaus- 
ziehung bestimmen. 

1) Dieser erste Traktat des dritten Buches handelt von der Ausziehung der 
Wurzeln. Zunächst müsste man eigentlich sagen von der Erhebung eines Binoms 
auf die ersten neun Potenzen. Da aber im letzten Kapitel dieses Theiles gesagt 
wird, dass alles Vorhergehende nur auseinander gesetzt sei, um die Auffindung 
der Wurzeln zu ermöglichen, so hat der deutsche Bearbeiter die Wurzelausziehung 
schon in den einzelnen Paragraphen gelehrt. Die Ausziehung betrifft nur ratio- 
nale Wurzeln aus vollständigen Potenzen. 

2) Klarlegung des Evsumischen Begriffs: linearrational und in Potenz 
rational, aber unter Ausdehnung des Begriffs „in Potenz rational‘ auf alle nach 
irgend einer Wurzel irrationale Zahlen, so dass also z. B. 81 als fünfte Potenz 
angesehen nur in Potenz rational ist, dagegen als vierte Potenz betrachtet sowohl 
in der Potenz, als in der Länge rational ist. Hier tritt zuerst das Wurzelzeichen 
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Von solchen text einzufuren den schrifftlichen sin, so nemen wir einen 
jtzlichen radicem rationalem, der in der lenge, das ist in der vngemulti- 
plieirten zal gesatzt wirdt, dann als Linea, die khein ander zufallen hat, 
dann longitudinem, also hat auch die zal kheinen andern namen gesatztt 
in der lenge dann allein, das sie wirdt genant ein radix rationalis einer 
potentionalischen zal, vnd also mag ein ytzliche zal gesatzt in der natur- 
lichen profusion der lenge der zalen werden oder sein ein radix. Sam also 
5 in der profusion der naturlichen zalen wirdt gesatzt in der lenge, wann 
sie khein andere beschwerung hat, dann das sie die stadt vertritt der 
naturlichen satzung, darin sie von jrer vnitet ausgangen ist, die dann mag 
sein der radix jrer potentionalischen zaln, das ist 25. Von gleicherweis 
die linien 5 in sich vormag potentionaliter den quadrat, das ist den super- 
ficien, also vormag 5 an der zal 25, den 3, vnd also wird 5 in der lenge 
rationirt mit 5 vniteten, vnd 25 mit 25 superficien, welche jtzlicher jrer 
lenge ist vnitas vnd in potentia vnitas, vnd das ist der erst punct vom 
text. Aber nicht wirdt gesagt, das ein jtzlich potentionalische zal sein 
rationalisch in der lenge, das ist jres radix, sondern allein in potentia. 
Wann also wir nemen 7 oder 10 vor 13, so wissen wir, | das 7 5 vniteten 
rationiren, die dann potentionaliter auch seind, nicht longitudine, vnd wie- 
wol jr vnitas potentionalis hat eine rationalische lenge, dann sie gebieret 
den quadraten vnitatem potentionalem, damit sie 7 rationirt, so wirdt solche 
lenge nicht rationalisch gegen der leng 7 der potentz, wann die lenge von 
7 oder radix ist /7, so ist die potentionalische vnitet 1 in der lenge 
rationalisch, die wirdt mit /7 nicht communieirt, vnd also sprechen wir, 
das ein jtzliche zal mag sein rationalis in potentia, aber nicht allwegen 
in potentia vud longitudine, vnd also sagt der text erstlich vniuersaliter, 
das ein jtzliche zal mag longitudine werden potentionaliter rationalisch, 
aber nicht vmbgekert, dann ein jtzliche potentionalische zal mag werden 
longitudine nicht rationalisch, sonder allein in potentia wirdt vniuersaliter 
ein jtzlich zal rationalisch, das ist mit potentionalischen vniteten gemessen 
vnd gezelt. Damit man aber mag verstehen, jn welcher gestalt die poten- 
tionalischen zalen sollen mit den potentionalischen vniteten rationirt werden, 
so nemen wir 18 vor 13, den wir mit 4 vniteten wollen rationiren. So 
wir jenen mit 4 vniteten rationirn jn longitudine, so khumbt 45, das 
weren auch vnitet der lenge. Nun ist 18 15, der do 18 potentionalische 
vnitet hat, also mussen wir auch 4 potentioniren, werden 16, vnd also 


auf, noch allein durch einen starken’ Punkt mit daran befindlichem längeren Zug / 
bezeichnet. Wie später die Wurzeln mit verschiedenen Exponenten unterschieden 
werden, wird seiner Zeit auseinandergesetzt werden. 
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rationiren wir 18 mit 16, khumbt 14 potentz, das ist 13 3, | vnd also ist 
zu vorstehen, das man lenge mit lenge, das ist radicem mit radice, vnd 
potentz mit potentz soll rationiren, vnd darumb so wirdt lenge gegen lenge 
potentionirt rationalisch, vnd potentz gegen potentz auch rationalisch 
rationirt, 

Nun ist not zu wissen, das ein jtzlicher radix in longitudine wirdt 
rationalisch in potentia durch 8 ductiones pej vns gewonlichen, wann es 
mag gesprochen werden 1 % in longitudine des quadrats, des cubi, des 
33 ete., jnmassen dann die ductiones nach einander volgendt rationalisch. 
Wann ein jtzliche zal zu extrahirn radicem furgelegt wirdt potentialiter 
angesehen vnnd gehalten, hat die allsdann radicem rationalem, so wirdt 
sie gesprochen in longitudine vnd potentia rationalis, wirdt sie aber er- 
funden jres radix der duetion, von der sie genandt ist, surda vnd nicht 
eine gantze radiceem rationalem hat, so wirdt sie genandt die zal in 
potentia allein rationalis, vnd also volget von der quadratischen duction, die 
dann die erste ist vnter den ductionibus der rationalischen zalen, vnd volgt 
also das ander Capitel. 


Capitulum secundum de hauriendis lateribus numerorum rationalium 
quadratorum. 

Omnium rationabilium ductionum hauriendae radieis quadratum, quod 
primi plamiciei rationalis potentia est radieis, erescere quidem habet duabus 
radicibus duplicatis gnomone'), quae supplementa descripsimus, cum  censi- 
eulo. | ?) 

Hie eruolget AuLcesras von der ersten duction der rationalischen zalen 
zu sagen, vnnd laut zum deutschen also: 

Vnter allen rationalischen ductionibus der schopfenden 
radix so ist das quadrat oder 3 die erste macht oder potentz 
des radix, das ist der zalen jn longitudine, welcher 5 oder qua- 
drat wachsen ist, das ist’ gesprochen, so er wechst in die grols 
der potentz des radieis, mit zweien radieibus superfieialiter 
gefurt durch den gnomon, die do sprechen werden supplementa, 


Pr WER un re, 


1) Der Ausdruck „duabus radieibus duplicatis gnomone“ ist so zu verstehen: 
Nach unserem Verfasser ist ja die erste Potenz, das ist res, die zweite Duktion, 
da er Dragma als erste rechnet. Die obigen Worte heissen daher nichts weiter 
als 22y, wenn x die Radix und y den Gnomon bezeichnet. In ähnlicher Weise 
sind die spätern Ausdrücke triplicatis, quadruplicatis ... gnomone aufzufassen, sie 
bedeuten also multipliciert mit y?, y? u. s. w. 

2) Hier lesen alle Manuskripte, mit Ausnahme von (©. 8, censicubo statt 
censiculo, sie kürzen es sogar mit 3C(, ab. Dass nur (©. 8 recht hat, ist klar. 
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das ist, damit die quadratur oder der 3 complirt wirdt, vnd mit 
dem zensiculo, das ist mit dem gnomone in sich gefurt. 

Von solehen text den vorstandt einzufuren, der ettwas kunstlich ist 
vnd weniger wissent, so nemen wir vor, 15129 zu rationiren in longitu- 
dine, wann wir sie potentionaliter gesatzt haben. Nun wissen wir, das ein 
jtzlicher zens des ersten limits sein potentz vber den dritten limit, das ist 
vber den Centenarium, nicht strecket, vnd herumb so rationiren wir ge- 
melten numerum mit dem dritten limit centenario, vnd halten allwegen bei 
jedem Centenario sein station, jnmassen der text saget, vnnd zihen ab 
2 radices mit dem zensiculo. Also hat gemelte zal zwen centenarios, vnd 


'hierumb haben wir drei stationes. Wir setzen vnter den letzten Centenario | 


ein vnitet, wann er nit mehr vormag mit seiner potentz dann vnitatem, vnd 
ziehen ab die potentz der vnitet, vnd surgit der letzte Centenarius, 

15129 

110 
vnd also haben wir 10 vor radicem gegen dem negsten centenario, die 
ander station. Nun sagt der text, der quadrat wachse mit 2 radiecibus, 
hierumb zwir 10 ist 20, das wollen wir herabzihen, so ofite wir mogen, 
das mag zwir gesein. Also sprechen wir, das 2 ist der wachsende gnomo, 
vnd 20 ein supplement, Solchen gnomonem multiplicirn wir mit 20, 
wirdt 40, das ist duplicatum, als der text sagt; solche 40 zihen wir ab 
von 51 supra caput des andern centenarii, pleiben 11, die setze vber 51. 
Nun addir den gnomonem 2 zu 10, wirdt 12, vnd multiplieir den gnomonem 
in sich, wirdt 4, der zensiculus; den zeuch auch von 11, bleiben 7 respecetu 
centenarli. 


7 
11 
15129 
112 
123 
Nun haben wir 12 vor radicem, der wirdt gegen dem Anfang der zalen 
gerechnet, vor 120, die duplirn wir, wann der text sagt, er wachse mit 
2 radieibus; nun zween radices seind 240, die zihen wir ab, so offte wir 
mogen, vnd das ist dreymal, vnd wirdt also 3 gnomo; den multiplieirn 
wir mit 240, wirdt 720, die zihen wir ab, vnd multipliecirn 3, gnomonem 
in sich, wirdt 9, zensieulus, den zihen wir auch ab, vnd surgit. Also gib 
der dritten station drey, vnd wirdt 123 radix der furgelegten | zalen ratio- 
nalis in longitudine.!) 


1) Wir sehen hier, dass unser Verfasser bei Ausziehung der Quadratwurzel 
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Vnd solchs wollen wir geometrice ostendiren, damit man mercken mag, 
das der quadrat wechst mit zweien radieibus, gesprochen supplementa, vnd 
seinem zensieulo.. Wir nemen vnitatem, des letzten centenarium, gegen der 
gantzen zal des andern Centenarij potentionaliter, vuand wirdt 100, das ist 
der quadrat abed (Fig. 11), des radix ist 10 in longitudine, das war vor 
1 gegen dem ersten Centenario, aber hie wird es gegen der gantzen zaln 
gerechnet des andern Centenari. Nun 2 radices von 10 sein 20, das 
multiplieirn wir mit dem gnomo cf, der 2 in latere hat, wirdt 40, dann 2 
mus der gantze gnomo sein gegen der andern station der zwei supplementa. 


& 10 b e & 120 b3e 


Fig. 11. Fig. 12. 


Nun ist der gnomo zu erfüllen, die quadratur, auch aufsen. Multiplieir 2 
auch in sich, wirdt 4, zeuch ab, also haben wir 12 der andern station, 
das ist der ander erwachsen quadrat vnd ag, als 144, angezogen auf 
der andern station des Centenarijj, vnd also haben wir noch einen Cen- 
tenarium 729. Ruckten wir weither 12, so khomen 120, wann wir sie 
einer Figur weither geruckt haben, das ist 10, vnd ist der quadrat ad 
(Fig. 12) 14400. Nun facit 2 radices 240, das mussen wir | duplieirn mit 79 
dem gnomone 3, khomen 720, das seindt 2 supplementa bf vnd ck, also 
ist auch aulsen 9 der zensiculus zu dem complement des quadrates ag. 
So der erfullt wirdt, khumbt das ae in longitudine, ist rationalis mit 123 
vnitates, vnd ist recht. 

Solchs wollen wir dich auch arithmetice demonstrirn, Wir setzen ein 
zal, die wir dann auch in den andern ductionibus gebrauchen wollen, vnd 
nemen sie durch zifferes, damit man mag erkhennen, das do radix vnd 3 


noch genau so verfährt wie Reeıomoxtan mit Überwärtsrechnung und Durch- 
streichung der benutzten Ziffern, nur dass er die Punkte, welche die Hunderte 
bezeichnen, nicht unter, sondern über die Ziffern setzt. Die Beispiele haben 
sich nur im Göttinger Manuskripte und in €. 8 erhalten. ©. 405 und (. 349 
fügen sie nicht hinzu. 
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vnterschidlich khomen in der multiplication. Sam also, wir multiplicirn 
wollen 1001, vnd machen hieraus 13, furen den in 

1001 radıx sich selbst, khomen 1002001. Nun ist radix 1001, 

43 x gmomo so nun 1000 wirdt jn sich gefurt, khomen 1000000. 
1002001 Nun ist der mit einer vnitet gewachsen. Nun 2% von 
1000 sein 2000, vnd geb sie zu 100000, khumbt 

1002000. Nun multiplieir den gnomonem 1 in sich, khumbt 1, das addır 
dazu, khumbt 1002001, das ist, so ich 1001 in sich multiplier, khumbt 
gemelter quadrat wie oben geschrieben. Wir sprechen deshalben, das der 
wachsende quadrat zu seiner completur bedorffe zwei supplementa, die wir 
radices nennen, vnd den gnomonem, damit die quadratur erfullt wirdt, vand 

80 volgt das dritt capitel. | 


Capitulum tertium de hauriendis radieibus numerorum cubicorum ralionalium. 


Cubum vero primum esse, quod solidi corporis mensuram  metitur 
rationalem; tribus namque radieibus triplicatis gnomone, tribusque tetragonis 
duplicatis erescentiam circumscriptionis cum cubello habet regularem.") 

Hie celeret ALGeBRAS die andere duction der rationalischen zalen, vnd 
sagt, das der cubus sei an der ordnung die ander duction, aber an jr selbst 
wirdt die aus dreyen planen Linien oder zalen zusam gefuget, jnmassen dann 
der quadrat aus zweien, aber an der ordnung der satzung gemelter duction 
wirdt der cubie, die andere duction, beschrieben, vnd laut zum teutschen also: 

Der Cubie ist das erste thail, der do thailt die mensur der 
solidischen corporn rationalis, welche die wachsung hat der 
eircumseribirung regulistrirt mit dreyen radiceibus getriplieirt, 
mit 33 geduplieirt durch den gnomonem, mit sampt dem gnomene 
in sich cubice, genannt dem cubello. 

Solchen text vorstentlichen einzufuren, nemen wir fur zu rationiren 
1860867 in longitudine. So wisse, gleicherweis das der zens sein potentz 

80’ des ersten limits nicht strecket | vber centenarium, also streckt auch der 
Cub sein potentz des ersten limits nicht vber den Milenarium, vnd 
hierumb rationiren wir gemelte zal durch den Milenarium, vnd halten 
auch bei yden Milenario ein station, vnd zum letzten im anfang der zalen, 
vnd thun dann gleicherweis, wie in dem quadrat. Wir suchen in dem 
letzten millenario die grosten potentz des cubi vnd ist 1, die ziehen wir 
herab, vnd rucken solche vnitet vnter den ersten milenarium, vnd bedeut 10, 
voand halten die andere station. Nun wechst der eub mit 3 radieibus, das 


1) Nach dem oben Gesagten heisst das also: 
+ N’ = a +Baty + Bey? + y°. 


ad Ylem geometram magistrum suum, 529 


ist 30, vnd mit 33 von 10, ist 300, die mogen zwir abgezogen werden, 
vnd also wird 2 gnomo. Nun triplir 10 radices, vnd wird 30, vnd solchs 
triplir: sprich 2 mal 30 ist 60 vnd 2 mal 60 ist 120, vnd solchs pei der 
Reststation abgezogen. Nun 3 5 von 10 seind 300, solehs duplir auch 
durch den gnomonem, wirdt 600, die zeuch auch bei der station herab. 
Darnach fure 2, den gnomonem, cubice, wirdt cubellus 8. Den zeuch auch 
herab pei der station, vnd restat bei dem ersten Milenario 132. 
3 
142 
1860867 
1 12 
Nun rucken wir 12 auch weither bils zum anfang vnd bedeut 120. Solchen 
radicem machen wir dreimal, wirdt 360. Nun 33 von 120 seind 43200, 
die mogen wir dreimal herabzihen, | bierumb wird 3 gnomo. Also triplirn 
wir durch gnomonem corporaliter 3 radices, das ist 360, khomen 3240, 
das zichen wir herab. Nun multiplieirn wir superfieialiter 3 3 auch durch 
gnomonen khumen 129600, das zichen wir auch herab in der dritten vnd 
letzten station im anfang der zalen. Also haben wir noch cubellum; 
multiplicirn 3 cubice, den gnomonem, khomen 27, das ziehen wir auch 
herab; die abgeschrieben zal gehen gantz auf, also sprechen wir, das ge- 
melte zal in longitudine wird gerationirt mit 123 vniteten. 
Solchs wollen wir demonstriren in der vorgesatzten zal, vnd nemen 
vor vns 1000 in vnitate pro radice. Also were der 


1001 « Cubie dauon 1000000000. Soleher Cubic soll 
ce 3 % gmomo wachsen in vnitate. Nun erwechst der mit 3 radieibus, 
1003003001 . das wern 3000, solchs addirn wir zu 1000000000; 


wir nemen nun 3 5 von 1000, werden 3000000, das 
addirn wir auch sampt dem gnomone, wirdet 1003003001, vnd das ist 
der Cubic von 1001, welcher gewachsen ist in vnitate. 

Solehs wollen wir auch demonstriren in continuis. Wir haben gesagt 
erstlich die zal 1860867, vnd haben sie rationirt mit zweien Millenarien, 
welches ersten potentz ist gewesen vnitas, die dann gegen den andern 
Millenario ist 10, das sei der Cubie ay (Fig. 13), welches latus ist «%k 10, 


vnd sein potentz 1000. Nun sol | er wachsen mit 2 vniteten, jnmassen 82’ 


erstlich angezaigt, in der andern station, das wirdt der gnomo ec. Nun 

wechst er mit 3 radieibus eb vnd de vnd gp, das sind 30, vnd solche drei 

supplementa sollen wir solidiren mit dem gnomo 2, vnd werden 120, souil 

sind die supplementa solida. Noch seind 3 3, damit er wechst, der erste af 

oder auch bg, der dritt 9d. Nun 15 von 10 seind 100, das weren 300, die 

sollen auch solidirt werden durch den gnomonem 2, vnd werden 600. Noch 
Curtze, Urkunden. 54 
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ist gebrechen der Cubellus 2, der mus auch solidirt werden ec, wirdt 8, 
vnd das alle seind erescentz des Cubs. Das addire, als 1000, des radix 
were 10, vnnd darnach 120, das weren 3 radices, vnd 600, das weren 3 3, 
vnd 8, das was der cubellus, werden 1728. Alsouil ist der gantz eubus ag, 
des radix ist 12, wann 10 der erst vnd 2, damit er gewachsen ist, das 


© Brei, 20 2.8 
10 
2000 
| 100 


72 f 


100 


wirdt 12. Sowil ist der eubus bei der andern station der furgelegten zalen 
herabgezogen. Solche 12 ist gegen der ersten figuren der furgelegten zal 
nach Ordnung der figuren, die bedeuten 120; die eubir wir, facit 1728000. 
Der cubus sey ay, als wie vor. Nun ist vor angezaigt, das er mit 3 vniteten 
wachsen soll bey der letzten station, | das wirdt der gnomo. Nun wechst 
er mit 3 radicibus ab, de vnd gp, das seind 360, die sollen wir solidiren 
wie vor, khumen (3240). Nun 33 von 120 seind 43200, die gemelten af, 
bg vnd dg. Noch ist gebrechendt der cubellus 3, ist 27, das addire alles zu- 
samen, vnd khumbt «g der gantze Cubus 1860867, vnd ist recht, vnnd probirt. 
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Capitulum quartum de hauriendis radieibus vel lateribus numerorum 
rationabilium quadratorum de quadratis. 


Census de censo radicem radieis gerens tetragonicam ipse quidem com- 
plectitur quatuor cubis duplicatis gnomone, sex censibus triplicatis, quatuor 
radicibus quadruplicatis cum gnomonico parallelogrammo circa diametrum, 
inalterabilem quandam eireumseriptionem erescentiae habet rationalem.*) 

Hie zeiget Anaeeras die dritte duction genant zensus de zenso vnd 
laut der text zum teutschen also: 

Census de censu ist ein duction begerende der vorgelegten 
zaln <(radicem) des radicis quadratisch gefurt, welche duction 
wirdt vmbgeben mit 4 euben duplieirt mit dem gnomone, mit 63 
getriplieirt, mit 4 radieibus quadruplieirt, vnd mit dem gnomone 
gefurt der duction gemes, pey dem diametro | gesatzt, durch 83’ 
welche duction also zens de zens vnvorwandelig vmbgeschrieben 
wirdt rationalischer erwachsung. 

Solehen text vorstentlichen einzufuren, nemen wir vor zu rationiren 
228886641 im longitudine. haben wir gesagt, das der Cubic des ersten 
limits sein potentz nicht strecke vber dem Millenarium, also streckt auch 33 
sein macht nicht vber decem millenarium, sonder darunter. Hierumb so 
rationiren wir die obgemelten zalen mit 5 figuren, vnd halten aber in ge- 
melter form pej jtzlichem zehntausent ein station, als wir jn Cubie gar 
eigentlich zu vorstehen geben haben. Wir suchen zu dem letzten limit die 
grosten potentz der duction, die dann mag 1 sein, vnd zihen die ab, vnd 
rucken solchen vnitet vnter den nechsten distinguirten limit, vnd bedeut 10, 
jamassen im Cubie. 

1 152 
228886641 
1 10 

Nun ist die duction wachsende mit 4 cubis. So cubir wir 10, khomen 
1000, das ist 4000, vnd 635 von 10 seind 600, vnd 4 radices seind 40. 
Solchs addirn wir zusamen, faecit 4640, die rucken wir in gemelter zaln 
12888, das mag zweimal gesein, vnd also wirdt der wachsende gnomo 2, 
wie in dem eubie.e Nun duplirn wir die 4 cf, das ist 4000, facit 4000, 
vnd triplieir die 6 3, das sein 600, khomen 2400, vnd quadruplieir | 4 x, 84 
das seindt 40, werden 320: solchs addir alles zusamen, facit 10720; das 
subtrahir pey der station gehalten des geruckten Limit von der zaln mit 
sampt dem gnomone 2 in sich gefurt der duction gemes, werden 16, vnd 


1) Das heisst: + Ya! +4ry + bay? +4ey’ + y'. 
34* 
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restat vom limit. anzurechnen 21526641, vnd haben also der station ge- 
halten vnd ausgericht. Nun rucken wir die 10 mit dem gnomone, das ist 
12, zu dem anfang der zalen, die do seindt bedeutent 120, die werden also 


genomen vor die radices. 
1 152 


228886641 
1 120 


Nun machen wir 4 cubie von 120, seindt 6912000, vnd 6 3 von 120, 
seind 86400, vnd 4% seind 480: solchs addim wir alles zusamen, faeit 
699880. Besihe, wie offte man solche zal mag abzihen von ehegesetzten 
zaln 21526641, das mugen wir dreimal nemen, vnd also sprechen wir wie 
vor, das drei wirdet der gnomo. Darumb duplieire die 4 c(, mit dem 
gnomone, werden 20736000, vnd 6 3, das seind 86400, die triplieir mit 
dem gnomone, werden 777600, vnd 4%, das seind 480, die quadruplieiren 
wir, machen 12960. Solchs addir alles zusamen, werden 21526560. Solchs 
subtrahir von eegemelten zalen, vnd pleiben 81, vnd so du den gnomonem 
in sich furest nach laut der duetion, so khumbt 81, vnd gehet die ehe- 
gemelte zal gantz auf, vnd also sprechen wir, das dj gemelte zal ist 33, 
vnd sein radix ist 123, vnd defsgleichen machstu thun jn andern. | 

Vff das wir aber dem text genug thun, jnmassen sich zu demonstriren 
gepurt, nemen wir die anfengklichen zalen jm quadrat vnd cub genomem. 

3% gnomo 

Also sprechen wir, das 1003003001 sei der cubie des radix 1001. 
Solchen radicem furen wir in den cub, wirdt naturlich daraus 35. Nun 
sehen wir in dem Cubo, das die letzte vnitet ist der cubic von 1001, dar-. 
nach 3 seind 33, vnd darnach wieder 3 seind 3 %, vnd die letzte figur 
vnitas ist der gnomo. So wir nun gemelten cubo haben pracht jn 33, der 
dann ist wie hie: 

35 ll 3 % gnomo 

100400600400 11 3 


sprechen wir obgemelter massen, das die letzte vnitet in der zalen triplieibus 


"ist der 33 von 1000, vnd 4 ist 4 cf, duplicati von 1001, vnd 6 seind 63 


triplati von 1001, vnd die letzten 4 seind 4 % quadruplati von 1001, vnd die 
letzte vnitet ist gewesen der wachsende gnomo. Vnd also sihest du eigent- 
lich, so jee weither der duction ist so extendirt, so ofite sich mehr manig- 
faltigen die % etc., vnd also magstu dich in allen zalen halten. Gehet 
aber die zal nicht gar auf mit der duction, so hastu gefunden den grosten 
radix, vnd residuum magstu darnach mit einer gelehenten zaln resoluirn, 
jnmassen du in nachuolgenden Capiteln horen wirst, wie man die residua 


85 sol | gebrauchen. Nun volget von den sursoliden, wie man da radicem 
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suchen soll, nicht quadratam, nicht eubicam, nicht censodecensicam, sonder jn 
welcher duction es aus ist gangen von dem rationalischen radice, der do 
ist gewachsen durch die multiplicirung in rationalisch satzung. 


Capitulum quintum de radieibus hauriendis numerorum sursolidorum loco 
quidem ductionis rationalis quinto. 


Sursolidum autem ampliorem cumulum soliditatis gerit, quinque censuum 
de censu duplicatis, decem cubis triplicatis, decemque censibus quadrwplicatis, 
guinque radicibus quintuplicatis cum gnomone circumseribitur.') 

Hie eroffinet vns ALGEBRAS seine vierte duction an der funfften stadt 
gesatzt, welcher text zum teutschen also lautet: 

Sursolidum also genandt, das ist ein ungeregularisch corpus, 
ist begern eine grossere solidische heufung dann die fordern 
duetiones,. Wann das genandt sursolidum wirdt vmbschrieben mit 
5 33 geduplieirt, mit 10 cf getriplieirt, nach formirung der cor- 
porum, mit 10 ziensen quadruplicirt vnd mit 5 radicibus quin- 
tuplieirt, mit dem guomo der duction gemes gefurdt. | 

Welchen text besser zu ercleren, wollen wir vornemen den sursolidischen 
radicem zu extrahiren vnd rationiren jn longitudine. Sam also, wir setzen 
wollen zu rationiren die zal 716703146875. So mercken wir, das wir jn 
mit dem sechsten limit distinguiren mussen, das ist mit 100000, wann 9 
der digitus in dise duetion gefurt wirdt, extendirt sich nicht vber gemelten 
limit, sonder vorbleibtt darunter. Wir signiren vnd suchen vnter dem 
letzten gedistinguirten limit, als vnter 71, was das groste sursolidum moge 
sein; finden wir, das 2 der radix des rare $. So wir das herabzihen, 
als 32, pleiben 396703146875. Solche 2 jetzt gefunden rucken wir zum 
andern distinguirten Limit, vnd bedeut 20, jnmassen vorhin offt angezaigt. 
Solche 20 nemen wir vor radicem, vnd wollen suchen den wachsenden 
gnomonem. Nun sagt der text, das sursolidum wachse mit 5 33, die mache 
aus 20, werden 800000, mit 10 cf, von 20, seind 80000, mit 10 zensibus 
von 20, seind 4000, vnd mit 5 radieibus von 20, seind 100. Solche addir 
alle zusamen, werden 884100. Dise zal suche in vorgelegter zal wie offte, 
mag 3 mal gesein vnd nicht mehr, vnd wirdt der gnomo, damit das sur- 


solidum wachsen solle. 
3 


49 
716703146875 
2 20 


1) Das bedeutet: (ce + yP’= x’ + 5r'y+ 10aty? + 100’y + Bay + y°. 
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Nun duplieirn wir die 5 33, das seind 800000, vnd werden geduplirt 
mit dem gnomone 3, vnd khomen 2400000; nun triplieirn wir die 10 cf, 
mit gemeltem gnomone 3, khomen 720000; nun quadraplieir die 10 3 auch 
mit dem gnomone | 3, khomen 108000; quintuplieir 5 radices, die do seind 
100, auch mit dem gnomone 3, khomen 8100, vnd fure den gnomonem 
der duetion gemes, wird 243, vnd addir solchs alles zusamen, khumbt 
3236343. Das nim von der zalen, die dann vorgelegt ist worden, vnd 
restat 73068846875. Vnd nun rucken wir 20 vnd den gnomonem 3, das 
ist 23, zu der ersten figur vnd halten alda die letzte station, vnd ist be- 
deuten 230. Solche zal nemen wir vor den radicem vnd sagen nachdem 
die duction wachsen ist mit 533 ete. Darumb machen wir 5 33 von 230, 
ist 13992050000; nun 10 cubi von 230 seind 121670000; suchen wir 
10 3; von 230, khumen 529000; nun 5 % von 230 seind 1150: solchs 
addirn wir alles zusamen, khumbt 1414250150. Solche zal suche in den 
gemelten restanten von egemelter zal vorgelegt ist, das ist in 73068846875, 
vnd das mag 5 mal gesein. Also sprechen wir, das der gnomo ist 5, damit 
die sursolitet wachsen. 


37 

4930688 

7167063146875 
220 230 


Nun duplieir die 5 33 mit dem gnomo 5, werden 69960250000, vnd das 
seind 5 geduplieirt 33. Nun sollen wir die 10 cubos, das seind 121670000 
triplieirn, das ist mit 5 mal 5, als 25, multiplicirn, werden 3041750000. 
Sagt der text, der ß wachse mit 10 3 quadruplieirt. Nun quadruplieirn 
wir 10 3, als 529000 mit 5, vnd werden 66125000. Noch wechst der $ 
mit 5 x quintuplieirt mit dem gnomone; nemen wir 5 x, die seind 1150, 
die quintuplieirn wir, | werden 718750. Solchs alles addirm wir zusamen, 
vnd werden alle vmbgeschrieben supplement gesamelt 73068843750. Solchen 
ziehen wir von obgeschribener zal an negster station vberplieben, vnd 
pleibt 3125, vnd das ist der gnomo von 5 der duction gemes gefurt, vnd 
geht die zal gantz auf vnd ist ein sursolitet, des radix ist 235. 
Solchs dich zu berichten, das sursolitet wechst mit ehgenanten eircum- 
scriptibilia, so nemen wir vor die zal in 44 vorgenomen 
35 C 3 « gnomo 
1004006004001 ; 
vnd multiplicirn solche mit dem % 1001, so erwechst der $. Wir mul- 
tiplieirn, khomen 
B al ge gmomo 
100 5010010005001 


’ 
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also findestu in ehgemelter zaln, das die letzie vnitet ist sursolidum, die 
ander 5 33, die dritte 10 cl, die vierdte 10 z, die funffte 5 radices vnd die 
erste vwnitet; ist der gnomo, vnd so offt dann die duction gehet, so oft 
manigfeltigen sich die %, 3, cf, vnd 33. Vnd desgleichen magstu in andern 
zalen extrahirn radicem sursolidam, wie wol er weder quadrat noch cubie, 
noch quadrat von quadrat nicht ist, doch bezaiget er seinen radicem nach 
ordnung der duction, wie offte dje multiplication ist ausgangen von der 
ersten z. Nun volget von dem zensicubo das sechste Capitel. 


Capitulum sextum de hauriendis lateribus numerorum censicuborum loco, 
quo situantur rationales quidem ductiones, | 


Oensicubus autem erescit sex swrsolidis duplicatis, quindeeim censibus de 
censu triplicatis, viginti cf, quaternatis, quindecim censibus quintuplatis et 
sex radieibus sexcuplatis cum gnomico parallelogrammo.*) 

Hie eroffnet ALGEBRAS seine funffte duction an der sechsten stadt ge- 
satzt, den radix auszuzihen, welcher text zum teutschen also laut. 

Zensicubus (gesagt ein zins des eubi, als 2 ist radix von 64 in dem 
zensicubo, also ist von 2 der: zens 4, von welchen 4 ist 64 der cf, vnd 
wirdt gesagt herumb zensicubus), welcher wachsen ist mit 6 sursolidis 
geduplieirt, mit 15 33 getriplieirt, mit 20 ef, quadruplicirt, mit 
15 3 quintuplieirt, vnd mit 6, sextuplieirt mit sampt dem 
gnomone, das ist ein winckelhacken, zu erfullen die qua- 
dratur. 

Von soleher rationalischen duction ist zu extrahiren der radix, jnmassen 
wie vorgesagt ist, wie wol nicht not were, von diser duction zu setzen ein 
sonderliche rationirung, wann radix cubica von einer zal vnd allsdann radix 
quadrata derselbigen radix eubica beweist radicem; zef, ist deshalben also 
sein nam ausstrecken. Aber vff das wir der angefangen ordnung der 
duction halten mogen, wollen wir setzen zu rationiren in longitudine 
172358602780396096. Nun haben wir die negste duetion distinguirt mit 


87 


6, | das ist mit 100000, so mussen wir nach ordnunge solche zalen distin- 87’ 


guiren mit 1000000, das seind 7 figuren, vnd heben an vnter dem letzten 
limit, vnd ziehen herab die grolse potentz des zc(, das ist der zef, von 7, 
der ist 117649, pleiben bils auf den limit 50709 ete., solchen septenarium 
rucken wir zu dem negsten gesatzten vierten limit, vnd ist bedeuten 70, 
jnmassen in den vorigen ductionibus gesatzt ist. Saget der text aigent- 


1) Nämlich: 
(+ ea + ey + ey? + 20 + legt + bay? + 
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8152 lich, der zc{, wachse mit 6% geduplicirt, suchen 
545071126 wir also 6 $ von 70, die seindt 10084200000; 
BETL1IFAIROA suchen wir 15 35 von 70, seind 360150000; wir 


172358602780396096 suchen 20 cf, jnmassen der text sagt, die seindt 
7 70 740 6860000; suchen wir 15 3 von 70, die seindt 

4 73500; wir suchen 6 %, seind 420. Solche eircum- 

scriptibilia sollen wir zusamenn addirn, werden 

10450283920. Solche zal such in obgemelter restanten vorgelegter zal 
vberpliben vom anfang des limits zu rechnen, do wir haben die station ge- 
halten, das mag nicht 5 mal sein, sondern viermal, das magstu wol ver- 
suchen. Nun sagt der text mit 6 sursoliden wachse der 3c(, die dann seind 
10084200000, die sollen wir mit dem gemelten gnomone 4 gefunden 
duplicirn, werden 40336800000. Nun sollen wir die 15 33 gefunden, die 
do seind 360150000, triplieirn mit dem gnomone 4, werden 5762400000. 
Nun quadruplieim wir die 20 gefunden c{, die waren 6860000 auch mit 
gemelten | gnomone 4, werden 439040000. Wir quintuplieirn die 15 3, 
die waren 73500, auch mit gemeltem gnomone 4, vnd werden 18816000. 
Noch haben wir 6% zu sextuplieirn. Nun 6% von 70 die machen 420, 
sextuplieirn. wir mit dem gnomone 4, werden 430080. Solche zaln der 
eireumscriptibilia addir alle zusamen, werden 46557886080, die zeuch vom 
vberplibenen restanten in vorgelegter zaln, vnd pleiben von der station 
8152116700 ete. Noch haben wir den gnomonem 4 auch zu furen der 
duction gemes, der dann macht 4096; die zeuch auch herab bei der station, 
vnd pleiben 8152112604 ete., vnd also haben wir dise station ausgericht. 
Nun rucken wir jn fort zu der ersten figur, das ist 70 vnd 4, seind 74, 
vnd werden bedeuten 740 gegen der ersten, jnmassen in den andern 
ductionibus, vnd werden aber genomen »vor den radix. Nun suchen wir 
aber die circumseriptibilia von 740, den radix, so finden wir, das sechs 
sursolida von 740 seind 1331403974400000, wann, so wir solchen wollen 
suchen, so multiplieirn wir 740, den radix, pifs in sursolidum, vnd nemen 
das 6 mal, also auch die gemelten andern ceireumseriptibilia. Wir nemen 
15 35 von 740, die seindt 4497986400000, wann 13 ist 299865760000, 
dauon seind leicht die eireumscriptibilia zu machen. Nun suchen wir, was 
20 el, machen von 740, nun ist 1 cf, 405224000, das multiplieirn wir mit 
20, das seind 8104480000. Nun suchen wir 15 3 von 740, die seind 
8214000, wann 1 3 ist 547600. Nun suchen wir zuletzt 6% von 740, 
das seind 4440. Solche supplementa alle addirn wir zusamen, damit der 
ze, ist wachsen, | werden zusamen gesummirt 1335910073498440. Solche 
zal such im vberplieben restant; das mag nicht mehr dann 6 mal gesein, 
jnmassen man den quotient jn einer diuision nemen soll, vnd solche 6 wirdt 
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der gnomo. Sagt der text die 6 $ sollen mit dem gnomone duplicirt 
werden. Hierumb duplieir die $, werden 7988423846400000; nun triplieirn 
wir die obgemelten 33 durch den gnomonem, werden 161927510400000; 
nun quadruplieir die 20 cf, mit dem gnomone 6, werden 1950567680000; 
nun quintuplieir die 15 3, werden 10645344000; nun sextuplieirn wir 
die 6 radices, werden 34525440: solchs addir alles zusamenn, wirdt 
8152112604393096 mit sampt dem gnomone 6 der duction gemes gefurt, 
vnd geht gantz auff die ehgemelte zal; das magstu probirn, wie in der 
sursolitet gesagt ist. 


Capitulum seplimum de hauriendis lateribus numerorum bissursolidorum loco 
ductionis, quo situantur, rationalis quidem dieli. 


Bissursolidum autem continuum quoddam duchwum adiutum capit septem 
censicuborum duplicatorum, vigintiuno sursolidorum Triplicatorum, triginta 
quingue censwum de censu quadruplicatorum, triginta quwinque euborum dquin- 
tuplicatorum, viginti uno censuum sextuplicatorum, septemque radicum sep- 
tuplicatarum cum gnomunculo, quo situ multiplicatio ab initio ordinis processeral, 
tot multiplieis ductionis subsumuntur erescentia circumseriptibilia diametro. | ') 

Hie saget ALgesras vom Bissursoliden, welche duction an der siebenden 
stat gesatzt vom % aus vnd nach ordnung, so ist der Bissursolitet die 
sechste duction, welche duction nach dem text laut zum teutschen also: 

Das Bissursolidum, das ist ein hangende duetion der andern, 
welche erfullung nimet mit 7 ;ef, mit 21$, mit 35 35, mit 35 cf, 
mit 213, mit 7% vnd mit dem gnomone der duction gemes, doch 
dermassen, an welcher stadt die multiplication vom anfang hat 
ausgangen, souil werden gemanigfaltigt die cireumseriptibilia 
durch den gnomonem. Als die duction ist an der 7den stadt auls- 
gangen von dem radix, darumb werden die % geseptuplirt durch den 
gnonomem; von dem 3% ist sie aulsgangen an der sechsten stadt, darumb 
werden die 3 gesextuplirt; sie ist aufsgangen von cf, an der funfiten stadt, 
darumb wirdt der cub quintuplieirt durch den gnomonem; sie ist geruckt 
von 3, an der vierdten stadt, darumb werden die 35 qudruplieirt; sie ist 
gewandert von $ an der dritten stadt, darumb werden die sursolidi ge- 
triplicirt durch den gnomonem; sie hat gewandert an die andere stadt vom 
jc{, deshalb werden die zef, geduplieirt durch den gnomonem, vnnd also ist 


1) Das heisst: 
+)’ = x --T72°y + 210dy? + 835rty’ + 35er + ey’ + Teyt ty”. 
Von hier an führt der Bearbeiter die Wurzelausziehung nicht mehr durch, sondern 
zeigt, dass, wenn die Zahl wächst, die Potenz die angegebene Formel erfüllt, 
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es fort zu vorstehen in der nachuolgenden duction allermas, wie wir jtzo 
erclert haben von dem circumscriptibilibus, 

Vff das abber gehalten werd ein ordnung vorgesatzter | duction, so 
wollen wir rationiren ein zal in longitudine wachsende der duction gemes. 
Wir setzen nach ordnung der proportionalischen satzung, das 128 ist ein 
biß in potentia, des radix ist 2 in longitudine Nun wollen wir setzen, 
das gemelter biß sol wachsen mit dem gnomone 3, also das er in 5 mochte 
khumen, zu probirn vnd zu erforschen, ob der gemelte biß wachse, jnmassen 
wie der text sagt, mit seinen cireumscriptibilibus angezaiget. Nun hat 
128 pro radice 2 in longitudine, sagt der text die duetion wachse erstlich 
mit 7 3c(; nun ist ze, von 2 64, das machet 7 mal, facıt 448; das dupli- 
cirn wir mit dem gemelten gnomone 3, facit 1344. Nun sagt der text 
weiter, die duetion wachse mit 21 $, nun 1$ von 2 ist 32, der machen 
21 gleich 672, die triplieirn wir mit dem gnomone 3, werden 6048. Nun 
wechst die duetion weiter mit 35 33, so ist 133 von 2 16, das machen wir 
funfundreifsig mal, macht 560, die sollen wir quadruplieirn mit dem gno- 
mone 3, werden 15120. Sagt der text, die duction strecke sich auch mit 
35 cf. Nun ist 1cf, von 2 8, der machen 35 wie hie 280, das mussen 
wir quintuplieirn mit 3, facit 22680. So wechst auch die duction mit 
213. Nun ist 13 4, vnd der 21 machen 84, die sechstuplirn wir, facit 
20412. Noch hat er zu wachsen mit 7%. Nun ist 1% 2, der 7 machen 
14, die septuplirn wir mit dem gnomone 3, vnd khumen 10206, Noch ist 
gebrechent der quadratur, der gnomo 3, der soll der duction gemes gefurt 
werden, sein | 2187, vnd das seind alle eireumscriptibilia des gemelten 
bi. Die addirn wir alle zusamen, machen 78125, vnd das ist der biß 
von 5. Wann, so 5 der duetion gehorig gefurt wirdt, khomen 78125. 
Vnd also magstu alle zaln extrahirn, von welchen du dann haben wilt 
den radix biß, welcher elerlichen in den vordern ductionibus ausgedruckt 
ist. Wann alle extraction der ductionum seind einformig, als du dann jm 
quadrat erstlich vnd andermals jm cub, vnd nachuolgendt anderweise mit 
den stationibus erfunden hast nach ausweisung der duction mit jren circum- 
scriptibilibus, hierumb die grossen vormieden plieb. Vff das dem leser, vnd 
der solche sachen erfarn will, nicht verdrossen werde, die grosse der zaln 
zu multiplieirn, habe ich gedacht, solche erwachsung jun celeinern zaln zu 
eroffnen, dich in grossen, gleicherweise jn den vorigen zu halten wissen. 
Wie du aber sollt erfarung haben, aus was vrsachen die gemelte duetion 
mit eegemelten circumseriptibilibus ist wachsen vnd nicht mit den andern 
minder oder mehr, haben wir die letzlich jm quadrat, cubic vnd 33 ju 
numeris zu demonstriren erofinet ein zal, welche, so du sie jn dise duetion 
furst, findestu aigentlich jn simpler multiplication alle wachsende vmbstende 
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diser duction, welche zal von erster duction bils zu letzter gleichmessig ge- 
furt das letzte Capitel der ductionum dich beriehten wirdt. 


Capitulum octavum de hauriendis lateribus numerorum census censwi de 
censu loco ductionis rationalis dicti. 


Census vero censwi de censw erescenliam circumscriptionis suseipit oclo 
bissursolidis duplicatis, viginti octo censicubis triplicatis, quinquaginta sex 
sursolidis quadruplicatis, septuaginta censibus de censu quintuplicatis, quingqua- 
ginta sex cubis sextuplicatis, viginti octo censibus septuplicatis, quoque octo 
radicibus octuplicatis, cum gnomonico cireumscriptibili complemento.*) 

Hie saget vns ArGesras von dem 334, vod ist nach ordnung die 
siebende duction. Sie wirdt aber an der achten stadt von dem x ausgehen, 
welcher text laut zum teutschen also: 

Zensus zensui de zensu nimet die wachsung der vmb- 
schreibungen supplementa mit 8 bissursolidis gedupliecirt, mit 
28 zcf, getriplieirt, mit 56 sursolidis quadruplicirt, mit 70 33 quin- 
tuplieirt, mit 56 c(, sextuplieirt, mit 28 3 septuplieirt, vnd mit 8 cf, 
octuplieirt, mit sampt der gnomonischen erfullung der vmb- 
schreibung der duction gemes gefurt. 

Vff das die ordnung gehalten werde, jnmassen jn vorgesatzten ductionibus, 
wollen wir diser duction extraction auch eroffnen, wiewol nicht not ist, die 
zu setzen, dann sie mag mit dem radice quadrata volfurt werden. Von 
ordnung vnd fundament wegen, darzu | wir sie gebrauchen werden, wollen 
wir setzen ein cleine zal zuvor wachseu. Wir nemen 1256, der text be- 
gerende 335, des » 2 sol vnd ist, der sol wachsen mit 3. Saget der text 
der 333 sol wachsen mit $bif. Nun ist 1 bi 128, das nemen wir 8.mal, facit 
1024, das sollen wir duplieirn mit dem gnomone 3, jnmassen vorgesagt ist, wirdt 
3072, wann der 333 hat ausgeruckt an die andere stadt fur den biß, darumb 
multiplieir den mit dem gnomone. Saget der text der 335 sey wachsende 
mit 28 ze, getriplieirt. Nun ist 1 3cf, 64, den mach 28 mal, facit 1792, 
das sollen wir triplieirn mit dem gnomone 3, faeit 16128. Nun wechset 
er weither mit 56 8 quadruplieirt. Nun ist ein sursolidum 32, das sollen 
wir 56 mal machen, faeit 1792; das sollen wir mit dem gnomone 3 qua- 
druplieirn, facit 48384. Er wachst auch mit 7033. Nun ist 133 16, das 
machen wir 70 mal, facit 1120, das sollen wir quintuplicirn mit dem 
gnomone 3, facit 90720, Er wachset fort mit 56 9 gesextuplieirt. Nun 


1) Das heisst: 
tert yt+BBe ++ tete te +Bry ty. 
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ist 1 cf, 8 von 2, das machen wir 56 mal, facit 448; das sollen wir mit 
dem gnomone 3 sesduplicirn, faeit 108864. Er wechset furter mit 283 
septuplicirt. Nun ist 13 4, das machen wir 28 mal, facit 112, das 
mussen wir mit dem gnomone septuplieirn, wirdt 81648. Er wechst auch 
zuletzt mit 8 2 geoctuplicirt. Nun ist 1% von obgemelten 335 2, vnd das 
achtmal genomen facit 16; das sollen wir oetuplieirn mit dem gnomone 3, 

91’ facit 34992. Noch hat | die quadratur erfullung mit dem gnomone der 
duction gemes gefurt. Hierumb multiplieire den gnomonem so lang bifs 
in die duction 335 khomet, facit 6561. Solche eireumsecriptibilia sollen wir 
alle zusamen addiren, khomen 390625, vnd ist das der 333 von 5, wann 
wir eigentlich gesagt heben, das 256, des radix 2 ist, solle wachsen mit 3, 
das wirdt 5 jn der Crescentz, vnd hierumb ist zu vormercken, wie er hat 
gewachsen, also ist er auch zu extrahirn aller form zu behalten, als wir 
dann im Cubie vnd quadrat gar grundlich eroffent haben. Warumb wir 
aber dise angezeigte ductiones so weit strecken vnd gestreckt haben, werden 
wir befinden, so wir werden von den solidischen equationibus sagen vnser 
(ebra vnd Almuchabola. Denn, als wir vormals vermeldung gethun haben, 
wie der cubic vnd andere auch der solidischen Equation seind, so ist die 
ordnung vnter der proportionalischen satzunge, das die do sollen eingehen 
jn die Aporismata oder Equationes, sollen nach ordnung fallen der gesatzten 
ordnunge, so es geschicht durch ein ordentlichen saltum. Als mogen wir 
wol setzen, das do $P +3 ef, werden vorgleicht %, oder so wir setzen 
e{, vnd $f werden vorgleicht % vnd 3, oder so wir setzen cf, vnd x werden 

92 vorgleichtt | 3 + $P, vnd der one zal. Hierumb zu seiner zeit dieselbigen 
mit den vorgesatzten durch besondere vnd behende wege mit den ductionibus 
der Equation der soliden vnd planen zu bringen, haben wir gedacht, dise 
duetiones. also zu vorfuren, vff das wir haben mogen einen eingang, von 
dem wir dapfer sagen werden, wie ein jtzliche vorgleichung jn vnser Gebra 
vnd Almuchabola gebraucht soll werden.) Nun volget zu sagen von der 
letzten *duction cef. 


1) Hier sagt der Bearbeiter klipp und klar, er wolle an späterer Stelle 
zeigen, wie man Gleichungen lösen könne von der Form a + ba2" + ca’ = de, 
oder cx® + a = de + ba’, oder cz’ +de = bx?-+-a. Wir haben schon oben 
S. 490 auf diese Stelle aufmerksam gemacht. Sollte der Verfasser wirklich diese 
Lösung besessen haben, und zwar aus arabischer Quelle? Denn Canvano’s Ars 
magna erschien doch erst im Jahre 1545, das heisst in demjenigen, in welchem 
die Göttinger Handschrift angefangen wurde, und diese ist, wie ich schon oben 
agte, unter keinen Umständen die Originalhandschrift, 
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Capitulum nonum de hauriendis lateribus numerorum cuborum de cubo 
rationalium. 


Cubus de cubo, qui statu decimi limitis ponitur, nee consuela ultra pro- 
gressionem eius numerositate sit transductio, quoniam in infinitum protenderetuwr 
multitudo proportionalis deseripti ordinis, ipse quidem complectitur novem 3335 
duplicatis triginta sex bissursolidis triplicatis, octoginta qualuor censicubis 
quadruplicatis, centum quidem viginti sex sursolidis quintuplicatis, et centum 
viginti sex censibus de censu sextuplicatis, octuwaginta quatuor cubis septuplicatis 
triginla sex censibus octuplicalis, novemque radieibus nonetuplatis, cum cubiculo 
de cubo gnomonico complemento.") 

Hie saget ALGEeBRAs von seiner letzten duction, cubus de cubo genant, 
vod wirdt gesatzt an der achten duction, sie ist aber von dem’ an der 
neundten stadt ausgangen, vnd laut gemelter text zum teutschen also: 

Cubus de cubo, der do wirdt gesatzt pei dem Ende des 
zehenden Limits, wann 9 der letzte Limit ist pei zehen. Es ist 
auch nicht gewonlich, das die vbertrettung geschehe vber ge- 
melte zal des cubi de cubo der gemelten duction, wann die zal 
der proportionalischen satzunge wirdt gestreckt mit angehengter 
multiplication pifs an ende. Er wirdt umbgeben mit 9 3335 zu 
wachsenn geduplieirt, mit 36 biß getriplieirt, mit 84 z3ef, quadru- 
plieirt, mit 126 $ quintuplieirt, vnd mit souil 33 gesestuplieirt, 
mit 84 cf, septuplieirt, mit 36 3 oetuplieirt, mit 9 radieibus 
nonuplieirt vnd mit dem wachsenden gnomo der duction gemes 
gefurt, welcher erfullung ist der quadratur. 

Von diser duction die ordnunge zu halten, jnmassen wir vorgethun 
haben, nemen wir vor ein zal 512, welcher radie ccf, ist 2, die sollen 
wachsen mit dem gnomone 2, also das der wachsende ccf, in 4 khome, 
vnnd wie du hier jnnen thust, also magstu den extrahirn, als du im cubie 
vnd quadrat grundtlich vnterricht bist, welche weyse vorendert jn allen 
ductionen gehalten wirdt. Der text sagt, der ccf, wachse mit 9 335. Nun 
ist 1333 von 2, 256, die sollen wir machen 9 mal, facit 2304; das sollen 
wir mit dem gnomone duplieirn, das ist mit 2, wirdt 4608, | das ist das 
erste eircumscriptibile. Sagt der text furter, er wachse mit 36 bif. Nun 
ist 1 biß von 512, des % ist 2, das ist 128, das mache 36 mal, faeit 4608; 
das sollen wir mit dem gnomone triplieirn, werden 18432, Nun wechst 


Das heisst endlich: 
+ Ya’ + Indy + 360’y! + Staty? + 1262°y! + 1262'y° 
+ 842’ + 360° y! + 9ay® + y®. 
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er furter mit 84 3ef. Nun ist 135c(, von 2, der xce{, von 512, das ist 64, 
das wollen wir machen 84 mal, facit 5376; das sollen wir quadruplieirn 
mit dem gnomone 2, werden 43008. Sagt der text weither, der cc{, wachse 
mit 126 $ quintuplieirt. Nun ist 1$ von 2, dem radix, 32, das sollen 
wir 126 mal nemen, wirdt 4032; das sollen wir mit dem gnomone 2 
quintuplieirn, facit 64512. Sagt der text furter der cubus de cubo wachse 
mit 126 3. Nun ist 133 von 2, dem radix, 16. Multiplieir 126 mit 16, 
facıt 2016; das sollen wir sestuplieirn mit dem gnomone 2, werden 64512. 
Nun wechst er furter mit 84 cf. Nun ist 1cf, 8 von dem radix 2, das 
machen wir zu 84 malen facit 672; das wollen wir septuplieirn mit dem 
obgemelten gnomone 2, werden 43008. Er wechset furter mit 36 3 octupli- 
cirt. Nun ist 13 von 2, dem radix, 4, das zu 35 malen facit 144; die 
octuplicirn wir mit 2, dem gnomone, facit 18432. Nun wechst er zuletzt 
mit 9 radieibus. Nun ist 1% 2, der 9 machen 18, die nonuplieirn wir 
mit 2, dem gnomone, werden 4608. Nun sollen erfullen sein quadratur | 
der gnomo der duetion gemes gefurt, ist 512. Das sollen wir alles zusam 
addirn, so finden wir, das er ist in 4 gewachsen, 262144, vnd desgleichen 
wirdt er auch extrahirt. Solche Cireumscriptibilia findestu jn nachgesatzter 


335 bi ae 5 cd 5 «- gmomo 
1000900360084012601260084003600090001 


138 Bl Ri ed 5 x gnomo 
100080028005600700056002800080001 


seaR 3 ÄL 3 x gaomo 
10007002100850085002100070001 


B 3 cd 3 % gmomo 
1000600150020001500060001 


5 da 3 x& gnomo 
100050010001000050001 


dl, 3 % gmomo 
10004000600040001 


3% gnomo 
1 1000800080001 


; %  gnomo 
100020001 

_ gnomo 

< | 10001 


{) Diese Tabelle ist sehr instruktiv und zeigt die Folge der Binomial- 
koeffizienten in sehr übersichtlicher Weise. 


ei 


[er] 


') 


Ei 
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figuren vom % aus gemultiplieirt pis in den cef. Darinnen mogen wir 
sehen alle wachsende supplementa, vnd haben sie gesetzt dermassen, das 
die figure signifieatiue nicht mogen zusamen komen von wegen der ziffern 
entzwischen, vff das der verstandt der supplement nicht vorplendet werde 
durch zusamenfugung der significatiuen. Also so der % in sich gefurt wirdt, 
als 10001, so khumbt der 3, als 100020001; also bedeut 1 den 3, der do 
wachsend ist mit 2 x, das seind 2 x geduplieirt durch den gnomonem, 
das letzte 1 in sich. So aber nun % gefurt wirdt wider 3, so khumbt 
1000300030001, das bedeut, das der cub mit 335 vnd 3% sein wachsunge 
hat vnd mit dem gnomone der duction gemes, vnd zugleich fort. | 94 


Capitulum deeimum de distinctione limitum numerorum, quorum sit extractio 
ductionum hauriendorum laterum rationalium. 


Causam autem geniturae ductionum monstravimus propter exchaurienda 
latera, quorum in primis limitibus numerorum distinguamus. Quaelibel enim 
rudix primo limite contenla censica censum quidem infra tertium produeit, cubica 
vero cubum infra quartum; censica vero de censu potentiam suam infra 
quintum explicat. Quo enim loco ductio ordine proportionali sitwatur, illo 
limite distinguetur numerus hauriendae radieis. Ultimo ergo distineto limite 
cwiuslibet radieis extrahendae detrahatur eius potentia, quae quidem anterioranda 
erunt limitibus, ut augmentum ceircumseriplionis supplementorum, gnomonorum 
quoque erescentiam eirca diametron inalterabilem complectionis aceipiant. Om- 
nium aulem extractionum ulamur formulis inseriptis labularum. 

Hie saget Argepras sein letzt intentum der duetion, sagende: 

Wir haben demonstrirt die vrsachen der geburt gemelter 
ductionen von wegen zuvorstehung jrer laterum, das ist jrer 
extrahirung, welche duction, so wir wollen auflszihen oder ex- 
trahiren jrre latera oder wurtzeln, sollen wir zum ersten die zal 
durch limit distinguiren, dermassen | ein jtzlicher radix aller 94 
duetion des ersten limits, das ist digitorum der neun figur, 
gepirt den 3 vnter der dritten dem limit, das ist dem centenario; 
den eubic vnterhalb dem vierten, das ist dem Millenario, den 3 
vnter dem funfften; das ist dem decemmillenario, vnd also fort, 
wo die duetion wirdt gesatzt der vorgemelten proportionalischen 
satzung der signorum, desselbigen limits sollen die zal gedistin- 
guirt werden, von welcher geschopft soll werden der radix. Also 
wollen wir etrahiren sursolidam radicem, das ist der sursolidus 
gesatzt in proportionalischer satzung vom dragma an der sechsten 
stadt, hierumb sol er mit dem sechsten limit, das ist mit dem 
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centocentenario gedistinguirt werden. So das also ist geschehen, 
bej dem letzten distinguirten limit einer jtzlichen duction radix 
zu extrahirn sol herabgezogen werden die potentz der duction 
gemes, welche also zu verandern sein, das ist zu ruck zum neg- 
sten distinguirten limit, vf das also durch den gnomonem die 
gemelten circumseriptibilia oder supplementa erwachsen, vnd 
erfullung bej dem diametro der superficien vnd corporum vn- 
verruckt nemen werden. Aber in allen extractionen der gemelten 
ductionibus gebrauchen wir die formula der tabelen des ersten 
95 limits digitorum, den wir also mussen presupponiren. | ') 


2 | 6 

«| 9 16 25 | 36 | 49| 64 | 

s| mal 6 1m] 216] 343 | 512] 729 
3 | 1) 81) Bl VB25| 1206) 2uon| 4096 | 6561 
B | 32| 2a3| 1092| 3125| Troll 16087] 2768| 59049 
jet, | 6 | 7290| 4096| 15625] 


big | 128 | 2187| 16384| 78125 
335 | 256 | 6561| 65586 | 390825 
cc | 512 | 10683 | 262144 | 1953125 | 


| 46656] mag] 2orısa| 531441 
| 279936 | 823643 | 2097152 | 4782969 
1679616 | 5764801 | 16777216 | 43046721 
10077696 | 40353607 | 184217728 | 387420489 


’ 


95 | Wann du wissen bilst, das du in 81 khein extraction khanst er- 
strecken, wann es ein einiger digitus ist, sein radix, dergleichen in andern 
ductionibus, so wir wollen extrahirn radicem sursolidam in 37, haben wir 
nach ordnung khein andere extraction, dann das es allein ein einiger digitus 
ist, der so helt des grosten sursoliteten radicem, das ist 2, vnd hierumb 
sagt der text von der tabellen des ersten limits. Wie nun ein yetzliche 
duction sol extrahirt werden, haben wir angezaigt, wie die stationen, so 
der text nennet, verandert sollen werden, vnd hierumb wollen wir hiermit 
vollendett haben den ersten tractat vnsers dritten buchs vnser Gebra vnd 
Almuchabola von den rationalischen zalen vnd jren lateribus, das ist jrer 


wurzeln. Das vestigium der tabellatur ist an der andern seiten dises blats 


1) Hier ist also die von dem deutschen Bearbeiter schon bei den einzelnen 
Potenzierungen befolgte Anweisung gegeben, allgemein die Wurzeln der Zahlen 
zu suchen, und die Angabe, dass die Potenzierung nur gezeigt sei um der Wurzel- 
ausziehung willen. Die dann folgende Tabelle der neun ersten Potenzen der 
Einer ist dazu natürlich unumgänglich nöthig. 


ad Ylem geometram magistrum suum, 545 


beschrieben des ersten limits aller ductionen, welche dir nutz sein jn ge- 
satzten extractionibus zu erkhunden vnnd zu erforschen den gnomonem einer 
gesetzlichen duction gemes. 


Tractatus secundus libri tertii ALsesrar de commumicantibus numeris, 
et primo proposito solo numero, an primus sive compositus contra se inveniatur 
tantum.  Capitulum primum.!) | 96 


Ommis numerus, rationans totum et detractum ralionat et residuum. Ex 
hoc manifestum: Omnis numerus residuum potentia numeranlis a Toto detracta 
numerans, numerat etiam nmumerum totum. Ex eo ipsum esse probatur 
omnium suorum communicantium rationalem compositum.  Residuum autem 
ineommenswrabile si fwerit, descensu continwo primus el incompositus contra 
se invenitur mensurae unilatis rationalis. 

Hie hebet ALGeBrAS an seinen andern tractat des dritten buchs, sagende 
von den communicanten der rationalischen zalen, vnd eroffnet das anfengk- 
lich zum teutschen lautendt also: 

Ein ytzliche zal, die do rationiret oder zelet das gantze vnd 
herabgezogen, die zelet auch das vberpleibent. Hierumb wirdt 
offentlich, ein ytzliche zal, die do zelet das vberpleibendt, so 
anders derselbigen zelenden den zalpotentz oder quadrat von dem 
gantzen ist gezogen worden, so zelet auch dieselbige zal die 
gantze zal. Heraus wird probirt, das dieselbige zal ist rationa- 
lisch vnd zusamengesatzt durch gemelten Communicanten der 
Multiplieation. So aber das vberpleibendt vngezelt pleibt durch 
angende herabsteigendt von den zalen zu zalen, so wirdt die vor- 
gelegte zal primus vndincompositus, das ist, das sie khein andere 
zusammensatzunge hat, dann das sie mit der gemeinen Mensur 
der vnitet, die do ist ein rationirung aller zalen, wirdet gezelet. | 9%’ 

Von disen text schrifitlich den vorstandt einzufuren, cleret er nemb- 
lichen drey punct, dadurch er im letzten beschleust, das vilen geometrieis 
noch nicht ist demonstrirt worden. Zum ersten nemen wir vor den ersten 
punct, sagende, ein ytzlich zal, die do zelet oder thailet eine gantze zal 


1) Der zweite Traktat des dritten Buches handelt von ganzen Zahlen. 
Darin findet sich die Auseinandersetzung des einfachen falschen Ansatzes, der 
dem Yızs und seinen Schülern zugeschrieben wird, des doppelten falschen An- 
satzes, den die Araber benutzt hätten, der Ta-yen-Regel mit ihrer Begründung 
und die Lösung der unbestimmten Gleichungen des ersten Grades in ganzen 
Zahlen, welche den Indern zugeschrieben werden. Dieser Abschnitt dürfte ge- 
schichtlich höchst beachtenswerth sein. 


Curtze, Urkunden. 35 
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vnd die herabgezogen, sol auch rationiren das vberpleibent. Als wir nemen 
144 vor die gantze zal, vnd herabgezogen 81, vnd das vberpleibent ist 63 
von not wegen; so, wir nemen ex suppositione 9 den numeranten, der zelet 
die gantzen vnd 81, hierumb mus 9 zelen das vberpleibent, als 63, von 
notwegen vnd nicht ex suppositione. Also mugen wir hieraus ziehen vmb- 
gekert: ein yede zal, die do zelet das vberpleibent, so die potentz des 
numerantis ist herabgezogen von dem gantzen, dieselbige zal zelet auch die 
gantze zal. Als 9 zelet das vberpleibendt 63, vnd 81 ist die potentz des 
numerantis 9, die do von dem gantzen 144 ist herabgezogen, so ist, 9 
numerirt 63 das vberpleibendt vnd 81 das abgezogen, so numerirt auch 9 
die gantze zal, das ist 144. Also saget der text, das wir mogen wissen, 
ob ein yede zal sey compositus oder primus, das ist, das wir mogen wissen, 
so die alle proportionirt ist, das man khan finden alle zalen, die sie thailen 
oder zelen. Vns wirdt vorgeleget 144, zu finden alle seine communicanten.") 
Wir suchen die potentz 144, ist 12, oder den grosten radix, so die zal 
nicht gantz aufgeht. Also | sprechen wir, das 12 vnd 12 sein die grosten 
communicanten der gemelten zaln. Wir decendiren, als der text sagt: sie 
seind descenso eontinuo, vnd nemen 11, so wissen wir, das allweg die negste 
quadrat jre distantz habe durch die imparen jrer gnomon. Also, so ich 
die potentz von 11 herabzeuch von 144, bleiben 23, das thut 11 vnd 12 
geaddirt, wann so wir die naturlichen satzunge der zalen alwegen ein parem 
vnd jmparem zusamen addirn, erwachsen angehende alle imparen die distantz 
der quadraten. Nun finden wir, das 11, der Numerant, nicht zelet 23, 
das Residuum, darumb zelet er auch nicht 144, vnd ist mit 11 kheine 
Mensur sonder 0. Wir descendiren vf 10, sprechen 10 vnd 11 seind 21, 
die addir zu 23, khumen 44, das ist das Residuum, so die potentz des 
numerantis 10 herabgezogen wirdt von 144. Also finden wir, das 10 nicht 
zelt die 44, darumb zelt es auch nicht die 144 (die 10). Wir staigen fort, 
addirn 9 vnd 10 wirdt 19, die addir zu 44, wird 63, das ist das Residuum 
des numeranten potentz, so die herabgezogen, als wir vorgemelt haben. 
Solchs Residuum wirdt gezelt von 9 zu 7 malen, also sagen wir, das 9 
die 144 zelt. Addir 9 vnd 7, ist 16, so offt zelt 9 die 144, das seind 
die andern communicanten. Wann 9 numerirt die detraction 9mal, so ist 
63 das residuum, wird 7mal numerirt: so ich addire 9, das detract numerirt, 


1) Diese Methode, sämtliche Divisoren einer beliebigen Zahl zu finden, ist 
nicht ohne Interesse. Sie wird hier und später Scala Jacos genannt, doch wohl 
im Hinblick auf die Himmelsleiter, welche Jacor im Traume sah, wenn auch die 
Beziehung auf sie unklar ist, wie so vieles in diesem Werke. Es ist hier auch 
die Eigenschaft ausgesprochen, dass, um sämtliche Divisoren einer Zahl zu erhalten, 
man nur bis zur Quadratwurzel aus ihr- die Zahlen darauf zu untersuchen braucht. 
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vnd 7, das. residuum numerirt, wirdt totum numerirt zu 


das addir zu 63, wirdt 80, vnd das zelt der numerant 8 zu 
10mal. Addir 8 zu 10, wirdt 18, also finden wir 8 vnd 18. 
Wir steigen fort zu 7, vnd 8 wirdt 15; addirn wir zu 80, 
wird 95, die zelt der Numerant 7 nicht, hierumb wird er 
auch nicht zelen 144. Wir ruckten zu 6, vnd addir zu 7 
khumbt 13, die addirn wir zu 95, khumen 108, die zelt der 
genant numerant 6 zu 18mal, hierumb zelt er auch 144, 


"EODVf BIBOR 


als die proposition sagt. Nun addir 18 vnd 6, ist 24, also 
seind 6 vnd 24 die vierten communicanten. Nun rucken 
wir zu 5, vnd 6 addirn wir, wirdt 11, zu 108 wird 119, 
die zelt der Numerant nicht, wann sein potenz 25 herab 
wirdt gezogen, pleiben 119, hierumb zelt auch 5 die 144 


nicht. Wir steigen vnter sich zu 4, vnd 5 ist 9, das addirn 
wir zu 119, wirdt 128, die zelt der Numerant 4 zu 52mal, hierumb zelt 
auch 4 die 144 nach angezaigter proposition. Addir 4 vnd 32, wirt 36, 
also ist 4 vnd 36 der funffte communicant. Wir descendirn an der laiter 
zu 3, vnd 4 werden 7, die geben wir 128, wird 135, die zelt der nume- 
rant 3 zu 45mal, hierumb aigentlich zelt er auch 144. Addir 3 zu 45, 
khomen 48, so offt numerirt der Numerant 144. Also haben wir die 
sechsten Numeranten. | Wir descendirn vff 2, vnd 3 wirdt 5, zu 135 wirdt 
140, die zelt der numerant 2 zu 7Omalen, also numerirt er auch 144, 
dann 2 zu 70 wirdt 72, vnd also haben wir den letzten communicanten 
ausgenomen die vnitet, die do ist ein gemeine mensur alle zaln. Also 
haben wir funden, so wir vorlegen ein einige zal, zu finden, ob die ist 
primus oder compositus. Finden wir sie als jtzt, sprechen wir, sie sey zu- 
samengesatzt von ettlichen multiplicatiuen zaln, finden wir aber, das Resi- 
duum incommensurabile ist in dem absteigen, als der text sagt, mit den 
Numeranten, als er spricht: residuum autem incommensurabile ete., vnd 
finden khein angende zal von dem radice aus pils auf die vnitet, so 
sprechen wir, das die zal von kheiner mag gezelt werden, dann mit der 
vnitet, vnnd ist incompositus, dann so ein zal an sich selbst incompositus 
ist, so ist sie mit kheiner andern multiplieirn oder communicirn.!) Vnd 
in disem absteigen haben wir an dem % an der zalen, den wir nennen den 
Numeranten, vnd sein potentz detractum, vnd das vberpleibendt Residuum. 
Also ist nicht not von der zaln anfang zu descendiren, sondern von jrem 


1) Die beschriebene Methode ist also auch zur Bestimmung der Primzahlen 
ausreichend. 


35 * 


ie! 


16mal. Wir setzen fort zu 8, vnd addirn 8 zu 9, | ist 17,97’ 


8 
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vadix anzuheben, als der text sagt: potentia numerantis; vnd also mogen 
wir finden ein yde zal, ob die wider sich selbst primus sei oder nicht, vnd 
98 ist dise proposition soluirt. | 


Capitulum secundum de communi mensura umitatis numerorum in longitudine 
et potentia. 


Omnium numerorum communis mensura est vnitas. Ex hoc manifestum, 
ommes eadem esse communicantes longitudine et potentia, longitudine qwidem 
proportione, ut numeri ad numerum, rationalis datae, potentia vero, quem- 
admodum quadrati numeri ad numerum quadratum superficiei quadratae 
unitatis ralionantis rationabilis datae in longitudine.') 

Hie eruolget ALGeBrAS sagende, nachdem er vormals gecleret hat jm 
letzten spruche: invenitur mensurae vnitatis rationalis ete., von diser vnitet 
sagt er, welche ist eine gemeine Mensur aller zalen, vnd laut zum 
deutschen also: 

Aller zalen ist ein gemein mensur vnitas, dann alle zalen 
haben vrsprungklich jren anfang wachsendt aus der vnitet. Hie- 
rumb wirdt offenbar, das alle zalen communieirn in der lenge 
vnd potentz mit der obgemelten vnitet, doch also: in der lenge 
als ein zal habendt ist ein proportz zu der andern der gegebenden 
vnitet, die do sollen zelen. Als 7 vnd 5 communicirn in der lenge, 
wann vnitas zelt 7 zu 7 maln vnd 5 zu 5 maln, hierumb wirdt 
die proportz nicht anders angesehen, dann als 7 gegen 5. Ist der 

»9 vnitet nach in der potentz, aber so ist vnitas | aber eine gemeine 
mensur als einer quadratisischen zalenn mit der andern, zu 
rationiren mit einer quadratischen unitet, die do geben ist, damit 
zu rationirn in potentia. Alsso wir 5 vnd 7 ansehen als quadraten, 
so ist die gemelte vnitet in 7 oder 5 ein quadrat, welche vnitet 
ist in der lenge gegeben ein vnitet, die so sie potentionirt wirdt, 
entspreust die quadratische vnitet, damit die quadraten sein zu 
rationirn. 

Disen text schrifitlich einzufuren vf einen vorstentlichen sin, so nemen 
wir vor 7 vnd 5, vnd sagen, das ein yede zal ist nach dem fordersten 
capitel an sich selbst primus vnd alleine mit der vnitet zu zelen, die do 
ist ein gemeine mensur aller zaln, als dann das capittel erinnert. Vnd nachdem 


1) Dieses Kapitel setzt noch einmal ausführlich den Unterschied zwischen 
in der Länge rational und in der Potenz rational auseinander, sowie denjenigen, 
der zwischen der Einheit als gemeinsames Maass sowohl aller in der Länge als 
auch aller in der Potenz rationalen Zahlen besteht. 


ad Ylem geometram magistrum suum. 549 


7 wirdt gezelt zu 7 mal, vnd 5 zu 5mal in der lenge, so sehen wir sie 
an, das sie seind rationalische radices der quadraten, jn welchen sie ver- 
maglich sein, als 7 vermag 49 den quadrat, welchen quadrat messen 7 schuch 
in der lenge, vnd 5 vermag 25, den quadrat, welchen quadrat messen 5 schuch 
jn der lenge. Also will ich ansehen 25 vnd 49 als quadraten, so mensurirt 
sie die quadratische vnitet, welche jr geben ist den schuhen jn der lenge, 
als der schuch in der lenge von 7 sein quadrat mensurirt 49 zu 49 maln, 
vnd der schuch in der leng von 5 sein quadrat mensurirt 25 zu 25 mal. 
Hierumb mogen wir mercken, das ein yede vnitet in der leng bedeut ein 
rationalische quadrat vnd in potentia, | vnd widerumb nicht ein yeder quadrat 99’ 
in potentia bedeutet ein rationalische vnitet in der leng. Wan /7, des 
quadrat angesehen hat 7 quadratische vnitet in potentia, welche jtzliche 


Rationalis in longitudine et potentia. 


Rationalis in potentia tantum. 


? 


Communis mensura unitas in longi- Communis mensura unitas 
tudine et potentia, in potentia tantum. 


Fig. 14. 


jn der lenge nicht ist rationalisch mit der lenge von 7 des quadrat, vnd 
herumb wird 7 in der lenge der quadrat nicht rationirt mit der rationalischen 
data, welche gegeben ist jren quadratischen vniteten jn der lenge, und 
hieraus werden die zaln erkhent, pei vns surdi genent, von welchen nach- 
uolgent wirdt gesagt. Also mogen wir elerenn, das alle zalen mogen sein 
rationalis in potentia, wann 7 mag ein quadrat sein, vnd sein radix ist 
surd. Ein ytzliche zal ist auch in longitudine rationalisch, so sie wirdt 
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angesehen vor radix irer potentz, den sie vormag; als 7, wann wir sie 
anschenn, das sie 49 vormag, so ist; sie rationalis zu messen mit vniteten 
als 7, welcher vnitet ist geben der superficie in der lenge potentz, welche 
superfices quadrata zelet 49 zu 49 malen. Also beschliefsen wir, das vnitas 
ist ein gemeine mensur aller zalen, doch gespaltener meinung, als der text 
sagt. In der lenge, so ist sie linearis, vnd in der potentz, ist die vnitet 
superficialis, also dann celerlich die tabellen Moısy ercleren. 
100 Tabulae lapideae Moısy (Fig. 14 auf 8. 549) sequuntur.?) | 

In disen zweien steinern tafeln Moısy finden wir, das die erste mit 
der andern communieirt allein in potentia der superficien vnitaten; wann 
die erste ist rationalis in longitudine vnd potentia, so ist die ander allein 
in potentia rationalis. Haben hierumb eine gemeine mensur, das ist eine 
superficiem der vnitet, der sie alle rationirt, die erste 16 mal vnd die ander 
7 mal. Vnd die rationalis data der superfieie der vnitet quadratae rationirt 
die erste tabeln 4 mal in longitudine, vnnd die ander wirdt incommensurabilis 
mit jr, als hiernach volget die vrsach, vnd volget das dritte capitel vnsers 
andern tractats, 


Capitulum tertium de maxima mensura numerorum communicantium 
100’ invenienda. | 

Maxima numerorum communicanlium mensuram invenire. Diviso maiore 
per minorem, minoreque per residuum, quoque relicto, donec terminus eos in 
minimos contra se primos exiens inventatur, fuerit Tune eorum proportio, 
quemadmodum quadrati numeri ad numerum quadratum, eos ralionales esse 
in longituwdine et potentia, quod si fwerit proporlio corum, quemadmodum 
non numeri quadrati ad non numerum quadratum, eos longitudine incom- 
mensurabiles esse dieuntur, quod potentia tantum communicantes superficiei 
rationalis datae.?) 

Nachdem Ausesräs clerlichen hat ausgedruckt zum ersten, zu finden, 
ob ein zal an jr selbst communicanten hab, oder primus sey, vnd darnach, 
das alle zaln haben ein gemeine mensur, die vnitet, hie saget er von der 


1) Auch diese beiden Figuren sind eine Anspielung auf die Gesetzestafeln 
des Moses. 

2) Dieser Paragraph lehrt das Euxuivische Verfahren das grösste gemein- 
same Maass zweier Zahlen zu bestimmen. Die am Ende desselben gegebene 
Figur der Virga Asrox, die an den zur Schlange gewordenen Stab Aaron’s er- 
innern soll, zeigt zugleich, dass die zu untersuchenden Zahlen sowohl in der 
Potenz als in der Länge rational sind, wenn sich die Quotienten durch den ge- 
meinsamen Theiler wie zwei Quadratzahlen verhalten, dagegen nur in der Länge 
rational, wenn dies nicht der Fall ist, 
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grosten mensur oder von den grosten Communicanten zu finden zweier zalen, 
welcher text zum teutschen laut also: 

Zu finden die groste Mensur der communicanten zalen soll 
also geschehen, so do gethailt wirdt die groste zal mit der 
minsten, vnd die minste durch die vberpleibenden, vnd das vber- 
pleibend durch das negste verlassen ete., also lang bils do ge- 
funden wird ein terminus oder zal, welchs sie aulszeucht die 
vorgelegten zalen in die contra se primos, das ist das sie fort 
zu kheine andere wider mogen gethailt werdenn dann jn die 
vnitates, dauon gesagt ist. So dann das also volfurt ist, vnd sie 
jn die cleinsten zal pracht seind, | haben sie die proportion 101 
gegeneinander als ein quadratische zal gegen der andern, so 
sprechen wir, das die vorgelegten zaln seind rationales communi- 
cantes jn der lenge vnd jn potentia; ist aber der resoluirten zal 
kheine gegen der andern als ein quadrat gegen dem andern, sagen 
wir, das die vorgelegten zaln seind in der lenge incommensura- 
biles, das ist, das sie nichtt mit einander gemensurirt werden, 
vnd werden gesagt in der potentz allein communicantes mit der 
quadratischen superficie, die gelihen wirdt der vnitet rationalis 
datae in der potentz. 

Von welchen text zu sagen vnd den zu leutern, so will ich setzen 
zwo zalen 279 vnd die ander 496, vnd wollen sehen, jn welchen form die 
miteinander communieirn jn der grosten Mensur. Sagt der text, wir wollen 
thailen 496 mit 279, pleiben 217. Nun sollen wir thailen 279 mit 217, 
das ist die kleiner zal mit dem vberpleibend, pleiben 62; nun sollen wir 
das residuum 217 thailen mit 62, khumbt im restant 31; nun sollen wir 
thailen 62 in 31, vnd geht gantz auf. Also sagen wir, nachdem der text 
sagt, das 31 ist der terminus, das ist die zal, die sie aussucht in die 
minsten zwo zalen nach jrer proportion, vnnd 31 thailet sie bede, vnd ist 
die groste Mensur. Nemlich 496 mit 31 khumen 16. Nun thailen wir 
279 mit 31, khumen 9, also sagen wir, das die gemelten zaln seind in 
der eleinsten proportion | 9 vnd 16, welche zwo zaln sich zusamen halten 101° 
jnmafsen als zwen quadraten, sam 279 gegen 496. Derhalben sagen wir, 
das 279 vnd 496 seind in potentia vnd longitudine commensurabiles. In 
potentia so mensurirt 31 den quadrat 279 zu 9malen vnd 496 zu 
16malen, vnd in longitudine so mensurirt 31 des quadrats lenge 279 zu 
3mal vnd 496 zu 4maln, gleicherweis als 9 vnd 16 communieirn in longi- 
tudine, als 9 zu 3malen mit der wnitet, vnd 16 zu 4malen, also mogen 
wir demonstratiue beweisen, das jre equa multiplicia auch also communieirn. 
Nemblich so wir die vnitet, die do mensurirt 9 vnd 16 in longitudine, mit 
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Virga Aaron. 


Fig. 15. 
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der mensur gefunden 31 multiplieirn, khumbt 31, vnd 
9 vnd 16 auch damit, khumbt 279 vnd 496, also 
sprechen wir, das 279 vnd 496 seind equa multiplicia 
von 1 vnd 9 vnd 16, alle genomen in potentia; vnd 
so wir nemen die radices von 1 vnd 9 vnd 16, khumbt 
1 vod 3 vnd 4, vnd also sprechen wir das 31 zele 
den quadraten 279 in seiner lenge zu 3malen vnd 
496 zu 4maln, vnd also haben wir clert den ersten 
thail des text. Wir nemen vor: quod si fuerit pro- 
portio, das andere thail, vnd suchen die groste mensur 
von 36 vnd 96, jnmassen obgethan, finden wir in den 
eleinsten zaln 3 vnd 8, welche die proportion nicht 
haben als ein quadrat gegen dem andern. Sagen wir, 
das 36 vnd 96 sein in longitudine incommunicantes 
vnd allein potentia rationales, dermas der quadrat 12, 
die groste mensur, zelt 36 den quadrat zu 3maln vnd 
96 zu Smalen. Aber die radix davon in der leng 
von dem quadrat von 12 die communicirt | nit mit 
der lenge vom quadrat 36 vnd 96. Das ist aber in 
den obern zaln, vnd hierumb seind 8 vnd 3 gleich 
in potentia gegen der vnitet gerechent in potentia, 
die rationirt als jre multiplicia 96 vnd 36 vnd 12; 
wann 36 ist multiplex gegen 3, als 96 gegen 8 vnd 
12 gegen der vnitet. So ist allwegen ein proportz 
der muitiplication, als wir sehen jn der virga Aaron, 
als do seind 1 vnd 4 vnd 9 rationales in der lenge 
vnd potentz commensurabiles, also sein auch 2 vnd 8 
vond 18 jr equa multiplicia auch in der lenge vnd 
potentia commensurabiles.. Also do 1 numerirt 9 zu 
dreimalen in longitudine, also mensurirt 2 die 18 auch 


3mal in longitudine; als do mensurirt vnitas in potentia 9 zu 9malen, 
also auch 2 in potentia die 18 zu 9malen in potentia, als die rute AARON 
(Fig. 15) clerlichen ausweist. 


De inveniendo mumero primo proposilorum divisorum alque residuantium. 


Capitulum quartum. 


Divisoribus contra se primis alque residuantibus propositis inveniendi 
numeri primi, quibus metiri habeat, ommium divisorum denominatio com- 
munis cwilibet communicat. Partium vero denominatarum denominantes euius- 
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libet relingwitur incommensurabilitas, quae, si in wunilatem residuantem, divisis 
divisoribus reducentur, primisque residuantibus produecta multiplicenlur, coa- 
cervatum deinde minus denominatione commumi inveniendus numerus mini- 
mus propositorum divisorum atque residuantium contra se primus esse Ppro- 
batur.*) | 102° 


1} Dieses Kapitel handelt von der sogenannten Regel Ta-yen und giebt 
genau den Weg an, auf welchem man zur Lösung gelangen kann. Das von dem 
Bearbeiter durchgeführte Beispiel, wenn die Reste nicht ein gemeinsames Maass 
haben, ist folgendes: 

N=1Ice H5=8y+4+-1=- 9; +6 = lit 

in ganzen Zahlen aufzulösen. 7, 8, 9, 11 heissen ihm die Theiler; 5, 7, 6 und 0 
die Reste. Er bildet das Produkt der Theiler, das ist; 5544, und theilt dasselbe 
durch jeden einzelnen Theiler, oder was dasselbe ist, er bildet auch die Produkte 
der jedesmaligen drei übrigen Theiler. So erhält er 792, 693, 616, 504. Diese 
durch den jedesmaligen Divisor nochmals getheilt geben als Reste der Reihe 
nach 1, 5, 4, 9. Nun sind also die obigen (Quotienten so zu verwandeln, dass 
überall bei Division durch die Theiler die Einheit übrigbleibt, denn wenn man 
dann die sich ergebenden Zahlen mit den verlangten Resten multiplieiert, so 
müssen bei der Division durch die Theiler die betreffenden Reste übrigbleiben. 
Die so entstehenden Zahlen nennt er reduciert. Die erste 792 ist natürlich 
reduciert, Für die übrigen geht er so vor, Den bei 693 übergebliebenen Rest 5 
addiert er zu sich selbst und wirft 8 davon ab; den bleibenden Rest 2 addiert 
er wieder zu 5 und, da von der Summe 8 nichts weggenommen werden kann, so 
addiert er nochmals 5. Von der Summe 8 weggeworfen bleiben 4. Nach noch- 
maliger Addition und Subtraktion bleibt endlich 1 als Rest. Nun ist 5 fünfmal 
addiert, das ist soviel, als ob man 693 mit 5 multipliciert hätte, macht man also 
die Multiplikation, so erhält man 3465, und diese Zahl giebt durch 8 getheilt 
1 als Rest. In ähnlicher Weise findet er, dass 616 mit 7 zu multiplicieren ist, 
so dass 4312 entsteht und, obwohl wegen des Restes 0, der für Division durch 
11 bleiben soll, die Rechnung, wie er selbst sagt, nicht nöthig ist, führt er sie 
doch ebenfalls durch, und findet, dass 504 mit 5 zu vervielfachen ist. Sie wird 
dann 2520. Die so erhaltenen Hülfszahlen multipliciert er nun mit den jeweilig 
verlangten Resten, und die entstehenden Zahlen 3960, 24255, 25872, 0 geben 
addiert eine Lösung der Aufgabe, die durch Addition oder Subtraktion des Pro- 
duktes aller Divisoren, also von 5544, weitere Lösungen liefert, deren kleinste 
4191 ist. Diese Lösung stimmt absolut überein mit der chinesischen im Swan- 
King des Sun-rsze und der von Gavss in den Disquisitiones arithmeticae, die ja 
die obige Lösung, nur in moderne Zeichen gebracht, darstellt. Unser Ver- 
fasser geht aber noch weiter, wie Ym-ume im Tayen lei schw. Er erweitert näm- 
lich seine Betrachtungen auch auf den Fall nicht theilerfremder Divisoren. Sein 
Beispiel ist in den Gleichungen enthalten: 


Er sucht das kleinste gemeinsame Vielfache der Divisoren, das ist 840, und theilt 


dasselbe wie früher durch die einzelnen Divisoren, so erhält er die Quotienten 
140, 105, 84, 60. Nochmalige Division durch die Theiler geben die Reihe 2, 1, 4, 4. 
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Hie saget ALGEBRAS zu finden die zal, welche durch angezaigte diui- 
sores vnd residuantes primi sein; als er vormals gecleret hat, ob ein zal 
an jr selbst primus oder nicht sey, werden hie vorgeschlagen diuisores vnd 
residuanten, die do wider sich selbst primi der zu findenden zaln, vnd laut 
zum teutschen also: 

So do seind proponirt diuisores vnd residuantes, die do 
wider sich selbst primi seind der zu findenden zaln, mit welchen 
divisoribus sollen getheilt werdenn der vberbleibendt restanten, 
so ist alweg die gemeine denomination, das ist der Nenner, 
communiciren oder zelen alle divisores oder die thail, die do 
also gezelt werden vnd benennt von jrem divisore, demselben 
thail wird verlossen oder entzogen die zelung oder commensu- 
rabilitas mit jren denominantibus, das ist von dem divisore, 
dauon sie genenet werden; welcher thail also benent, so die also 
durch jren divisoren gethailt werden, dauon sie genent werden, 
vnd reducirt wird dermas, das alwege vnitas residuirt, vnd so 
solche reducirung ist geschehen durch alle divisores, so sollen 
solche redueirte producte jtzlichs mit seinem residuum gemul- 
tiplieirt werden, vnd darnach das zusamen gethun von allen 
producten minder des gemeinen Nenners, so offt man den mag 

103 herab nemen, das pleibende ist dj eleinste zal | wider sich pri- 
mus der furgelegten thailern vnd restanten probirt. 

Von disem text grundtlich zu reden vnd den vorstandt an tag zu 


Da der erste Rest der von der Aufgabe verlangte ist, so bleibt 140 unverändert, 
der zweite Quotient 105 ist, da ja der Rest 1 geblieben, mit 6 zu vervielfachen, 
das giebt 630; der dritte Quotient 84 giebt wieder von selbst den Rest 4, er 
bleibt also unverändert. Würde man ihn aber, ebenso wie den ersten, nach 
früherer Art prüfen, so bliebe beidemale 0 als Rest. Endlich giebt 60 durch 14 
getheilt den Rest 4, also muss 2 : 60 = 120 den Rest 8 geben, der verlangt: ist. 
Die Summe von 140 + 630 + 84 + 60 = 974 ist die gesuchte Zahl. Auch hier 
giebt Addition oder Subtraktion von 840 weitere Lösungen. Die kleinste ist 
also 134. Auch auf den Grund der weitern Lösungen geht er am Schlusse des 
Kapitels ein. Zuletzt enthält das Göttinger Manuskript auch noch die Bedingung, 
unter welcher die Aufgabe unmöglich ist. Das Beispiel ist 
N=b: +4 =6y+-3=82: +2=9: +1. 

Hier geht 6 in dem kleinsten gemeinsamen Vielfachen 360 auf, und die obigen 
Betrachtungen lassen sich also nicht in Anwendung bringen. Vergleiche hierzu 
besonders L. Marruussen, das Restproblem in den chinesischen Werken Swan-king 
von Sun-ısze und Tayen lei schw von Yın-nıne (Crzıte’s Journal XCI, 254—261). 
Die Bekanntschaft mit solchen Aufgaben habe ich früher nachgewiesen bei 
Leonarno Pısano, beı Frarter Feivericvs in Regensburg um 1450, bei Resıomonrtan. 
Die Aufgaben, welche letzterer gestellt hat, siehe oben 8.219 und 295. 
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geben, wollen wir setzen zu finden ein Numerum primum mit 7, mit 8, 
mit 9; mit 11 soll er compositus sein: also mit 7 sollen im restanten 5 
sein, mit 8 7 vnd mit 9 6, aber mit 11 soll er gar aufgehen. Also ist 
der suchende numerus primus gegen angezeigten theilern vnd residuanten, 
vnd ist auch compositus, wann mit 11 soll er communicirn. Sagt der text, 
das die gemeine denomination aller thailern communicir auch mit jtzlichem 
thailer. Hierumb giebt er anzeigung, das man soll machen einen gemeinen 
Nenner der divisoren, der dann ist 5544, welcher mit einem jtzlichen 
thailer ist communieirn. Als mit 7, so wird er gezelt 792mal, vnd mit 
8 zu 693 mal, vnd mit 9 zu 616mal, vnd mit 11 zu 504mal. Sagt fort 
der text, das solche benente thail von dem thailer, dauon benent werden, 
das ist von jren denominanten, nicht werden commensurirt: als 792 werden 
gesagt ein benent thail von jren denominanten 7, mit dem solch thail 
khein mensur hat, defsgleichen die andern. Meldet der text fort, so die 
gethailt werden mit jren thailern, als 792 mit 7, restat vnitas; 693 mit $, 
restat 5; vnd 616 mit 9, restat 4; vnd 504 mit 11, restat 9, vnd solche 
thail sollen dermas | reducirt werden jn andere zal, welche alfsdann, so 103 
die mit jtzgemelten thailern gethailt werden, das dann allenthalben vnitas 
residuir.. Das soll dermassen geschehen: so wir thailen 729 mit 7, 
restat 1, dauon darf die nicht weither reducirt werden, als der text sagt, 
sunder sie pleiben vnuorwandelt. Aber so wir thailen 693 mit 8, restat 5, 
die mussen wir redueirn jn ein ander zal, so sie in die wirdt gethailt mit 8, 
das dann vnitas pleibt. So examinirn wir sie auch nach denn loca, vnd 
addim 5 zu 5, wirdt 10. Dauon wirf 8 hinweg, pleiben 2; addir 5 
vnd 2, wirdt 7, vnd 5 zu 7 seind 12; vnd von 12 wirf aber 8 hinweg, 
pleiben 4; addir 5 vnd 4, wirdt 9, dauon wirf 8, restat vnitas. Also zele 
die loca, findestu 5 loca, also multiplicir 693 mit 5, wirdt 3465, so ich 
die thaile mit 8, restat 1. Also ist der ander thail ausgericht. Dermas 
so wir thailen 616 mit 9, restat 4: also addir 4 vnd 4, wirdt 8, vnd 
4 — 8 werden 12. Dauon wirf 9, restat 3. Addir 4 zu 3, wirdt 7; 
addir 4, wirdt 11, dauon 9, pleiben 2. Addir 4, wirdt 6; addir zu 4, 
wird 10, dauon 9, pleibt vnitas. Examinir die loca, der dann 7 seind. 
Hierumb multiplieir 616 mit 7, khumen 4312, so die mit 9 gethailt 
werden, restat vnitas. Desgleichen mogen wir thun mit 504, wiewol es 
nieht not, wann sie khein | Residuanten hat, darin sie soll gemultiplieirt 104 
werden, als der text sagt. Nicht desterweniger wollen wir sie examinirn. 
Wir thailen sie mit jrem diuisore 11, pleiben 9, hierumb sollen wir die 
redueirn jn ein zal, jn welcher, so sie gethailt wirdt mit 11, das vnitas 
residuir. Addir 9, faeit 18, vnd wirf hin 11, restant 7; addir 9 vnd 7, 
werden 16, wirf weg 11, restat 5, addir zu 9, facit 14, nun ab 11, 


556 IV. Die Algebra des Initius Algebras 


pleiben 3; zu 9 wirdt 12; dauon 11 restat vnitas. Also zele solche loca, 
khomen 5. Die multiplicir mit 504, facit 2520, so die mit 11 gethailt 
werden, restat vnitas, vnd also sagt der text, das bemelte thail seind 
redueirt jn zal, welche so die gethailt werden durch furgelegte divisores, 
restat vnitas. Warumb wir aber solche Reductionen durch die loca exami- 
nirt haben, propter hoc fit, das ist die vrsach. Wann, so wir nemen die 
reducirte zal eine, als 504, do pleiben 9, so wir zwispalten, duplirn sich 
auch 9, das residuum jn jr; hierumb haben wir gesagt 9 vnd 9 ist 18, 
hinweg 11 gegangen an der gespalten zal, vnd pleibt 7, wann 504 zu 
2mal ist 1008, das gethailt mit 11, restat 7. So wir noch einmal 504 
za 1008 addirn, addirn sich 9 vnd 7 zusammen, wann jn dem ersten ist 
9 das residuum, vnd jm andern 7, das wirdt 16, vnd ist die zal worden 
getriplieirt,. Werfen wir von 16 die 11, restat 5, so man 1512 in 11 
thailt, werden auch 5 pleiben. Wir addirn aber 504 zu 1512, so ist die 
zal quadruplieirt, vnd ist die vierdte stadt, khumbt 2016, welche so die 
104’ gethailt wirdt mit 11, pleiben 3; wann jn 504 | pleiben 9, vnd in 1512 
pleiben 5. Nun 9 vnd 5 zusamen, khumen 14. Nim 11, restat 3. Wir 
addirn 504 zu 2016, facit 2520, das ist die zal, die do gereducirt worden 
ist, vnd ist nun gequintuplieirt, als wir sagten, sie wirdt an der funfften 
stadt. Wann in 504 restat 9, wnd in 2016 restat 3, vnd 9 wirdt 12, 
also thailet sich 11 weg, rest vnitas, das haisst also redueirt in vnitatem 
residuantem, als der text sagt. Er meldet furter und spricht, das die jtz- 
genanten reductiones als 792 vnd 3465 vnd 4312 vnd 2520, ein ytzliche 
soll jn jrem residuanten gemultiplieirt werden. Also multiplieirn wir 792 
mit seinem residuanten 5, facit 3960; wir multiplieirn 3465 mit dem 
restant 7, facit 24255; wir multiplieirn 4312 mit seinem Restanten 6, 
facit 25872, wir multiplieirn 2520 mit seinem Restanten 0, khumbt 0; 
vnd hierumb khumen solche product alle zu- 
samen, als 3960 + 24255 + 25872 vnd 0, 
0 vor das letzte, als wir vrsach werdenn sagen. 


Residuantes, 
T 6 


Diuisores. Die machen jn einer Summa 54087. Was vr- 


1 8,9 11 sach das ist, darumb man sie zusamen thut, 


Partes denominatae. vnd mit dem restanten seind gemultiplieirt: 
792 | 693 | 616 | 504 wann ein ytzliche zal vorgemacht geht durch 
Radnsiit: alle divisores auf ausgenomen mit seinem divi- 

792 | 3465 | 4312 | 2520 | sore, dauon sie den namen hat, do pleibt vnitas. 
Dieselbig vnitet ein ytzliche ist in den reducirten 
zalen mit jrem residuanten gemultiplicirt worden vnnd ist das residuum 
105 daraus wordenn, vnd darumb, das ein ytzliche redueirte zal mit allen | diui- 


soribus aufgeht, aufsgenomen mit dem seinen, so geht sie nicht auf, hierumb 
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so mus die gantz summa 54087 auch durch die gemelten divisores nicht 
aufgehen, vnd mus residuirn mit jtzlichem divisore, als der text sagt. 
Sprechen wir, das 54087 sei die zal, die wir suchen, vnd so offt wir die 
gemein denomination darzu addirn 5544, ye grosser die zal wechst, nach 
der proposition gemes. Sagt der text: coacervalum minus denominatione. 
Hierumb zu yederweis, so offte wir die denomination herab nemen, so 
bleibt ein cleinere zal vnserm proposito gemes, vnd so die gemelte de- 
nomination nimer khan herabgezogen werden, so coneludiren wir mit dem 
text, das das residuum sein mus minimus numerus, das ist die cleinste zal 
der angezaigten divisoren vnd residuanten. Also thaile 54087 mit 5544, 
pleiben 4191, vnd das ist die cleinste zal, so die gethailt wirdt mit 7, 
restant 5; mit 8, pleiben 7; mit 9, pleiben 6, vnd mit 11 ist er com- 
positus. 

Nun mogen wir abnemen bej disem text einen treffenlichen punct. 
So do wurden vorgeschlagen divisores, die do communieirn mit einander 
vnd khein ordnung wirdt gehalten derhalben, als ich setzen will oppositum 
textu, zu finden numerum primum mit disen diuisoribus. Wann jn zelet 6, 
sollen 2 pleiben, wann ich mit 8 zelen, sollen 6 residuirn, | vnd wann 105’ 
ich jnen mit 10 zele, soll 4 vberpleiben (wnd wann ich jnen zele mit 14, 
soll 8 vberpleibeny. So machen wir einen gemeinen Nenner, darinn wir 
die denominantes partes vf das eleinste haben mogen, das ist 840, darjnn 
suchen wir die denominantes partes, machen nach einander volgendt 140 
vnd 105 vnd 84 <vnd 60), vnd thailen jnmassen wie oben 140 in 6, 
pleiben 2, vnd hierumb, das er nicht khan in die loca khumen, dar jnn er 
aufging an der dritten stadt, darumb lassen wir jn redueirt vnd gemultiplieirt 
sein mit sein restanten 2. Wir thailen 105 in 8, vnd restat wnitas. Die 
multiplieir in seinen restanten 6, facit 630; wir thailen 84 mit 10, 
restat 4. So wir die wollen examinirn nach den loeis vormals gethun, 
als 4 vnd 4 macht 8, vnd 4 macht 12, wirf 10 hinweg, restat 2, vnd 4 
seind 6, vnd 4 machen 10. Nun 10 von 10 rest O, soll vnitas pleiben. 
Dieweil 84 ist gethailt mit seinem divisore 10, vnd 4 jm restant, der im 
geben ist, lassen wir 84 reducirt sein. Wir thailen 60 durch 14, restant 4, 
vnd sollt vnitas restim. So wir examinirn, so stedt er an der siebenden 
stadt auf in 0. Wie sollen wir dann examinirn? So mercken wir, das 
die, die do aufgehenn jn 0, vnd jrn restanten nach der proposition nicht 
furn sollen, seind reducirt. Dieweil aber 60 aufstehet, vnd seinen Resi- 
duanten 8 nicht mit furt, also sollen wir 60 examinirn, an welcher stadt 
jm werde gegeben | der restant 8. Sprich, so ich 60 mit 14 thaile, 106 
restat 4, vnd sollten 8 restirn. Addire 4 vnd 4, wirdt 8, also geschieht 
das an der andern stadt. Multiplieir 60 mit 2, wirdt 120; so ich die 
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mit 14 thaile, restat 8. Also thue jm allerwegen, so die loca aufstehen 
mit der vnitet, so examinir jn nach den locis so lang, pils jm sein restat 
gegeben wirdt. Also addirn wir 140 4 630 + 84 vnd 120, facit 974, 
vnd das ist die zal, so offt wir die gemelte denomination herabziehen, 
als 840. So wir sie aber addirn, so wirdt die zal grosser nach laut des 
texts, So wir abzihen, restat 134. 

Warumb wir aber die denomination herabziehen vnd sagen, das Resi- 
duum sey die cleinste zal? Nach dem ersten capitell: Omnis numerus 
rationans totum etc. Ein ytzliche zal, so die thailt das gantz vnd herab- 
gezogen, so thailet auch das Residuum. Dieweil also gemelte divisores 
thailen die gantze der proposition gemes, vnd thailen auch die denomina- 
tion, sie thailen auch das Residuum, vnd also haben wir beider seit den 
text schrifftlich eingefurt. 

In disem Exempel jtzt vorzeichendt ist denominator communis 360, 
vnnd nach dem jm ersten Exempel vermeldung gethun neben der figur des 
Exempels, das ein ytzliche zal aus 
gemeinem Nenner gezogen durch 
alle divisores, aulsgenomen durch 
seinen, soll aufgehen, | so begibt 
sich in solchem Exempel jtzd vor- 
handen, das 60 durch seinen di- 
uisorem, welchs nicht sein solte, 
aufgehet, vnd nicht durch die andern alle. Deshalben befinden wir, vnd 


mogen sagen, das solchs vnmuglich sey zu machen, vnd andere dergleichen, 
so sich begibt, das ein zal durch seinen thailer vfgehebt wnd O restirent 
ist. Vnd volget also das funffte Capitel. 


De numeris compositis eorumque espositio, Capitulum quintum, ei primo de 
perfeectis. 


ÖOmmes numeros, quorum est mensura praeter unitatem, compositos esse 
contra se necesse est. Quod si partium aliquotarum numerositates colliguntur, 
aut maiorem, aut minorem, aut aequalem toto sortiuntur substantiam. Horum 
aulem lam parium quam imparium solum perfect, qui paritalis sun sub- 
stantiae, numerositatibus suarum partium redueuntur aequales, qui et paucissimi 
sunt et unius constanti ordine limitum procreati.') 

Nachdem ALGEBRAS gesaget hat de numeris primis zum ersten, so do 


1) Der vorliegende Paragraph handelt von nicht theilerfremden Zahlen und 
zunächst unter diesen von den vollkommenen Zahlen, von denen die drei ersten 
angegeben und auf die betreffende Eigenschaft geprüft werden. 
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furgelegt wirdt ein einige zal, zu finden, ob die primus sei oder nicht; zum 
andern, ob vns furgelegt wurden zwo zaln, zu finden, ob die primi contra 
se sein oder nicht, vnd jr groste mensur; zum dritt hat er gesagt von einer 
gemeinsamen mensur vnitatis aller zaln; zum vierdten halt er zu verstehn 107 
geben zu finden ein zal, welche mit vorgeschlagenen divisoribus primi sein, 
vnd also ist de primis gesagt. Hierumb cleret er sprechende von den 
numeris compositis zum teutschen also lautendt: 

Aller zalen, welcher do ist ein gemeine Mensur on die vnitet, 
dauon wir gesagt haben, dieselbigen seind von not compositi. Do 
derselbigen zal jrer benenten thail zusammen geelaubt werden, 
so machen die ein grosere zal, oder eine cleinere, oder eine gleiche 
zal der furgelegten. Der aller miteinander so do seind gerad oder 
vngerad allein die perfecti gesprochen, welche einer geraden 
substantzen sein, werdt gefunden werden gleich den zalen zu- 
samen jrer gemelten thail, welcher auch sonst wenig ist, vnd 
einer vnvoruckten ordnung der limit, das ist der staffel der 
zalen, gemacht werden. 

Disen text schrifftlich vorstentnus zu geben, cleret der text nachuolgendt 
von den diminutis vnd superfluis, welche, so ire benente thail zusamen- 
gefugt werden, machen sie ein weil zu viel, vnd ein weil zu wenig der 
gantzn zal vngemes. Aber die perfeeti, von welchen wir sagen wollen, das 
ist von den volkhumenen zaln, die seind irer benanten thail zusam gesatzt 
gleich der furgelegten zaln, welcher zumal wenig ist, vnd werden also 


funden, so wir setzen nach ordnung die pariter pares also (Fig. 16): | 107 
6 28 236 Perfeecti 
ESSEN N Pas; 
/ 2 D 8 »= 32 6r 12 etc. Pariter pares 
Fig. 16 


So wir addirn die ersten zwei 1 -+ 2, werden 3, der ist primus durch 
das erst Capitel. Also 3 werden gemultipliecirt mit dem letzten pariter 
parem geaddirt, das was 2; werden 6, vnd also sprechen wir, das do 6 ist 
compositus durch das erst capitel, vnd ist perfectus vntier dem limit 10. 
Wann ein ytzlicher limit hat nicht mehr dann eines, wann darumb sagt 
der text, jr seind wenig vnd nach ordnung der limites gemacht. Wann, 
so wir 6 examinirn nach dem ersten capitel, finden wir in der scala Jacos, 
das ist in dem descens der leiter, $, 4, 5. Das seind alle benente thail in 
6, welche an jrer zalen, sagt der text, zusamen seind gleich 6, der gantzen 


zal. Wann # ist 2, $ ist 3 vnd $ ist 1; das zusamen facit 6, vnd solchs 
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endet khein zal vnter 10, die do seind compositi gerad oder vngerad. Also 

hat der limit vnter dem centenario auch nicht mehr dann ein. Wann wir 

in der obern disposition addirn 3 vnd 4, werden 7. Der ist primus, mul- 
108 tiplieirt mit dem letzten pariter parem, als 4, | khomen 28, welcher ist 

perfeetus oder volkhumene zal vnter 100. Wann, so wir jn examinim 

nach vnserm ersten gesatzten Capitel des tractats, so finden wir jn scala 
Jacop %, 4, 4, 3 und },, das seind alle bemelte Theil von 28, welche an 
der zal machen 28. Wann % ist 14, u ist 2, + ist 4, $ ist 7 vnd 5; 
ist 1. Das alles zusamen macht 28, vnd das thut khein andere zal vnter 
100, vnd hierumb wirdt sie des andern limits gerechent ein volkhomene 
zal. So enden sich alle perfecti in 6 vnd 8 durch alle limiten aus. Wir 
gehen fort, addirn 8 zu 7, werden 15, vnd examinirn den nach dem ersten 
Capitell, finden wir, das der nicht primus ist, darumb mag er nicht per- 
feetum constituiren, vnd vacat mit 8. Wann, so das mit 15 gemultiplicirt, 
facit 120, das wirdt nit perfectus vnd khemen zwene vnter dem Limite 
millenario.. Wann so wir addirn 15 vnd 16, werden 31, .vnd der ist 
primus. So der mit 16 wirdt multiplieirt, facit 496, vnd der ist perfectus 
vnter dem limit 1000, vnd khein andere. Wann alle seine benente thail 
seind die zalen von den er compositus ist, das ist von 1 von 2, 4, 8, 16, 
welche also jre Correlatius multiplication herwider haben. Wann 1 ist 

1 


genant ;1, vnd herwieder von 496 ist genandt +, also $ ist 248 vnd ;.; 


ist 2; 4 ist 124 vnd 4, ist 4; vnd 4 ist 62 vnd 4; ist 8; vod ;; ist 31 
108° | vnd ;; ist 16, vnd solchs alles ist 496, khan also khein andere zal 
solechs vnter 1000 volenden, vnd also beschliesen wir mit dem text, das 
alle perfecti pares sein, welche ex suppositione werden gesagt compositi. Also 
mogen wir finden mit Hilfe des ersten Capitels alle thaile den compositen 


gleich wie der incompositen, vnd volgt das sechst Capitel. 


De numeris compositis, qui diminuti atque superflwi nominantur, Capitulum 
sexchm. 

Diminuti vero compositi contra se sunt, qui et subsiantiam paritatis 
atque imparitatis partiti sunt. Sub pariter namque paribus atque pariter 
imparibus resident simul et sub secundis et compositis imparibus. Superflwi 
autem immoderata plenitudine swi corporis partium numerositate substantiam 
superabunt, et ipsi quidem sub sola impariter pari forma nascentur.‘) 

1) In diesem Kapitel werden die mangelhaften und überschiessenden Zahlen 
behandelt, dabei auch die Ausdrücke pariter par, pariter impar und impariter par 
erklärt, letztere besonders deshalb, weil die numeri superflui sich nur unter den 


letztern finden sollen. Als Beispiel dient 36, das nach zweimaliger Halbierung 
unpaarig- wird, und dessen Divisorensumme 55 beträgt. 
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Als Aucerras hat gecleret jm negsten Capitel: aut mauiorem, aut 
minorem, aut aequalem etc. Nun hat er aequalem demonstrirt, perfeetum 
genant, eruolget nunmals die andern membra dividentia den numerum com- 
positum, vnd laut der text zum teutschen also: | 109 

Es seind auch diminuten compositi an jn selbst, welche auch 
gethailt haben die substantz gerad vnd vngerad. Wann sie seind 
vnter den pariter paribus vnd vnter den pariter imparibus 
funden, auch vnter den Compositen der imparen. Aber die vber- 
flussigen zalen seind mit einer vngewisen vberflussigkeit vber- 
treffen durch jre benente thail der gantzen substantz der 
furgelegten zal, vnd werden allein geborn vnter den impariter 
paribus. 

Von disen text zu sagen, nachdem er zwen partes hat von den dimi- 
minutis vnd superfluis, ist not, das wir sagen kurtz zu vormelden, was 
pariter par sey, pariter impar vnd impariter par. Kurtz zu sagen, nachdem 
allenthalben in andern Buchern der kindern gemain ist, doch von anfahender 
diser disciplinen, so haisen wir, das pariter pares, die do mogen halb ge- 
thailt werden, das ist mit 2, bifs auf vnitatem, als 16, 32, 8 ete. Wir 
haisen die pariter impares, die do mit 2 gethailt werden einmal vnd nicht 
weither khonnen descendirn in paritate, das ist in der geradigkeit, als 10, 
14, 22, 26, 34 ete. Wir nennen die impariter pares, welche descendiren 
vngleich in paritate einmal mehr dann das ander, khomen sie doch nicht 
vff die gemeinen mensur vnitatem, als 12, 36, 144. Vnd ye weither sie 
descendirn in paritate, ye mehr die benanten thaile, von dem sie wirdt 
compositus genant, erwachsen zusamen vber die substantz jrer zal, | daraus 109’ 
sie genomen sind. Als wir wollen cleren den ersten thail der diminuten; 
sagt der text, das sie allein vnter dem pariter pare seind vnd vnter den 
pariter imparibus. Wann, so wir setzen einen ytzlichen pariter parem vnd 
examinirn den in der scala auch, nachdem er absteigt in paritate vff die 
vnitet, finden wir, das sie allwegen diminuti seind, das ist, das sie nicht 
gantz jre zal vermugen die benenten thail, daraus sie genomen seind, vnd 
ist der Bruch allwegen an einer vnitet in pariter paritibus. Als wir setzen 
16; hat 4, #, 4 vnd ‚;, wann sie nach ordnung nach disen zalen in paritate 
steiget. 4 ist 8, 4 ist 4, $ ist 2, vnd 5 ist 1, vnd so wir das alles 
copulirn, so finden wir 15, das ist einer vnitet minder, dann der corpus 
ist, vnd also ist es in allen pariter paribus, vnd hierumb so sprechen wir 
propter quid in der dupla progression, das man das letzte sol duplieirn vnd 
vnitatem oder das erste herabzihen, dann das letzte hat alle benante fordere 
thaile, die zusamen machen corpus minus -1, vnd hierumb hastu vrsach, 


warumb das geschieht ete. Die diminuti werden auch gemacht von den 
Ourtze, Urkunden. 36 
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pariter imparibus. Als wir sprechen 14, welcher compositus ist, vnd 

110 so seine benenten thail zusamen werden | gethun, machen sie weniger, 
dann das corpus ist. Sie werden auch gefunden vnter den imparibus die 
do compositi seind, als 27. Wann £ ist 9, vnd 5 ist 3, vnd Z; ist 1; 
solche thail zusamen machen 13, die dann weniger seind dann das Corpus. 
Aber als der text sagt im andern thail, die superflui, das ist die vber- 
flussigen, werden allein funden vnter den impariter paribus vnd sunderlich, 
welche so sie nimer descendirn mogen, das sie seind secundi vnd compositi 
der inparen. Als 36, so wir descendirn: halb ist 18, halb ist 9, vnd 9 
ist secundus vnd eompositus. Hierumb wirdt 36 zumal sehr superfluus ge- 
sprochen. Wann 3 ist 18, $ ist 9, # ist 6, $ ist 4, ;; ist 3, vnd $ ist 12, vnd 
ig ist 2, vnd # ist 1. Solchs alles zusamen facit 55. Vnd also sprechen 
wir, das alle die zaln diminuti, superflui vnd perfecti seind compositi, vnd 
nicht primi, die wir also jrer thailen, dauon sie compositi seind, mogen 
examinirn nach vnserm ersten Capitel. Vnd also haben wir grundlich ge- 
sagt von den primis vnd compositis, welche so jre jtzliche einfeltig pro- 
ponirt wirdt oder selbander, zu finden dieselbig mensur. Nun volget hernach 
von den zalen, so jr mehr dann zwo oder eine proponirt werden, zu er- 
forschen, welchs die groste Mensur sey vnter jnen, oder ob sie gegeneinander 

110° primi seind oder nicht. Dann es khumbt, | das vnterweilen zwo compositi 
sein vnd von des driten wegen mussen sie vntereinander vnd gegeneinander 
primi gehalten werden, das ist, das sie minimi werden gesatzt in der pro- 
portion der furgab, als volgendt ist. 


De numeris rationalibus et communicantibus, ex qua aequatione digesta semper 
nascentur rationales in coniecturis et antiquiori modo. Capitulum septimum. 


Omnes numeros, quorum proportio ut numeri ad, numerum, rationales et 
communicantes inserwimus, eosque absolulos semper ex sola nostra prima 
aequatione unitatwum nasci descripsimus, quos et in coniechuris Yırcr quatuor 
quantitatum proportionalium enpediti sunt, alüi vero ex erroribus, quos Arabes 
itata vocant, nos autem lancem ducem poswimus, produxerint. Quorum vero 
quandoque proportio non velut numeri ad numerum, aliis dietis aequationibus 
rationari investigentur, quare dietas sectas refutare antiguorum necesse est.!) 


1) Dieses Kapitel will zeigen, dass der einfache falsche Ansatz, von dem 
Verfasser die vier proportionierten Zahlen des Yrzs genannt, so wenig als der 
doppelte falsche Ansatz, die Itata der Araber und die Lances der Lateiner des 
Mittelalters, zur Auflösung von solchen Aufgaben gebraucht werden können, 
welche auf Gleichungen des zweiten Grades führen, sondern dass sie einzig und 
allein bei solchen zum Ziele führen, welche auf solche des ersten Grades zurück- 


. 
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Hie saget ALgeprAs von den zaln, so jr mehr dann zwo proportionirt 
werden, zu erforschen ob die primi sein vnd gehalten werden nach der 
proportion die sie haben, vnd laut der text- zum teutschen also: 

Wir haben gesagt vnd gesatzt, das alle zal ratio|nales vnd 111 
communicantes, welcher zaln sich die proportion heltt als do ein 
zal zu der andern, also sind sie primi, so ist vnitas gesagt die 
gemeine mensur, seind sie compositi, so seind sie communicantes, 
die werden allein proportionirt oder selbander; welche zaln also, 
die wir celeret haben, werden allein geporn rationales alwgen 
rationales jrer vniteten von vnser erst gesagten equation, welche 
also jn der satzung oder coniecturen der proportionum von den 
Yrıcıs, die do waren der secten Yrıs, examinirt wurden vnd 
funden durch 4 proportionalische zalen. Aber andere, die do 
waren der secten der alten Arabischen sorgten, das do in den 
Conieeturen wurden gefunden allwegen durch die errores ratio- 
nalische zaln, die die Arabes nenten Itata, das wir nennen 
lancem, das ist numerum fallacem, ein weitleuffige vngewise zal 
der Enigma nicht gemes, vnd erforschen hieraus die obgerurten 
zaln, die do allwegen werden funden rationales. Sagten auch, was 
also durch die errores oder Ylische zaln nit funden wirdt, das das 
vnmuglich in der zaln gegrundt werden muge. Aber, sagt der text, 
die zalen, welcher khein proportion zusamen ist, als do mag ge- 
sein einer zal zu der andern, sie sey geprochen oder gantz werden 
gefunden zu rationirn durch die andere vnsere equationes an die 
erste, welche zaln also von not wegen zurucke schlagen oder 
richten die gemelten secten von den alten gesatzt. | 111° 

Von disem text einen schrifftlichen Bericht einzunemen, sagt der text, 
das alle zaln rationalisch sein, als welche do haben ein proportz als ein 
zal zu der andern, von den dann genug gesagt ist. Als ich spreche, 1 
gegen 2° hat ein proportz, als do hat jr numerus 48 gegen 28. Hierumb 
so seind sie rationales, dann vnitas ist ein gemeine mensur, vnd communi- 
cantes, wann sie noch vber die gemeinenn mensur haben 4. Welche 4 sie 
thailt jn die vordern proportion: als 7 gegen 12 seind als 28 gegen 48. 


geführt werden können. Obwohl die Alten behauptet hätten, wenn durch eine 
der beiden erwähnten Methoden keine rationalen Zahlen gefunden werden könnten 
wären die Aufgaben überhaupt nicht möglich, so zeigt Verf. doch, dass gerade 
durch die Gleichungen solche Lösungen gefunden werden können, ” a Alten 


als unlösbar galten. So würde die in Zeichen geschriebene Gleichung — ——134 


nach dem Verfahren des Yırs e=32, nach dem der Araber 10% th, ob- 
wohl der wirkliche Werth von 2 = 9 ist. 
36* 
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Vnd solche zaln werden alwegen aus der ersten gesatzten Equation. Wann, 
das wir wollen sprechen, es mochte radix von 7 oder radix von 3 heraus- 
khomen, die haben kheine proportz als ein zal gegen der andern, wann jr 
radix nicht wissent ist. Also mogen wir sprechen, das allwegen jn den 
furgaben der Arismeticen vnd Geometern, was jn vnserer ersten equation 
fellet, das also one zweifel die furgabe data, das ist, das sie mag sein 
rationalisch. Aber die Alten, als do waren die von secten Yurıs, wusten 
noch nicht von den equationibus ALGEBRAE, vnd sprachen, wann do ein 
furgab kheme dem grossen geometro Yo, wer also dieselbe frag durch die 
vier quantitet der proportionalischen satzung nicht vfgelost mocht werden, 
112 also zu verstehen, das sie nach aller mugligikeit examinirt wirdt, als ane 
zweifel Yrıs kunt, sagten die gemelten Yliei, das solche fragstückhe der 
zalen vngemes weren. Weiter sagt der text: Alii vero ete. Aber etzliche 
andere, die do waren der seeten der alten Araber, sagtenn, hetten ein ge- 
mein scibile bej jnen gesprochen Itata, das weren Errores, do durch sie 
examinirten, so in Arithmetern vnd Geometern kheine solche scibile, als pej 
vns wirdt gesagt, vnd das nemen mogen von den weitleufigen zalen der 
aufgab vngemes, das ist, das sie durch zwei weitleüfige zaln der Aufgab a 
casu genomen vnd vngeproportionirt funden, durch die errores, das ist, wie 
weit sie a veritate distirten, das ist, wie weit sie irrten, do drucken sie 
aus ein rationalische zal der Aufgabe gemes, vnd sagtenn auch, welche 
aufgab, so sie examinirt wurde durch die lances, als sie von rechts wegen 
solten, vnd nicht durch die errores funden wirdt, die were bei jnen vn- 
muglich zu erforschen. Sagt der text furter: quorum vero etc. So do aber 
khumbt, das do ist die proportion einer zal gegen der andern nicht als ein 
rationalische zal zu der andern, solche zal mussen erforscht werden durch 
vnser Gebra, das ist durch die equationes, die wir gesatzt haben an die 
erste. Also mogen wir sagen mit dem text ÄLGEBRAE, das solche zaln 
112’ refutiren vnd vorcleinen die seeten | von den alten gesatzt, wie wol das 
vnosere altenn viel hubscher fragen haben aufgelost, vnd doch durch kheine 
genante Regel soluirt, sonder durch particulares demonstrationes, von welchen 
also vnser Gebra vnd Almuchabola sagendt ist, welche zaln hieraus ratio- 
nalisch ergehen mogen vnd welche nicht, also mogen wir concludirn mit 
dem text, das alle zaln, so durch die erste equation ersprissen, werden 
rationalisch geporn vnd nimmermehr irrationalisch. Also mugen auch alle 
fragen durch die aufgelost werden, die do gehen durch die vier quantitet 
der Ylicorum, oder durch die errores der Arraben, vnd herwiderumb, wo 
do aufgelost ist durch die 4 quantitet proportionaln oder durch die lances, 
mogen auch gehen durch vnsere gesatzte equationes, nemlich durch die 
erste. Aber viel rationalische zaln werden geporn durch vnser andere ge- 
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satzte equationes, die do nimer funden werden durch die lances, vnd 
hierumb werden durch solche vnser equationes, except die erste, refutirn 
die gemelten secten der Araben vnd der Ylicorum. Als wir setzen von den 
vorstant wegen des texts, zu finden ein zal, welcher ich $ vnd % in vnd 
mit einander multiplicir, das 133 khume. So wir das examinirn durch die 
quantitet der Ylicorum, so erfindt | sich das nicht, vnd wird examinirt 113 
nach der Ylischen Form also vnd nicht anderst. Wir nemen ein zal 24, 
die hat $ vnd 5, wann % ist 8, vnd $ ist 12, vnd 12 mal 8 macht 96. 
Sprich 96, das Examen, gibt 24, propositum, was gibt 13}, das Examen? 
facit nach der Ylischen zaln oder form 38, vnd so man das examinirt 
probative, so felet es. Examinirn wir das durch die errores, dermas wir 
setzen lancem 12, sagt in errore zuuil 115; setzen wir den lancem 24, so 
khumbt zuuil 825, volfuren das durch die errores, so finden wir 10. So wir 
das probatiue examinirn, so findt sich vngerecht, vnd doch solche zal mug- 
lich zu finden ist 9, vnd hierumb das Exempel a latere eingefurt, dapei 
du magst mercken, das viel seind, die do rationalisch durch vnsere equa- 
tiones, ausgenomen die ersten, erfunden werden, ohne durch die 4 pro- 
portionalisch quantitet oder durch die errores, Itata genandt, wann wir 
khumen durch vnsere andere Equation auf dj rationalische zal 9. Also 
volget hernach von dem ersten membro zu sagen, als der text sagt: quos 
et in coniecturis, das ist von den vier proportionalischen zaln, die do aller- 
erst YLEs gebraucht hat zu coniecturis. | 113° 


De quatuor numeris proportionalibus Ylieis de eorumque mensura, qua minimos 
contra se proportione data terminos exmentur.  Capitulum octavum. 


Quorum proportio primi ad tertium data, eademque secundi ad quartum 
data erit, qua vero data primi ad secundum, eadem et data erit tertii ad 
quartum. Ex hoc manifestum, quarltum quotienlem primi divisoris producti 
tertii per secundum. Constat proprium, id produci ab extremitatibus, quod 
ex medietatibus confieitur; in minimis enim terminis quatuor datos contra se 
esse reperies proporlione eadem proportionales. 

Hie saget ALGEBRAS von den vier proportionalischen zaln Yrıs, vnd 
laut gemelter text zum teutschen also: 

Welcher zaln die proportion des ersten vnd dritten ist geben, 
dieselbige proportion wirdt auch gegeben dem andern gegen den 
vierdten; welche proportion aber offenbar ist des ersten vnd 
andern, dieselbige wirdt auch gegeben dem dritten gegen dem 
vierdten. Hierumb wirdt offenbar, das die vierdte zal ist ein 
quotient der ersten zal, des thailers, des multiplicirten dritten 
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mit dem andern. Also sprechen wir, das ein rechte eigenschaft 
ist der proportionalischen satzung, das khumbt von den extremis, 
das ist von dem ersten vnd letzten, gemultiplieirt gleich dem, 

114 das do khumbt aus | den zweien mitteln, das ist vom dritten 
vnd andern. Also finden wir, das in vier termini, die do noti 
vnd gegeben seind, die vier proportionalisch zal werden funden 
in andern vier zaln vff das cleinste jn der ersten proportion 
rationales. 

Von disem text zu sagen vnd einen schrifftlichen sin einzufuren, saget 
er eigentlich: welcher zaln die erste proportion geben zur dritten ist, die- 
selbige wirdt auch gegeben dem andern vnd vierdten. Wann wir sagen 
hier von den vier proportionalischen zaln, die erste zur andern als die dritt 
zur vierten, also werden sie auch permutatim aus der 16. proposition quinti 
Eucuıpıs Geometriae!) proportionales sein, wann welche proportionales seind, 
seind auch permutatim proportionales; vnd welche auch permutatim pro- 
portionales seind, die seind auch per diffinitionem proportionalium propor- 
tionales. Als wir setzen wollen a latere dem text: Ye 6 Eln vor 10fl, 

wie 12 khumem vor 20 fl, wann so 6 vmb 10 komen, so 


1 fl. 
z Fu c. 10 sein 12 zwir 6, darumb mufsen 12 komen vmb 20, das 
5 12 A 20 ist vmb zwir 10. Sprechen wir permutatim, das do sein 


disparate 6 gegen 12 als 10 gegen 20. Sagt der text 

von dem ersten corollario, der letzte terminus were der quotient des ge- 
multiplieirten produets des dritten vnd andern gethailt durch den ersten. 
Als wir multiplieirn 10 mit 12, facit 120, thailen solchs durch den ersten; 
114’ khumpt 20: also ist 20 der quotient des produets | 120, welcher entsprossen 
ist ducch den andern vnd dritten gemultiplieirt, welche also die mittlen 
termini seind vnter den vieren proportionalen quantiteten. mogen wir sagen 
mit dem text, das aus dem multiplieirn, nemlich der mitteln khumen sei 
dem gleich, das von den extremen khome. So nun der erste terminus ist 
divisor vnd wirdt gefurt jn quotienten den letzten, so khumht wider das 
gemultiplieirt ist worden vom andern vnd dritten, als vns das grundtlich 


1) Eucuimes V,16: Si fuerint quatuor quantitates proportionales, permutatim 
quoque proportionales erunt. 

Der ganze Paragraph handelt von den Proportionen des Yıes, und zeigt, 
wie man eine vorgelegte Proportion sowohl nach jeder ihrer vier Glieder als Un- 
bekannten auflösen kann, wie auch die Umwandlung einer solchen in eine andere, 
die vier relative Primzahlen enthält. Als Beispiel bringt er die Proportion: 


480 : 900 = 103 : 216 


auf die einfachste Form 40:80 = 9:18, indem er sämtliche Glieder durch das 
grösste gemeinschaftliche Maass aller vier Glieder, das ist 12, dividiert. 
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beweist wirdt septimo Geometriae an der zweinzigsten proposition demonstrirn. 
Von kurtzwegen sagt der text weiter, das solche vier quantitet proportiona- 
lisch werden auch jn vorgemelter proportion jn den cleinsten termini pro- 
portionales. Solchs zu ergrunden, von wegen wir hie ad propositum reden, 
die mensur zu finden dreyer oder vier terminorum oder mehr, welche sie 
ad minimos terminos theilet vnvorruckter proportion. Wir suchen die ersten 
zwen nach vnserm dritten Capitel, vnd finden jre groste Mensur. Die- 
selbigen Mensur nemen wir vnd examinirn den dritten damitt, anch nach 
dem dritten capitel, vnd finden aldo noch ein mensur, Wir nemen aber 
solche mensur vnd mensuriren oder examinirn den vierdten, vnd finden do 
aber ein Mensur, vnd solche, | die do durch ausgeht, die thailet sie ad 115 
minimos terminos jn der ersten pleibenden proportion. Als wir setzenn 
wollen 4 quantitet proportionales, vnd wollen sie examinirn jn die minsten 
terminos. Wir suchen die ersten zwene, finden sie nach dem ersten Capitel, 
das 480 die groste Mensur ist der ersten zweier nach 
vnserm dritten Capitel. Wir nemen 480, die Mensur, 
examinirn den dritten 108 damit, vnd finden, das die 


a. 480 c. 108 
b. 960 d. 216 


groste Mensur ist der Zweier 480 vnd 108 ist 12; wir nemen 12, die 
mensur, vnd examinirn aber nach dem dritten Capitel 216 damit, vnd finden, 
das 12 solche zal vfthailt. Und so das nicht geschehen were, so hetten 
wir die gesucht nach dem dritten Capitel; dieweil aber 12 die 216 auf- 
thailt, so sprechen wir nach der dritten proportion des siebenden Buchs 
Geometriae, das 12 die groste Mensur ist vnter den vor- 
gesatzten zaln, vnd ist khein ander terminus der obgemelten 
zaln aussucht jn ehegemelter vnverruckter proportion dann 
12. So die werden aufgelost, khumen 40 -80-9.18, vnd sein numeri 
contra se, das ist gegen ehegerurter proportion der zalen, die do waren 
480 : 960 - 108 - 216. Also coneludirn wir mit dem text, das sie 12 
examinirt hat | in die minsten zal der vorigen proportion. 115’ 


a-40-.c-9 
b-80 d-18 


De mumeris minimis contra se sua proportioue ewuta produetis. Capitulum 
nonum. 


Dixerunt Arabes ex itata semper produei numeros rationales minimos 
contra se sua proportione exutos, namque primi unitatis ad secundum examinans 
proportione data ad eadem data erit quaesiti ad propositum data, quae uni- 
tatis proportione ad quaesitum, et eadem data erit examinantis ad propositum. 
Ec hoc palam erit, quatuor numeros Yliacos esse proportionales, et in quibus 
ita non fuerit, nequaquam ralionales per Itata invenies. Quaesitum necesse 
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erit moram relingwi equationibus, quibus praeler primam demonstrationem 
gestavimus.") 

Hie saget ALGeBrRAs vns von den zaln, die do werden exuirt in die 
minste proportion aus den zaln Itatis, vnd laut der text zum deutschen also: 

Es haben gesagt die alten Arabes, das do aus den zaln zu 
den erroribus werden gefurt rationalische zaln, die do seind aus- 
gezogen in die minste proportion jrer terminum. Dann des ersten 
der vnitet zu dem andern der erforschung gegebener propor- 
tionen, dieselbe wirdt auch gegeben der suchenden zal gegen der 
furgab; vnd so der vnitet proportion gegeben zu der gesuchten 

116 zal offenbar ist, dieselbige wirdt | auch gegeben der zaln des 
examinirn zu der furgelegtenn. Hierumb wirdt offenbar, das do 
werden 4 Yrıs zal proportionales, vnd jn welchen zaln das auch 
also nicht funden wirdt, so wirdt nimermehr rationirt das quae- 
situm durch Itata, sunder es wirdt gelassen die beharrung den 
ander equation, von welcher wir sunderlich an die ersten haben 
gesagt ir demonstrationes. 

Von disem text gleichmesig vorgethan einen vorstentlichen sin ein- 
zufueren, mussen wir cleren die gemelten Itata der Araben, vnd was die 
gesatzt haben, daraus sie nachuolgendt haben gefurt rationalische zaln in 
numeros exutos, das ist, die do seind die cleinsten an jrer proportion, 
mercken wir, das sie haben genant die Itata regula errorum, die wir sagende 
die regula laneis, die do ist in zweien weitleufigen zaln, welche examinirt 
werden nach der aufgab, die dann sagendt ist zuuil oder zu wenig der 
Aufgab gemes. Die selbigen zwo zaln nenneten sie errores, das waren die 
jrrenden zal von der warheit der auffgab durch das examen funden die 
genenten lances, welche errores, so die gleich warn nach dem Excess oder 
defect der Wahrheit, so ziehen sie die von einander, und sprechen, das der 
Residuant solte sein der thailer zu der zalen, die man thailen soltt, welche 
sie producirten, so sie multiplieirten einen lancem jn den errorem des andern, 

116° vnd zeuchen auch | ein produet vom andern. Sagende sie, das solcher 
Restant solte sein die zal, die man thailen sollt, durch welche also beweist 
wurde die frag, so sie mit gedachtem thailer gethailt wurdt. Wer aber 
sach, das das defect vnd excess der errorum nicht gleich were, wo, vnd 


1) Dieses Kapitel setzt in bekannter Weise den doppelten falschen Ansatz 
auseinander und kommt am Schlusse nochmals darauf zurück, dass nur solche 
Aufgaben durch denselben gelöst werden können, welche den ersten Grad nicht 
übersteigen. In den Dresdner Handschriften C. 405 und C. 349 sind die in den 
Text eingeschobenen übersichtlichen Beispiele nicht beigegeben, welche die An- 
ordnung der Rechnung für jeden Fall andeuten. 
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sie vor voneinander gezogen waren, damit gemacht ward der thailer vnd 
die zalen, damit man thailen soltt, also wurden sie gemacht; so man addirt 
die excess vnd defeet, wurdt der diuisor, vnd die gemultiplieirten producta 
der errores in des andern lancem werde gesagt der diuidendus. Also solche 
mainung des texts nenneten sie Itata. Das wir aber auf die meinung des texts 
khomen, wollen wir setzen ein einfurendt leicht Exempel durch die errores, 
damit wir khumen vf den Intentum des auctors. Zu finden ein zal, welche, 
so wir von jr nemen #, 4,5, vnd solche zusamen thun, das 47 Ikkhumen. 
Sagten die alten Arabes vnd namen vngeuerlich ein zal oder lancem, als 12, 
welche sie nach gemelter frage examinirten. 


Lanx Error 
Ra . Wann # von 12 ist 4, # ist 3 vnd } ist 
12 defectus 375 | residuum ; g 
. 25. Solchs zusam macht 95 vnd jrret von 
Error 9 


47 jn 372. Also sagten sie, das der de- 
fect, als 372, ward genant der error von 
der wahrheit, der aufgefunden | durch gemelten lancem. Sie namen den 117 


24 defectus 284 


andern lancem, als 24 mocht sein, welchen sie auch also examinirten vnd 
funden aber im defect der warheit 284. Also ziehen sie einen errorem vom 
andern, nachdem sie gleich seind in defectu, vnd wird der residuant 97. 
Das sollte sein der divisor. Als nun multiplieirn sie ein lancem in den 
errorem des andern, als 24 mit 37? vnd 12 mit 28%, vnd nemen solche 
producta von einander, jnmassen wir subtrahirn, restabunt 564, vnd thailen 
das vbrig, khumb 60, das quaesitum. Vnd desgleichen theten sie, wo die 
errores excedirten. Wir wollen setzen von anheben diser kunst ein schlecht 
einfurendt Exempel durch die errores, jn welchem Exempel sie beide 
superabundant sein oder excediren, als wir schimpflich setzen: Es wollen jr 
zween khaufen ein pferdt vor 30 fl. Spricht der erst zum andern: leih 


mir deines gelds $, so hab jch 30 fl,, so wil ich obgemelt pferd kauffen. 


Spricht der ander zum ersten sprechende: leih mir deins gelts $, so will 
ich das pferdt kaufen, so hab ich auch 30 fl. Die frage, wieuil yeder gelts 
habe. Setzen wir lancem, der erst hab 12 gehabt, so mus von not wegen 
der ander 36 haben. Wann, so er dem ersten 5 leihet, so hat er 30; 
gibt aber der erst dem andern 3, so khumbt + 10 an der Warheit. Wir 
nemen den andern lancem vnd examinirn in dermas, als 9, so werden wir 
finden im excess 15, subtrahirn wir | obgemelte 10 von 15, pleiben 5 vor 117 
den thailer. Wir multiplieirn ein jtzlichen lancem mit des andern error 
vnd subtrahirn die produeta von einander, restabunt 90, vnd diuidirn wie 
vor, khumbt 18, das quesitum, also mus 
Lanx Error der ander von not wegen 24 fl. haben, 
12 excessus 10 | residuum vnd also hastu genuglich, so die errores 


9 excessus 15 J 5 excedirn oder diminuirn. Nun von dem 
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dritten punct der alten secten der Itata zu sagen, setzen wir aber ein 
kindisch Exempel, in welchem die errores nicht gleich sind, sondern von 
einem lance der ein diminuirt wirdt vnd vom andern excedirt. Es hat 
einer einen seuberlichen Deckel, wiegt 16 lot, darzu zween Becher, vnd so 
er den Deckel setzet vff den ersten Becher, so wiegt er 5 mal souil sam 
der andern; so er auf den andern gesatzt wirdt, so vberwiegt er den ersten 
8 mal. Nun fragen wir, wieuil yeder pecher gewogen hab. Setzen wir 
lanceem 12. Nun habe, so der deckel darauf stund er 28, sagt die pro- 
position, er wege zu 5 mal mehr dann der ander: darumb thail 28 in 5, 
facit 5%, Sowil mus der ander gewogen haben. So wir nun den deckel 
darauf setzen, khomen 21}, solt 96 sein, so ist error defectus 74%. Wir 
setzen den andern lancem 2, vnd examinirn 


Lanx Error ; i Ä r 
8 vorigermassen, finden wir errorem excedirn 35. 
12 defectus 74; | summa . ea 
s Also addirten sie die errores, wurden 78, das 

2 oxcessus 35 78 


solt sein der thailer, vnd multiplicirten einen 
118 yeden Lancem in des andern errorem, addirten | die producta, khomen 192. 
So wir die thailen mit vorgemachten thailer, khomen 2%. So schwer ist 
der erste Becher gewest. So du dils examinirt der proportion gemes, wie 
du dann dem lancem hast gethan, findestu, das der ander hat gewogen 34, 
vnd ist recht nach der proposition. Also haben wir cleret den punct, die 
diffieultates der Itata. Nun von solcher einzufuren von jres wegen den text 
vorgemeldet von der Itata, das ist von den lancibus vnd erroribus, sagen 
wir, das der text vorgemeldet: Hierumb, wann sie gebern allwegen, die 
errores vnd lances, so die nach der proposition examinirt werden, rationa- 
lische zaln, welche also, als der text sagett, werden producirt ex Itata 
allwegen in die cleinsten proportion der 4 quantitet proportionalen. Als 
wir nemen vor, damit der text desto vorstentlicher sey, das erste gesatzte 
Exempel, so finden wir, das wir ex Itata producirn minimos numeros contra 
se proportione exutos nach den 4 quantiteten proportionalium der Ylischen, 
Als wir setzten der lanx war 12, der wurde examinirt, khomen 98, welche 


sich halten gegen der vnitet als 1 gegen $, wann 12 wirdt gerechent vor 


9% 
1 gantz. Nun ist 92 nicht gantz 12, wann 73 macht #, also setzen wir 47 


das propositum vnd suchen ein zal, die do hat die proportz gegen jr als 1 
gegen %. Also finden wir 60, quesitum, durch vnser vorgesatzte negste 
118 Capitel khombt, das wir | finden durch die 4 quantitet Yuıs, das 1 kegen 
& sein in der proportion als 60 gegen 47, welche so sie reducirt werden, 
komen sie jn vier quantitates proportionales, die do numeri rationales seind. 
Also sprechen wir mit dem text, wo solchs nicht geschicht, das kheine 


rationalische zal noch die berichtunge der frage nicht khan gefunden werden 
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durch die Itata, sondern sie wirdt gleichmesig gerechent vnser ersten Regel 
Gebre, vnd also solche Frage zu berichten wirdt gelassen vnsern Equationibus, 
die wir ane vnser ersten equation demonstrirt haben. Als wir setzen wollten, 
vff das wir khomen mogen zu beschliesen den text, wir suchen ein zal, 
wann wir daraus nemen { vnd 4 vnd multiplieirn das mit einander, das 
9 khomen, vnd setzen durch gemelte Itata den ersten lancem 12 vnd den 
andern 24 ete., vnd so wir solchs examinirn finden wir quaesitum 11, vnd 
so wir die proportz suchen 11 als quaesiti vnd 9 das propositum, so finden 
wir nach dem text 11 gegen 9. Also suchen wir gegen der vnitet auch 
die proportion, finden wir 1;;, vnd solchs 1/; soll sein examen der lances, 
so finden wir ;, das hat nicht die proportion gegen der vnitet, als do hat 
propositus gegen den quaesito, also concludirn wir mit dem text, das das 
11 das quaesitum nicht sein khan, vnd sprechen also, das solche frage vn- 
muglich zu uolfuren durch die Itata, | vnd relinquiren sie vnsern andern 119 
equationibus. Darumb sagen wir, das der text allein cleret die Itata, das 
ist die errores vnd lances, zu erfaren vnd demonstriren, ob alle frage mug- 
lich sein do durch zu machen vnd welche nicht, vnd also haben wir vol- 
furt genugsam den Intentum des texts: was durch die erste equation ergehen 
mag, vnd wirdt auch durch die errores volfurt vnd lances, desgleichen 
durch die 4 quantiteten proportionales Yuıs, vnd was solchs, wie vorlautet, 
nicht gegeben wirdt mit 4 quantiteten proportionales, sonder disproportionales, 
so relinquiren wir vf vnsere andere Equationes. 


De inveniendis compositis numeris et partibus multitudinis per quasdam pro- 
portiones propositas ex quodam numero toto et toto aequales. Capitulum decimum. 


Propositis quibuscungue proportionibus et numero toto rationali invenire 
licebit per easdem partes multiplicativas quodam toto numero priori aequales 
producentes compositos rationales eidem toto aequales.') 

Als nun ALGEBRAS hat gesagt von dem numerum rationalem, cleret er 
alhier sein letzte Capitel des tractats sagende, das auch rationalische zaln 
werden funden, welche also compositi auch in den coniecturen der proposi- 
tionen, vnd laut der text zum teutschen also: | 11% 

So do werden vorgeschlagen, was proportiones die sein mögen, 


1) Hier wird die regula virginum oder regula coecis durchgesprochen und 
eine ganz allgemeine Methode zu ihrer Lösung gegeben. In dem lateinischen 
Texte ist nur gesagt, es sei eine solche möglich, wenn die Anzahl der verlangten 
Grössen und die dafür zu entrichtende Geldsumme einander gleich seien, aus 
einer Bemerkung des deutschen Bearbeiters aber folgt, dass diesem klar war, es 
sei diese Bedingung nicht unbedingt nöthig. 
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vnd sonderlich, eine rationalische zaln zu finden, vnd ist mug- 
lich vnd gepurlich durch die ehegerurten proportiones multipli- 
cirende thail, welche der gantzen furgesatzten zal rationalis 
gleich seind, vnd welche also sein produeirn compositos rationales 
aus den proportionibus vorgesatzt, welche allsdann gleichermas 
gleich seind dem numero rationali vorgeschlagen. 

Von disem Text schrifftlich ein vorstentnus zu geben, so ist zu wissen 
das Ausapras, der Indus, gepraucht an vielen orten die so gemelte Regeln, 
vnd khumbt vrsprunglich aus den eommunicirenden zaln, als wir figuriren 
wollen exemplariter, damit wir auf den vorstandt des texts khomen. 

Es hat einer willen zu kaufen 100 stuckh viehes umb 100 fl., nemlich 
schaf, Esel vnd Ochsen, das dann die Kinder ratende vorgeschlagen, aber 
vns hieher zu geprauchen. Erofnen wir, souil vns not ist der rationalischen 
zaln halber, welcher kauft 20 schaf vor 1 fl., 1 Esel pro 1 fl. vnd 1 Ochs 
pro 3 fl, vnd solch summe der fl. ist 100 vnd des viches ist auch 100 stukh. 
1 20 60 Sagt der text, so do werden vorgeschlagen 
Tu RR u etzliche proportiones, als do seind: 20 schaf 
A Eye nn vor 1fl, 1 Esel pro 1 fl vnd 1 Ochse pro 5 fl, 
nun durch solche proportiones zu finden mul- 
120 tiplieirende thail | durch eegenannte proportiones, welche machen 100, vnd 

die compositi daraus eruolgent auch 100. Saget Arııpras Inpus in dem 
Buch seiner thaten!), das do aus den dingen sol gemacht werden ein ge- 
meiner thailer oder Nenner, als 20 mal 1 ist 20, als in der figur figurirt 
ist worden. Nun sol ein ytzlicher thail jr nenner gesucht werden, als 5 
von 20 ist 1, vnd # von 20 ist 20, vnd 3 thail von 20 ist 60. Also 
setzen wir dise gefundene thail 1 -+- 20 + 60, vnd zihen 1, das ist das 
minste, vom andern, restat 19 -- 59, vnd solche werden die thailer. Wann 
so wir zihen 1 von jme selbst, restat Nulla. Also solcehs ist geschrieben, 
so multiplicirn wir den minsten numeranten der thailen, 


divisores j j . 
60 59 das ist 1, in das ding, person oder vich, vnd die gantze 
20 19 denomination in das gelt. Sam also, ein mal 100 ist 100, 
1 N vnd 20 mal 100 ist 2000, wann in disem vil das ding 
vnd geldt des vihs in einer zal. Also zihen wir 100 von 
Beer 2000, pleiben 1900, vnd solchs sollen wir diuidirn in 19 


vod 59 dermalsen, das eins mit dem andern aufgeht, vnd 
wann er nicht ganz aufgeht, so ist die frage nicht muglich. Also so wir 
thailen 1900 mit 19 zu 41 malen, pleiben 1121, welche zal, so die mit 
59 gethailt wirdt, khumen 19, also sprechen wir, das wir haben funden 


1) Das soll daten heissen, die andern Handschriften lesen datorum. 
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partes multiplieativae | 41 vnd 19, welche wir zusamen addirn, werden 60, 120 
von 100 gezogen pleiben 40 vor das 0 gesatzte vnd den nechsten numerant 
der schaf, das ist 40, der esel 41 vnd 19 ochsen, welche partes multipli- 
cative machen 100, als der text sagt, das die partes multiplicative sollen 
gleich sein dem numero proposito rationali, welche also partes genant solle 
machen integros numeros rationales compositos, von welcher zaln wegen hie 
der text ruret. So wir multiplieirn 40 mit 1, nachdem die proportion 
saget, 20 schaf gelten 1 fl, so machen 40 2 fl, vnd so wir multiplieirn 41 
mit 1, wann 1 esel gilt 1fl, facit 41, vnd 19 mit 3, wann 1 ochs gilt 
3 fl, facit 57. Also haben wir 40, 41 vnd 19 ding, das ist partes mul- 
tiplicative, gleich toto rationali 100 vnd compositos integros rationales aus 
den multiplicativa, das ist das gelt 2 vnd 
41 vnd 57, auch gleich toto rationali. 


Gelt. 
Also mogen wir sagen mit dem text, das 
AusaBRAs in seinem daten hat gefunden 2 
rationalisch zaln, welche auch also durch Vieh. 


vosere erste equation mogen volfurt wer- 
den vnd die 4 proportionalische zaln Yuıs. 


Aber von des wegen, das sie integra wer- 
den rationalisch als man recht mogen com- 
positi mugen sein, hat ALıasras cleret, von welcher | zaln also zu finden 121 
ALGEBRAS als sequax hat geschatzt vnd genant dise numeros rationales 
producirt ex partibus multiplicatiuis, welche zu finden seind vorgeschlagen 
worden gegeben proportiones. Vnd also wollen wir hie gantz geendet 
haben, zu sagen von den rationalischen zalen, vnd heben an von den 
irrationalischen den dritten tractat des dritten Buchs ALGEBRAE. 


Ochs 3 59 EN 2000 
100 Esel 1 19 100 


Schaf 4 1900 
So man dividirt, khombt yedem das facit.') 


1) Die Lösung der vorgelegten Aufgabe, welche auf die Gleichungen 
z2-+%y-+ 2 = 10% 
32 + Yy + 3,2 = 100 
hinauskommt, ist folgendermaassen geführt. Zuerst ist die zweite Gleichung 
mit 20 multipliciert, das giebt 
602 4 20y + z = 2000, 
dann davon die erste subtrahiert; es entsteht 
59x: 4 19y = 1900, 
und diese Gleichung ist dann so aufzulösen, dass x und y ganze rationale Zahlen 
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Tractatus tertius libri tertii ALGEBRAE de numeris surdis.') 
Capitulum primum. Quid sit numerus surdus eiusque expositio. 


Irrationalis numerus Gebrae longitudine ipse qwidem potentialiter tantum 
rationalis, numerus vero potentialiter tantum rationalis longitudine surdus in- 
venitur. Medialis autem potentialiter surdus ipse et longitudine, potentionalis 
numeri surdi irrationalis esse probatur. Ex hoc manifestum, omnem numerum 
longitudine rationalem et potentia rationalem esse, necesse est. 

Hie eruolget AuLsesras seinen dritten tractat seines dritten Buchs. 
sagende von den zalen, die do seind irrationales, jnmassen als er am an- 

121’ fang hat verheisen. Welcher zal, als wir vorgesaget haben, khein proportz | 
ist gegen der andern, als do mag sein ein rationalische zal gegen der an- 
dern, als wir gesagt haben im dritten Capitel des andern tractats. Laut also: 


werden. Für & —= 19 wird hier offenbar sofort y= 41 Um dann z zu finden, 
subtrahiert man = + y, das ist 60, von 2 -+- y-F 2 = 100 und erhält 2 — 40, 
und es ist wirklich 19 + 41 + 40 = 100 und 3-19 +1-41 + „, : 40 = 100. 
Es wird nicht angegeben, wie die Endgleichung zu lösen ist, nur dass sie in 
ganzen rationalen Zahlen gefunden werden muss. Die Lösung selbst wird auf das 
Buch datorum des Arıısras Inpus zurückgeführt, wohl wieder ein Beweis für 
die nicht schlechte Geschichtskenntnis des Bearbeiters. Dass die Inder zuerst die 
unbestimmten Gleichungen des ersten Grades unter Forderung ganzer rationaler 
Werthe der Unbekannten, auflösten, ist erst seit etwa einem Jahrhundert bekannt. 
Woher stammt nun die Kenntnis unseres Bearbeiters dieser Thatsache? Wo ist 
das Buch datorum des Ausasras Inovs, das hier erwähnt wird? Die Auflösung ähn- 
licher Aufgaben bei Bacuer ve M&zirıac beruht auf völlig anderen Betrachtungen, 
Jedenfalls aber hat nicht er zuerst in Europa das Verlangen nach ganzen ratio- 
nalen Werthen der Unbekannten aufgestellt, schon vor 1545, in der Urschrift 
unserer Handschriften, muss es gefordert worden sein. Dass aber der deutsche 
Bearbeiter weiter ging als der ihm zur Kommentierung vorliegende Text, liegt 
in den Worten: „Sam also, ein mal 100 ist 100, vnd 20 mal 100 ist 2000, wann 
in diesem vil das Ding vnd geldt des vihs in einer zal.“ Es muss also doch auch 
möglich sein, dass beide Zahlen nicht gleich sind. So würden die beiden Glei- 
chungen Bacmer's + y+2z = 41, 42 + 3y + 42 = 40 nach unserm Bearbeiter 
so gelöst worden sein. Nach 2 ist auch 122 + 9y-+ 2 = 120, davon Gl. 1 
giebt 112 +8y= 79. Da für z nur ein ungerader Werth möglich ist, so sieht 
man sofort, dass x = 5 für y den Werth 3 ergiebt, dann ist aber 3=33, das sind 
die Lösungen Bacuer’s. Die am Ende des Kapitels stehende Übersicht des 
Lösungsganges haben nur @otting. Philos. 30 und Dresd. ©. 8. 

1) Der dritte Traktat dieses dritten Buches handelt von den irrationalen 
Wurzeln, während der erste Traktat das Ausziehen der rationalen Wurzeln lehrte. 
Im ersten Paragraphen wird zunächst gezeigt, dass eine in der Länge irrationale 
Zahl nur in der Potenz rational sein kann, und umgekehrt eine nur in der Potenz 
rationale Zahl in der Länge irrational sein muss. Die Zahl aber, die sowohl in 
der Länge als in der Potenz irrational ist, heisst medial, 
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Die irrationalische zal vnser Gebra in der lenge wirdt alleine 
jan jrer potentz rationalisch; aber die zal, die allein in potentia 
ist rationalisch, werden gesagt in der lenge, das ist jres radieis, 
irrationalis oder numerus surdus. Die medialische zal aber, 
welche do ist in potentia irrationalisch vnd in longitudine, in 
potentia jres radicis vnd in longitudine radix radieis. Wann so 
die potentia ist irrationalisch so ist die radix von jr die potentz, 
vnd radix der potentz ist die longitudo, also ist numerus medialis 
radix radieis irrationalis. Hierumb wird offenbar, das jetzliche 
zal in der leng rationalisch ist auch in potentia rationalisch von 
not wegen. | 122 

Von disem text gleichmesig, wie vor gethan, einen schrifftlichen vor- 
standt einzufuren, so ist zum ersten not, das wir cleren von punct zu punct 
den text. Zum ersten, was do numeris oder eyn zal sey irrationalisch. 
So nennen wir das ein irrationalische zal, welche khein radicem quadratam, 
cubicam noch 33 hat oder khein radicem der furgegebenen duction, als 7 
oder 11, oder welche khein duction begreifft, jnmassen wir vorgesagt haben. 
Welche in dieser lenge wirdt geschrieben also / mit einem vorgesatzten 
punkt der figurirten duetion, als /3 7, das ist radix quadrata von 7, oder 
/c, von 11, oder /43 von 13, das ist radix radieis von 13, vnd also werden 
sie nachuolgent jn der lenge, das ist jrer radieum figurirt, wie hernach 
volget.') 


In longitudine ita seribitur mumerus surdus per ductiones absolute. 


/4 7 | Radix ziens oder quadrata von 


Se ii] Radix eubica von 


E 5 15 Ic Radix, das ist sursolida von 


Ar 14 | Radix eensisubion von 


Sa; 19 E Radiz census censui er censu von 19 


Seck, 15 Radix ob de abe: von 


1) Wie schon in der Einleitung gesagt ist, ist das Wurzelzeichen ein starker 
Punkt, an welchen sich ein nach oben gerichter längerer Strich anschliesst. Um 
zu wissen, von welcher Potenz die Wurzel ist, wird das entsprechende algebraische 
Zeichen daneben gesetzt. Es ist also: 
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Sagt der text weither, das die potentionalische zal, die allein in potentia 
ist rationalisch, wirdt in longitudine surda genant, welcher zaln khein pro- 
portion khan gegeben werden gegen einander als ein rationalischen zal 
gegen einer andern, vnd werden also in der potenz figurirt 15 » das 
das ist quadratum 5, |3 & eubus 3, |17 ;;, Census de censu 17, 9; sur- 
solidum 9 etc, vnd so werden sie durch die andern ductiones in der potentz 

122’ gesatzt, vnd in longitudine werden sie geschrieben, | wie hie vorgesatzt mit 
dem punct, vnd hie in der potentz mit dem gmomone, darumb, das alle 
duetiones angulum rectum nicht refutirn, vnd stet die figur also:!) 


In potentia figurantur ia numeri surdi longitudine. 


Quadrat von 


13 ck. | Cubus von 


73; | Census de censu von 


er | Sursolidus von 


7 ze, | Censicubus von 


10 55 | Bissursolidus von 


11 333 | Census censui de censu von 11 


13 o0f | Cubus de cubo von 13 


Saget der text furter von dem numero mediali: in potentia ist er ir- 
rationalis vnd in longitudine, vnd von wegen der potentz zu schöpfen den 
radicem, welcher also die potentz bezeichnet, welche alfsdann in longitudine 


Sa, Sda, Asa, Sa, Ada, Sika, Arza, Jccla 
der Reihe nach 

va, Va, Va, Va, Va, Va, Va, Va, 
wobei stets vorausgesetzt ist, dass a keine gleichnamige Potenz ist. 

1) Soll weiter angezeigt werden, dass eine bestimmte gegebene Zahl nicht 
als in der Länge, also als einfache Zahl gegeben ist, sondern als eine irrationale 
Potenz, so wird sie in einen rechten Winkelhaken (gnomon) eingeschlossen, und 
das Zeichen der Potenz, welche sie vorstellen soll, diesem Winkelhaken rechts 
angehängt. Es heisst also z.B. |3_,, es sei 3 ein Würfel und nur als solcher 


rational. Ebenso ist |3 „, eine nur in der fünften Potenz rationale Grösse. Auf 


diese Erweiterung der Eusripischen Erklärung von in Potenz rational haben wir 
schon oben hingewiesen. 
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jrs radieis auch irrationalisch ist, Vnd also hat der numerus medialis ein 
ytzliche duction zu erforschen radicem radieis, vnd werden also vorzeichent 
in der potentz irrationalis, als  |12, das ist, der radix von 12 ist die 
potentz, vnd radix des radicis quadrata ist die longitudo. Desgleichen 
fc, |14, das ist radix eubica von 14 ist die potentz, vnd radix cubica von 
| dem radix longitudo ete. Also sprechen wir /ecf, des 12, des medials, 123 
ist longitudo, vnd also werden sie figurirt in der potentz durch alle duetiones 
aus die numeri mediales, die do in potentia seind irrationales, vnd werden 
gezeichent in longitudine mit dem punct gezwifacht. 3 |6 ist radix radieis 
des medialis /5 |6, aber die quantiteten oder die potentionalischen ductiones 
irrationales werden verzeichent in diser weise / 5; das ist der quadrat 


von 5 ist irrationalis ete, vnd /j5, ist latus in longitudine, vnd wirdt 


ö 
genant medialis, darumb das er jn medio loco proportionalis zwischen zweyen 
quadraten aber euben oder anderen ductionen. Sam wir wollen figuriren, 


das die vorstandt haben, dauon wir gesagt; haben.') 


rennen nn ne 


Also werden die mediales vorzeichnet Safigurantur mediales in longiüludine 


A U6 , | 


1) Die Bezeichnung der Medialen ist wieder eine andere. Sie sollen be- 
kanntlich sowohl in der Länge als in der Potenz irrational sein. Als irrationale 
Potenz werden sie so charakterisiert, dass über das Wurzelzeichen noch ein Punkt 
gesetzt wird, natürlich die Zahl selbst in einen Winkelhaken eingeschlossen, also 
z.B. so: 3 |3. In der Länge aber werden sie so geschrieben, dass zwei Punkte 
neben einander, unter sich verbunden und an dem zweiten der längere Strich 
angehängt wird, also z. B. so: Js |3, gelesen Quadratwurzel aus der Quadrat- 


wurzel von 3. Obgleich für unser Gefühl das mit Y3 übereinstimmt, so ist doch 
für die Auffassung der damaligen Zeit J43 !8 und A |3 etwas wesentlich Ver- 
schiedenes. Die nicht mediale irrationale Zahl wird nämlich wieder anders ge- 
kennzeichnet. Als mediales Quadrat sahen wir 3 |3 schreiben, als einfaches 
irrationales Quadrat wird dieselbe Zahl / 3 geschrieben, also der Potenzexponent, 


um so kurz zu sagen, hinten angehängt, und die Wurzel dieser irrationalen Potenz 
ist dann natürlich / 8 .. 
ö 
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578 IV. Die Algebra des Initius Algebras 


Item numeri quadrati in potentia Ita figurantur numeri quadrati in 
irrationales disiuncti a mediali. potentia irrationales in longitudine. 


- 


Ri 5, | der quadrat 


JS Bet der cubie 


Wir nemen ac (Fig. 17) vor radiceem der quadratischen duetion in 
numeris 55 vnd cd 3, vnd quadrim ae, facit |5 z vnd quadrirn cb, 
facit 13 z’ das sein zwei quadraten in potentia allein rationales, als wir 


oben gesagt haben. Nun in quarta secundi geometriae, wir multiplieirn 
45 vnd /43 mit einander das ist ae jn be bis, khomen die zwei supple- 
menta vnd khumbt 43 |15, das sein zwei numeri mediales, die do in po- 
tentia seind irrationales vnd seind gesatzt medio 
loco proportionales zwischen den zweien quadraten 
5 ; vnd |3,. Also sagen wir das die drei numeri 
3,» 15 vnd |5 , sein continui proportionales. 
Also haben wir geclert die vrsach des medii. Als 
wann radiıx quadrata von 15, das ist das supple- 
ment, vnd radix von dem radice ist das latus 
tetragonicum des supplement in longitudine vermag 
proportionaliter describirn, vnd also ist es in eubieis 
124 vnd andern ductilonibus, welche do mehr media 
proportionalia haben dann eins, vnd werden alle genant mediales, von 
wegen das sie nach ordnung der duction seind media proportionalia der 
ductionen. Sagt der text per modum corollarii, das alle zal an der lenge 
rationales werden hieraus erkant in potentia rationales. Wann eine yede 
zal absoluta ist vff das minst in potentia rationalis, vnd hierumb werden 
die rationalischen zaln in longitudine absoluta gesatzt, vnd in potentia, wie 
andere zaln, die allein potentia rationales seind, als wir gesagt haben. 
Als 2 bedeut ein radix vnd |4 ; sein potentz quadrat, also der gleichen wir 


ja der glosa angezaiget; vnd volget also das ander Öapitel vnsers dritten 
tractats des dritten Buchs. 


Capitulum secundum de additione radicum numerorum irrationalium 
124 communicantium longitudine. | 


Radieum numerorum irrationaliwm coacervatio ommium ductionum con- 
stabit, cum, si longitudine commumicantes fuerint proportione el mensura 
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quadam, ductiones, quae proponantur, si primi et minimi in eadem exuentur, 
inde radices coacervandae erunt. Productum vero, si vocabulum duclionis 
accepit, excrescens huwius, cum si commmnicantes quantitate ductionum fuerit, 
huius producti radix aggregationem radieum numerorum propositorum ostendet.") 

Hie saget ALcesras von der ersten speties der numerorum irrationalium, 
vnd sagt von den radieibus der irrationalen in longitudine communicantium. 
Als wir sagen, das 12 vnd 3 seind communicantes in longitudine, vnd seind 
doch an jn selbst surdi, darum sagt er hie, zu addirn 53 zu 512, der- 
gleichen welche zal do communieirn in longitudine vnd sie haben ein pro- 
portz gegeneinander als ein quadrat gegen dem andern, hierumb communieirn 
sie der dritten duetion der quantitatum in longitudine, vnd laut gemelter 
text zum deutschen also: 

Die zusammengebung der radicum aller ductiones, welche so 
die zaln longitudine communieirn in der proportz vnd einer 
mensur der | furgehaltenen duetionen, welche zaln, so die exuirt 125 
werden in die eleinsten zal vnd proportz der duction, vnd von 
welcher also genomen werden die radices vnd werden zusamen 
geaddirt, was daraus khumbt, das der duction gemes gefurt wirdt, 
vnd letzlich solch product erwechst durch den communicanten, 
damitt sie haben communiecirt, sagen wir, das der radix des- 
selbigen erwachsenden der duction die addirung beweise der ge- 
melten radicum furgelegter zaln. 

Als wir wollen schrifftlich cleren, das, so wir vornemen den quadrat, 
welcher die erste ducetion ist, so ist nicht not die rationalen vorzuschlahen, 
wann wir dauon genugsam zu erkhennen gegeben haben vnd beweisen jre 
Addirung durch ihre offene radices an jr selber. Welche aber so die 
longitudine communieirn, als zu addirn 58 zu /18, welche in potentia 
vnd longitudine ecommunieirn mit den rationaln, sagt der text, das man sol 
suchen die mensur 8 + 18, finden wir 2, welche sie thailt zu 4 vnd 9; 
das ist die proportion der duction, als der text sagt. Von welchen 4 vnd 
9 wir nemen jre radices zusamen, nach den sie rationales seind, werden 5, 


1) In diesem Kapitel wird die Formel entwickelt: 
Verb + Verb = Va + 9%. 
Gerechnet wird so: Ya’b=ayb, YVeb=cyb, also ist Ya’b + Ye — 
(a + oyb = Ya + ©*b. Aber die Rechnung gilt auch allgemeiner Ve"b + 
Veb ist auch gleich Va + o"b . So ist in seinem Beispiele 53 + fi 96 = 
2 +23 = sh: = A M3-3— A729, das ist in unsern Zeichen 


V; + Vo = Vi. 


37* 
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vnd multiplieirn das quadrate, das ist mit den rational ductionibus, wirdt 
25. Solchs, sagt der text, soll wider gemultiplieirt werden mit dem com- 
125’ munieanten, das was 2, wird 50, vnd radix | von 50 ist radix der an- 
gegebenen zal, welche also was /4 von 8 vnd /418. Sprechen wir, jr beder 
radix ist / 50, vnd defsgleichen in den andern ductionibus, welche nun so 
die jn longitudine communieirn furgegebene duction. Als wir wollen setzen 
von dem eubie; ich soll addirn fe, von 4 zu Sc, von 32. So wir suchen 
Mensur nach dem dritten capittel vnsers andern tractats, finden wir pro 
mensura 4, vnd die numer werden minimi 1 -+- 8, welche in proportione 
seind der cuben. Wir nemen jre radices zusamen, werden 3, vnd cubirn 
die, werden 27, vnd solche multiplieirn wir mit 4, dem communicanten, 
khumen 108 vnd /ef, von 108 ist geaddirt /ef, 4 vnd /ef, 32, vnd also gleich 
in andern ductionibus, welche, so sie longitudine communieirn. Als ich 
wollte addirn /$ von 3 zu /& von 96, so examinirn sie sich ad ductionem 
in 1 vnd 32 vnd die summa der radicen von dem ist 3. Das multiplieirn 
wir der duetion gemes, khomen 243, vnd solchs sollen wir mit dem com- 
municanten multiplieirn, das ist mit 3, wirdt 729 vnd /$ von 729 ist die 
126 addition der radieum der furgelegten zaln, vnd also furter. | 

Das wollen wir geometrice ostendirn (Fig. 18), vnd nemen vor zum 
ersten den quadrat, vnd wie er sich in dem hellt, also ist es in den andern 
ductionibus. So wir suchen mensuram, finden wir das 5 18 vnd /3 8 seind 
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Fig. 18. 


equa multiplicia von 9 vnd 4, welche also jre radices machen 5, vnd jre 
potentz 25, wann 9 vnd 4 vnd 6 vnd 6 seind ex quarta secundi geometriae 25. 
Nun seind /3 18 vnd /3 8 equa multiplicia mit + 2, also 2 mal 25 seind 
50. Also sagen wir, das die quadrata vnd supplementa seind equa multiplieia; 
haben wir ex 15 geometriae quinti, das multiplicabilia haben eine gleiche 
proportion, mogen wir sagen, das / 150, ist souil sam / von 18 vnd 
von 8 zusamen geaddirt, wann 18 vnd 8 vnd /z |144, das ist 12 geduplirt 
mit 6 dem submultiplex, zwir genomen macht 50, vad also mogen wir 


ad Ylem geometram magistrum suum, 581 


solehs nachuolgend beweisen in der extraction der surden ad propinquitatem 
mit | dem numero mutuato, das ist mit der entlehnten zal, als du eigent- 126’ 
lich eher nicht wirst vnd magst also probirn, als wir tabellaria vestigia 
werden setzen dem numero mutuato. Vnd also haben wir genuglich vor- 
stentnus eingefurt, damit man mag addirn etzliche radices der ductionum, 
welche do communieirn in longitudine. Nun volget hernach von den numeris 
irrationalibus, die do in longitudine kheine communicantes haben, als do 
seind 4 von 5 zu /% von 3 zu addirn, welche also nicht sein in der pro- 
portion kheiner duction, vad hierumb werden sie vnverstentlich addirt, es 
sey denn, das wir sonderlich geometrisch beweisung einfuren, als wir im 
negsten Capitel sagen werden von den zalenn, die do nicht sein in kheiner 
proportion der ductionum. 


Capitulum tertium de additione radieum irrationalium incommensurabilium 
longitudine. 


Incommensurabilium vero numerorum longitudine descensus radicum 
relinguwitur, cum in adaucla proportione ductionis, qua versantur, non sedent, 
sed binomiüis, irinomüs, quadrinomüs et quampluribus numeris irradicabilibus 
hi numeri construuntur, et geometrica quadam figwratione propter quid osten- 
duntur. | ?) 127 

Nachdem ALgepras gesagt hat von den radieibus der zaln irrationalen, 
welche in der lenge communicirn, das ist, das sie sein similes, das ist in 
proportione quadratorum oder ductionum etc, hie saget er von zaln, welche 
do sein jn kheiner proportion der duction vnd laut der text zum deutschen also: 

Der irrationalischen zalen absteigung zu iren radicibus, 
welche do nicht communiern jn longitudine, wird verlossen, wann 
sie seind nicht equa multiplicia, das ist, das sie nicht sein jn 
der proportion der ductionen, jn welcher dann sie proportionirt 


1) Addition allgemein irrationaler Wurzeln nach der Formel: 


Va+ a 


unter N, 


n 


++ Vena 104 Vena + 4 V(m,_ ra"! 


a die Binomialkoefficienten verstanden. Sein erstes Beispiel 


N; 
ist VE + ER Vs + Y60. Um dabei anzudeuten, dass die erste Wurzel sich 
auf den ganzen Ausdruck erstreckt, der ihr folgt, ist ihr unmittelbar cs an- 
gehängt, das heisst communis, die sonst dort stehende Bezeichnung des Wurzel- 
exponenten jedoch an das Ende des den ganzen Ausdruck einschliessenden 
Winkelhakens gerückt. In cossischen Zeichen heisst also die obige Gleichung: 


3+ 45 =/es 8 + 360, 
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werden, sondern sie werden, spricht er, mit gespalten zaln, das 
ist mitt zwifach genomigen, mitt drifach genomigen, mitt vier- 
fach genomigen vnd mit der noch mehr vnradicirten zaln der 
quantiteten affirmatiue vnd negatiuen vmbschreiben, vnd werden 
also beweist durch geometrische formen jre vrsach, warumb sie 
dermas vnd nicht anderst sollen addirt werden. 

Von disem text schrifftlich zu sagen, so nemen wir vor jn gleicher 
form jm negsten Capitel beweist aus quarta secundi geometrie vnd setzen 
zu addim 55 zu 53, welche also, sam der 
text sagt, incommensurabiles seind longitudine 
vnd irrationales gemelter duetion | vnd khein 
communieanten haben. Setzen wir ab sei / 5, 
vnd be sey 43 (Fig. 19), so wir ab quadriren, 
eo khumbt 3; der quadrat ah in potentia 
rationalis. Wir quadrirn be, ist |3 „ der qua- 
drat he rationalis in potentia. Wir producirn 
ex quarta eiusdem secundi Geometriae die zwei 


Fig. 19. supplementa fk vnd bg, welche erwachsen aus 

ab in be zwir gefurt, machen 5 |15 vnd aber 

/; |15, aus welchen ceircumseriptibilibus, sagt der text, die Addition sol 
werdenn. Wir addim 5 vnd 3, das sind die zwo rationalisch potentz, 
ist 8; wir addirn die zwei supplementa, das ist die zween numeri mediales, 
ist 460: also sprechen wir, das der gantze quadrat ac sey in numeris 
irrationabilibus 18 + /|60 „’ vnd radix von dem ist ac, das ist in longi- 


tudine in numeris irrationalibus, geschrieben dermas als 
Jes 2, 


vnd das ist / von 5 vnd / von 3 geaddirt, vnd wirdt binomius numerus, 
das ist mit zweifach gnomischen zaln vmbschrieben. Wann 8 vnd /4 von 
60 sein gespalten, vnd hierumb sagt der text: binomis. Saget furter mit 
trinomiis, das geschicht in eubie zaln. Sam also, wir wollen addirn ef, 
von 8 zu /c, von 27. Wir cubieirn /cf von 8, wird |8 cd’ vnd eubieirn Je, 
128 von 27, wirdt | 27 pr das seindt die zwen cubie pq vnd kl (Fig. 20) in 
der obersten superficie in rationalibus, wann khein duction schwerer ist zu 
addirn dann der cubie. Hierumb wollen wir exemplariter setzen zum ersten 
in rationalibus Exempel, darnach surden. So wir haben die zwenn cubic 
27 + 8, so nemen wir das vorgetriplirt quadrat von dem radix cubica des 
grosten eubic, der do ist 27. Das finden wir also: wir multiplieirn 27 cubice, 
khumen 19683; also /ec{, von 19683 ist /c von 27, das multiplieirn wir 
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Sccf, 19683 in ec, von 19683, khumbt quadratum radieis ef, 27, das dann 
more irrationibilum ist 387420489. Also sagen wir, das quadratum cubice 
radieis von 27 ist „ec, 387420489. Solchs sollen wir triplieirn, so mul- 
tiplieirn wiz ce, von 3, der dann ist 19643 mit dem ee, 387420489, 
khumbt ‚ec, 7428597484987, vnd das ist triplum radieis quadrati cubici 


f 
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maioris cubieci. Solchs sollen wir multiplieirn in /cf, von 8, das ist minorem 
cubicum, also eubirn wir 8, khumbt 512. Also multiplieirn wir /ec{, 512 
mit Sec, 7428597484987, khumen also 3803441912313344, vnd das 
seind die 3 zensus, damit der cubus wechst fs, dg vnd kb vnd haben also 
noch die radices zu solidirn, welche dann erwachsen aus dem triplieirten 
quadrat von dem radix ceubica des cleinern cubic gemultiplieirt in radicem 
des grossen eubi, also finden wir, das wir wie oben multiplieirn | 8 cubice, 128’ 
khumbt 512, das ist /ecf, von 512, Nun multiplieirn wir 512 mit 512, 
faeit in more irrationalium Sec, 262144, vnd das ist quadratum von /c, 8. 
Das sollen wir aber triplieirn, darumb multiplieir ccf, von 3, der dann ist 
19683, mit 262144, khumbt 5159780352, vnd /cef, von solchem ist triplum 
quadratum cubicae radieis des cleinern cubus, der do was 8. Solchs sollen 
wir multiplieirn in radicem cubicam des grossen, was 27. Nun ist ccf, 
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gewest von 27 Jec{, 19683, darumb multiplieir 19683 mit 5159780352, 
vnd khumbt 101559956668416, vnd das seind 3 radices solidatae 
pkh-+in- gk, vnd also finden wir more irrationalium, 27 vnd 8, das 
macht 35 vnd 3803441 912313344, das seind 33, vnd 101559956 668416, 
das seind die drei radices solidatae. Also sprechen wir, das gemelter cubie 
figurirt ist in potentia 

135 + ccf, 3803441912313344 + Seel, 101559956668416 I 


vnd in longitudine wirdt es also figurirt: 


fes 135 + ft 3803441912313344 + cd 10155995668416 „4 


129 Wann die 3% seind | in rationalibus 54, vnd die drei radices solidirt 36, 
solehs zusamen macht 125, vnd Je. von dem macht die addition, Vnd 
gleicherweis mogen wir figurim in surdis, wann wir vermeiden die grosse 
muche der zal in der magnitudine, so wollen wir hie beschlisen, das die 
eubie mit trinomischen zaln werden vmbschrieben vnd wollen also die 
ductiones vormelden jn der subtraction, wann wie eine geht, so geht auch 
die ander, allein das sie mit jren circumscriptibilibus werden vorandert. 
Wann quadratum de quadrato in surdis wirdt quadrinomieis eircumsribirt, 
vnd also fort. Nun volget dj substraction, vnd was wir hie haben vor- 
ınyden also von den surden, das wollen wir jn den andern eruolgen von 
kurtz wegen, dauon der leser nicht verdrossen werde, vnd wollen den 

129 Artickel der surden auch declariren. | 


Capitulum quartum de subtractione radieum numerorum irrationalium 
communicantium longiludine. 


Radicum numerorum irrationalium diminutio omnium ductionum notabitur, 
cum si, ut dieimus, longitudine communicant, proporlionis mensura, qua ductio 
proponitur, si primi et minimi eorum exuti in eadem ad radicis exsoluentur, 
radices segregandae sunt, residuum, si ductionis nomen usurpet.  KExortum 
huius si communicantis quantitate dietum fuerit, hwius tum produch radix 
subtractionis radicum numerorum propositorum manifestet.") 

Nachdem ALGEBRAS cleret hat die addition der irrationalen, welche do 
communieirn vnd nicht communieirn, hie ervolget er die andern species, 


1) Hier ist wieder die angewendete Formel: 


ne 9 er Rn 
Varb _ Ve"b — V (a — Ob. 
Die Rechnung genan geführt wie bei der Addition. 
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sagende von der subtraction der communicanten in longitudine, vnd laut 
zum teutschen also: 

Die abnemung der radicum von einander der irrational zaln, 
welche, als wir gesagt haben, communicirn in longitudine mit 
der mensur der proportion der duction, mit welcher sie proponirt 
werden, so jre termini exuti, das seind die minsten jn derselben 
proportion der duction, wird aufgeloset jn jre radices, so sollen 
sie von einander gezogen werden, vnd das | residuum, so es ge- 130 
schopfet den namen der duction, vnd was heraus khumbt, so das 
mit der mensur eommuni gemultiplieirt wirdet, desselben pro- 
duct radix wirdt offenbar die abnemung der radicum von ein- 
ander der vorgelegten zaln. 

Von disem text, wie vorgesagt, eine schrifftliche meinung zu geben, 
nemen wir vor eine duction, als wir wollen subtrahim 435 von 43 405, 
so suchen wir, als der text sagt, die groste mensur, ist 5; vnd die minimi 
termini seind 1 + 81, welcher radices gegebener duetion ist 1-+ 3. Nun 
ziehen wir 1 von 3, bleiben 2, vnd solche 2 sollen der duction gemes ge- 
furt werden, facit 16, welche, als der text sagt, mit dem Communicanten 
sollen gemultiplicirt werden, facit 80, vnd ‚43 von 80 ist die subtraetion 
oder das restat, so ich subtrahir /3 5 von /43 405. Desgleichen in allen 
duetionibus, so sie seind similes ductiones propositae. Als ich wolte sub- 
trahirn /ef, 16 von fe, 1024, so soluirn wir ad minimas partes oder terminos 
Se, 16 + cf, 1024, khumen 1 + 64, von welchen die radices sein 1-44. So 
wir sie von einander zihen, pleiben 3. Solche cubieirn wir, seind 27, vnd 
multiplieirn mit dem communicanten 16, khomen 432, vnd /ef, von 432 
ist das Residuum, so man die eegemelten termini von einander zeuchet, 
vnd defsgleichen | wirdt solchs auch bewisen jn den andern duetionibus. 130° 
Als ich wolt setzen ein sursolitet, /5 64 von /ß 486 zu zichen, examinirn 
wir die ad minimos terminos, khumen 32 vnd 243, von welchen /ß ist 
2-3; ziehen wir 2 von 3, restat 1. Solchs multiplieirn wir der duetion 
gemes, khumbt 1, das multiplieirn wir mit dem Communicanten 2, khomen 
2: also khumbt jm restanten /$ von 2, vnd desgleichen jn andern duetionibus. 

Das wollen wir geometrice ostendiren. Wir nemen in den quadraten 
zu subtrahirn 5 |18 von 4200. Wir resoluirn sie in numeros, das ist 
in minimos terminos der duetion, finden wir 9 vnd 100, von welchen die 
radices seind 10 vnd 3. Also seind 18 vnd 200 equa multipliecia, Was dann 
ist in simplieibus, das ist auch in equis multiplieibus. ex 15° quinti Geometrie.') 


1) Eveuies V,15: Si fuerint aliquibus quantitatibus eque multiplices assig- 
nate, erit ipsarum multiplicium atque submultiplicium una proportio. 
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Nun saget auch septima secundi geometrie'): Was do werde aus ab in 
131 sich gefurt mit sampt be in sich, das sei dem gleich, das | do khumbt 

aus ab in cb zwir vnd aus ac in sich gefurt (Fig. 21). So wir nun 
zichen cb von ab, restat 
ac in longitudine vnd in 
potentia ak. Nun ist ab 
in potentia 200, vnd cb 
in potentia |18 » das macht 


zusamen 218: das soll 
gleich sein den zweien 
medialen in potentia ge 
vnd ce mit sampt dem 
quadrat ak. Also ziehen 
wir die zwei medial in 
potentia, die zusamen machen / 11440 von /218, dem quadrat des gantzen, 


restat 98, vnd das ist quadratum ak ignotum, des radix ist ac. Also 
sagen wir, so wir ziehen /4 |18 von / |200 restat /} |98, das was qua- 
dratum ak, also ist 98 auch gleich multiplex mit 49. Dann ipsa sim- 
plicia waren 3 wnd 10, vnd so wir 3 von 10 ziehen, pleiben 7, des 
quadrat ist 49. Vnd also haben wir solchs im quadrat bewisen, vnnd 
helt sich gleichmesig in andern duetionibus. 

Als wir setzen, an wil subtrahirn Sc |16 von Je |250. Suchen wir 
die gantze mensur, ist 2, vnd seind die resolventen 8 vnd 125, von wel- 
chen radix ist 2 vnd 5. So wir nun subtrahirn 2 von 5, pleiben 3. 
Solchs sollen wir eubieirn, khomen 27, das ist mit der gemeinen mensur 
multiplieirn, als 2, khomen 54, vnd Sc. von 54 restat, so wir subtrahirn 
Sc. 16 von Sf. 250. Vnd also helt es sich allerweis in andern ductionibus, 

131’vnd solchs dich also geometrice zu ostendirn | werden wir sagen jm nach- 
uolgenden Capitel, von dem, so sie seind incommensurabiles in longitudine. 
Vnd also haben wir es in der duction mogen vorfurn des quadrats von 
dem quadrat, als wir setzen zu subtrahirn 43 7 von 43 567. Wir resol- 
uirn ad minimos terminos, finden wir 1 + 81, von welchen radix radieis 
ist 1 + 3. Nun ziehen wir 1 von 3, restant 2; die furen wir der duction 
gemes, khumbt 16. Das multiplieirn wir mit dem communicanten, khumbt 
112, vnd 43 112 pleiben, so wir subtrahirn 3 7 von 33 567, vnd ist 
recht. Volget von den incommensurabilibus longitudine das funfft capitel. 


1) Eucrioes II, 7: Si linea in duas partes dividatur, quod fit ex ductu totius 
in se ipsam, cum eo, quod ex ductu alterius partis in se ipsam, equum est eis, 
que ex ductu totius linee in eandem partem bis et ex ductu alterius partis in se ipsam. 
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Capitulum quwintum de subtractione Radieum numerorum irrationalium 
incommensurabilium longitudine. 

Eorum vero, quorum rationamentum longitudinis non est, ipsi quidem 
nequaquam in adaucla proportione resident, sed ut prius irradicabilibus 
numeris plurinomicis et habitudinibus negativorum vel privativorum consti- 
tuuntur. Et horum etiam causas, propter quid, geometricis demonstrationibus 
anneximus.!) | 132 

Hie cleret ALGEBRAS die zaln, welche do seind in longitudine incom- 
mensurabiles, vnd saget von jren subtractionibus, welcher text laut zum 
deutschen also: 

Der zalen, welcher do ist kheine Mensur der duction, vnd 
dieselbigen seind mit nichte in der proportion der similen 
ductionen, sondern sie werden vmbschrieben mit vngeradicirten 
zalen der manignamig zalen mitsampt den habitudinen der Nega- 
tion vnd priuation, vnd der aller haben wir vrsach gesatzt vnd 
geometrischer demonstration anhangen. 

Von wegen des textes, wie vormals gethan, einen schrifftlichen sin zu 
geben, vnd nachdem die quadratische duction die erste ist, so. wollen wir 
dauon setzen. Als ich will abzihen 5 von 
/ 12. So nemen wir vor ein quadrat (Fig. 22) 
des lenge ab ist / 12, von dem so gezogen 
wirdt 55, restat ak. Wir nemen fur, als in 
der Addition, septimam secundi Geometrie: Was 
do wirdt aus ab in sich gefurt mit samt dem 
kb in sich, das sei gleich dem, das do khumbt 
aus ad in kb zwir vnd aus ak in sich gefurt. 
Nun ist ad der quadrat |12 2 vnd gd der qua- 


drat |5,, das zusamen ist 17, vnd souil soll 


auch sein kd vnd hd vnd ag. Nun seind hd 
/ |60, das zwir aus septima geometrie ist 
J4 |240. So wir das von 17, herabzihen, so pleibet |17 — /240 » das 


ist der quadrat ag, vnd „., 17 — 7240, ist ak. Also sprechen wir | de- 132° 

monstratiue, so wir subtrahirn 5 von 3 12, restat ,., 117 — 240 N des 

quadrats, der was ak in longitudine, vnd also werden die irradicabiles 
1) Für die Subtraktion allgemeiner Wurzeln wird die ähnliche Formel ent- 


wickelt wie für die Addition. Das Beispiel für die Quadratwurzel ist dabei 
folgendes: 


2 — 5 = Ja |? — f20, das heisst Vi? — V5 = V17 — y2%0. 
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numeri mit den habitudinen geschrieben —, das ist mit der Negation, als 
in der addition ist geformirt mit der affirmation, vnd ist in der ersten 
ducetion mit binomischen zaln, das ist mit zwiefach genomigen. 

Nun wollen wir dich berichten mit den cubicen, welche mit trinomi- 
schen zaln vmbeschrieben werden. Sam also, wir setzen zu subtrahirn ef 
von 5 von Sc. 7. Solchs dich zu berichten khonnen wir nicht bescheiden, 
wir setzen dann eine rationalische zal oder exempel more irrationalium zu 
subtrahirn, vnd wie wir jn dem procedirn more irrationalium, also wollen 
wir in den irrational zaln in longitudine auch operirt haben. Als wir 
setzen wollen abzuzihen fc, 8 von fe. 125 in rationalibus, thun wir also: 
der cubus ab (Fig. 23) ist 125, vnd das solidum ke ist 20, welche do 


wirdt ex septima secundi geometriae aus gb in ab. Wann gb ist 2 vnd 
ab ist 5, vnd 2 mal 5 ist 10 vnd 2 mal 10 ist 20, oder khumbt aus gb 
133 | in sich gefurt, das ist 4, in ab, als 5, macht 20. Also addirn wir ex 
septima secundi Geometriae 125 vnd das solidum 20, werden 145. Solchen 
ziehen wir ab ex septima secundi duplum solidi, das do wird aus ab in gb, 
wann ab ist 5, vnd gb ist 2 vnd 5 mal 2 ist 10, vad 5 mal 10 ist 50, 
vnd das zwir ist 100, oder khumbt ab in sich gefurt, das ist 25 in gb, 
das ist 2, macht 50, das zwir ist 100. Das zihen wir ab von 145, 
restat 45, das ist das solidum, das do wirdt vom quadrat ak in ab. Also 
thailen wir 45 in ab, ist 5, khomen 9, das ist das quadrat ak, cuius radix 
quadrata 3, vnd also sagen wir, so ich subtrahire fe 8 von Jfe{, 125, so 
pleibt Sc, 27, das ist 3. Solches more irrationalium zu setzen in vnsere 
133’ andere figur des eubics (Fig. 24), | wir nemen dn den gantzen cubic 125 
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vnd nemen in, das ist 20, vnd addirn das, ist 145, wann 20 wirdt zwir 
genomen mit den andern cireumseriptibilien. Nun der gantz cubic ist aller- 
wegen jn der potentz rationalis, dj 20 finden wir more irrationabilium. 
Also wir cubiren 8, wird 512, vnd /Secl, von 512 ist /c von 8. Das mul- 
tiplieirn wir in sich, faeit /eef, 262144, vnd das ist quadratum von Jef 8. 
Das multiplieir in eubum de cubo von 125. Multiplicir 125 cubice, facit 
1953125, vnd /ecf, von dem ist 5. Das multiplieir in feef, 262144, faeit 
51200001000, vnd /fecf, von dem ist das andere circumscriptibile. Also 
haben wir 145 + /ecl, 51200001000. Dauon sollen wir subtrahirn duplum 
solidi, so do wirdt aus ab in gb; finden wir, so wir das quadrat ab, das 
was 25, in cd furen, das was 2, vnd solchs zwir setzen wir more irratio- 
nalium. Also wir cubirn | 125, faeit 1953125, vnd /cef, von dem ist 5, 134 
das multiplieimm wir jn sich, faeit feel 3794705265625, vnand das ist 
quadratum von 5. Das multiplieir in 2, als wir gesagt haben, hierumb 
in ccf, von 2, ist 512. Multiplieir die gantze zal oder die gemelte, facit 
19428896000000, vnd JSeef, ist 50, das ist in Das solidum sol noch 
einmal genomen werden fn, darumb multiplicir 512 jn das negste product, 
khumbt 9847592191521000000, vnd /ecf, von dem ist 100, also sagen 
wir more irrationabilium, das 


1145 + /ecl, 51200001000 — ccf, 194288966 000000, 


das ist hf solidum altitudinis ho, welchs, so es gethailt wirdt in ad, restat 
quadratum Af, des radix ist ht, das was 3. Also dergleichen in irratio- 
nalibus vnd andern ductionibus. Nun volget hernach die multiplication. 


Capitulum sextum de multiplicatione radieum numerorum irrationabilium tam 
communicantium quam incommensurabilium longitudine. 


Radicum numerorum irrabionalium multiplicatio aequalis radiei numeri 
unius in alterum, cum fuerit ductionum similium. Et si diversarum sint 
denominationum ad eadem et in idem genus reducentur, captiatque wunus 
alterius denominationem. Quod si exinde unus in alium ducatur, radix unius 
radieis alterius duchionis multiplicationem radieum propositorum mumerorum 
ostendit. | *) 134° 

Nachdem ALGEBRAS genugsame meinung zu vorstehen gibt der Addition 
vnd subtraetion, sagt er hie von den zaln jrer radicum multiplicationis, vnd 
laut zum teutschen also: 


1) Hier wird allgemein die Multiplikation der Wurzeln gelehrt. Die ge- 
brauchten Formeln sind in neuerer Bezeichnung: 


Va:VYv=Vab; Va: Vb= Varı“. 
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Die multrplication der radicum der jrrationalischen zaln 
ist dem radici gleieh der multiplication einer zal irrationalisch 
in die andere irrationalisch gefurt, so sie einer duction seind. 
So sie aber vngieicher benenung sein, so sollen sie zuuor jn eine 
benenung vnd jn ein form redacirt werden, als ein jtzliche 
irrationalische zal sol der andern denomination an sich nemen 
vnd darnach, so eine wird in die ander gemultiplieirt, so beweist 
radıx des radieis der andern duction die multiplication der ra- 
dieum der furgelegter zaln. 

Von solchen text schrifftlichen sin einzufuren, nemen wir vor zum 
ersten zu multiplieirn, die do seind similes, das ist, das sie einer benenung 
seind. Sagt der text, es sey gleich, so dj zalen mit einander gemultiplieirt 
vnd radix vom product, als so man ein radix mit dem andern multiplieirt. 
Das ostendirn wir also: 54 zu multiplieirn mit / 9: sprich, 4 mal 9 
machtt 36, vnd ‚4% von 36 macht 6, vnd ist gleich, so ich multiplieir / 4, 
das ist 2, mit /3 9, das ist 3, khumbt auch 6, vnd also in den surdenn. 

135 Als so wir wolten multiplieirn 45 mit /57.| Wir sprechen 5 mal 7 
ist 35, vnd / 35 ist die multiplieation, defsgleichen in allen duetionibus. 
Als ich sprechenn: /ef, von 2 mit /c, von 7 macht /cf, von 14. Vnd so 
ist es jn allen, die do seind in longitudine incommensurabiles oder nicht, 
vnd das wollen wir kurtzlich den ersten thail des text distinguirt haben. 
Sagt der text furter: so sie aber vngleicher benenung seind. Als wir setzen 
zu multiplieirn 44 mit fc, 27, sagt der text, das ein jede rationalische 
zal soll nemen der andern benenung. Als wir cubieirn 4, facit 64, vnd 
sollen quadriren 27, facit 729. Nun multiplieirn wir eine mit der andern, 
faeit 46656. Also so wir nemen daruon /3, khumbt 216 vnd /cl, dauon, 
ist 6, beweist die multiplication. Hierumb spricht der text: radix unius 
radieis alterius ductionis ete. Nun mugen wir auch sagen, /cf, von 46656 
ist 36, vnd .% von 36 ist 6, das beweist die frage. Also mogen wir auch 
setzen jn andern ductionibus der zalen, sie seind rationales oder nicht. Als 
ich wolt setzen, wir wollen multiplieirn / von 5 mit /ef, von 3, thun wir 
jme wie vor, vnd cubieirn 5, wirdt 125; wir quadrirn 3, khomen 9, ge- 
multiplieirt mit 125 wirdt 1125, vnd / eubica von der quadrata radix ist 
die multiplieation, vnd defsgleichen in andern ductionibus. Sam ich will 

135’ multiplieirn fc von 2 mit 35 | von 3. Wir eubieirn 3, facit 27, vnad 
quadriren die quadrat von 2, facit 16, vnd multiplieirn 27 mit 16, faeit 
432, vnd /c, der /3 beweist die frage oder radix quadrata de quadrato 
des cubice radieis, vnd also jn andern multiplicationibus. Mogen wir bej 
dem text einfuren heraus nemen. Als wir sprechen: ich will multiplicirn 
342 mit 4/3. Wir redueirn 3 radices in die denomination des 5 faeit 9; 
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sprich: 2 mal 9 ist 18, vnd / von 18 seind 3 radiees von 2. Wir 
cubieirn 4, facit 64; das multiplieirn wir mit 3, faeit 192, vnd Sc, von 
192 seind 4 radices eubi von 3; vnd seind in proposito 3456, vnd radix 
cubica des quadraten radix, oder radix quadrata des cubieen radieis ist 
bewisen vorgelegte multiplication, vnd defsgleichen in andern ductionibus. 
Solchs zu ostendirn, propter quid das sey, das radix der multiplication eins 
radieis jn den andern sey gleich der radix der Multiplikation einer irratio- 
nalen in die andern, das wollen wir geometrice ostendirn. Wir multiplieirn 
45 mit 52, vod sagen / 10 sei die multiplication. So wir ac (Fig. 25) 
multiplieirn in be, wirdt dh supplementum 
oder kb, also ist der eins ein superficies, 
hierumb so ein radix in den andern wird ge- 
multiplieirt, macht er numerum superficialem, 
darumb radix von 10 | ist die superficies dh 
oder cg. Hierumb ist zu vormercken, so ein 
irrationalische zal in die ander gemultiplieirt 
ist, das dieselbige produeirt medialem, von wel- 
cher radix ist die superficies jrer radicum, so 
sie miteinander werden gemultiplicirt, vnd seind 


allwegen genandt mediales potentionales, vnd 
hierumb ist 45 von 10 gleich, das ist die 
superficien dh, deme, so 55 vnd % von 2 mit einander gemultiplicirt. 
Solche zal seind auch alle wege mediales, wann sie seind in potentia all- 
wegen irrationales, als wir jm ersten capittel genugsam von dem gesagt 
haben. Das wollen wir nachuolgendt sagen von der diuision der surden, 
sie seind in longitudine commensurabiles oder nicht. 


Capitulum septimum de diwisione radicum numerorum irrationalium tam 
communicantium quam incommensurabilium longitudine. 


Omnium radieum numerorum irrationalium diuisio aeqwalis radiei quo- 
lientis unius diwisi per alium, cum sint similis duetionis propositi. Quod si 
diuersi, quemadmodum dieimus, ad idem genus reducantur. Quod si unus 
per alium committabur, radix quotientis unius radieis alterius ductionis diuisionem 
explamat. | *) 136° 

Hie saget ALGgEBRAS von der diuision der radicum numerorum irratio- 
nalium, vnd laut der text zum teutschen also: 


1) Division der allgemeinen Wurzeln nach den Formeln: 
nm Kr 


7 WOHER VORER = a n m m 
ya:yb = 7 ya: y = © 
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Die thailunge der radicum jrrationalischer zal wirdt gleich 
dem radici des quotienten, der do ist, so ein zal irrationalium 
wirdt gethailt durch die ander, so sie anderst sein einer gleichen 
duetion die vorgelegten zal. So sie aber einer vngleichen be- 
nenung seind, als wir vormals auch gesagt haben, so sollen sie 
in einer benenung gereducirt werden, vnd allsdann, so einer durch 
den andern gethailt wirdt, radix des quotienten von dem radice 
der andern duction beweist dj theilunge. 

Von dem text einzufuren wie vor eine schrifltliche meinung, so nemen 
wir vor zu thailen /3 von 81 durch / von 9. So thailen wir 81 durch 9, 
facit 9, vad radix vom quotienten 9, als 3, beweist die diuision, vnd also 
„sagen wir, so wir thailen / von 81 in /5 9, khomen 3, vnd also ist radix 
des quotienten gleich dem, so ein radix vorgelegter zaln mit dem andern 
gethailt wirdt. Vnd also ist es auch jn jrrationalibus. Sam also, wir 
setzen wollen: /3 von 136 durch /34; wir thailen 136 mit 4, faeit 34, 
vnd 34 ist die thailung, vnd bey dem mögen wir einfuren zu disem vnd 

137 vordern capittel, das allewege sollen sein gleiche duetion, | als der text 
sagt. Als wir wollen setzen 53 128 zu thailen mit 4 oder zu multiplieirn, 
so mufsen wir 4 auch mit der duetion benenen, das ist /4 16 vnd thailen 
/5 128 durch /4 16, khomen 8, vnd / von 8 beweist die thailung, als wir 
dann weiter werden sehen. Ich will thailen 24 mit fd, 5; also mussen 
wir 24 cubieirn, khumbt 13824, das thailen wir mit 5, faeit 2764$, vnd 
/ef, von dem beweist die diuision, vnd dergleichen mögen wir auch setzen 
jm quadrato de quadrato. Wir wollen diuidirn ‚33 von 128 durch 3 4. 
Wir thailen, khumen 32, vnd 33 32 beweist dj frage. So sie aber weren 
von vngleichen benenungen, als ich wollte thailen 4 von 64 durch ff, 
von 8, so sollen sie, als wir vorgesagt haben, jn eine benenunge redueirt 
werden. Also wir ceubieirn 64, wirdt 262144, vnd quadrirn 8, khumen 64; 
wir diuidirn eins jn das ander, khomen 4096, vnd /cf, des quadraten radieis 
von 4096 beweist die thailunge, oder /} der eubie radicem von gemelter zalen, 
vnd hierumb sagt der text, radix des quotienten der einen duction des radieis 
der andern duction beweist die frage. Wann /e, von 4096 ist 16, dauon 
/ ist 4. Also ich thaile / von 64, ist 8, mit; /ef, von 8, ist 2, khumbt 4, 
vnd ist recht. Oder radix quadrata von 4096 ist 64, dauon ist el 4, vnd 
khumbt wie vor, vnd also wollen wir dich auch in surdis gewisen haben. 
Als ich spreche, /d, von 10 durch 452; also cubieir 2, wirdt 8, vnd 

137’ quadrir 10, wirdt 100, | thaile eins in das ander, khumen 124, vnd /d, 
des quadraten radicem oder /4 des ceubic radicem von gemelter zal beweist 
die thailung. Vnd also mugen wir erfarn, ob man spreche 3.43 zu 
diuidirn mit 2/cf, 2. Also benennen wir 3 radices, das werden 9 in gleicher 
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duction von 3, vnd sprechen, 3 mal 9 ist 27. Also benennen wir 2 radices 
cubice, werden 8 in gleicher duction von 2, vnd sprechen 2 mal 8 ist 16, 
Also sein /ef, 16 2/cl, von 2. Nun thailen wir / von 27 mit ef, von 16, 
also seind wir in vnserm proposito wie vor, vnd mussen gleicher massen 
halten in andern duetionibus, das sie also alle gespaltne radices . jn ein 
gebracht werden, vnd darnach nach dem text jn den propositum zu machen, 
das wollen wir dich geometrice demonstrin (Fig. 26). Wir haben, das 
gemultiplieirt ist 32 in / 32, die medie / 64 
produeirt; also so aus 5 32 in 52 khumbt 
/ 64 des radix superfieien ist kf, also so ich 
thaile / 64 mit 52, khumbt 432, das ist ac 
in longitudine, als es vor was. Also mogen wir 
elicirn, das do die thailunge thailet numeros 
potentionales, also der diuisor, latus correlatiuum 
ist der quotienten, mit welchen der quotient 


multiplicative producirt den superficien, also 


Jz 32 
welcher superficies, so er durch sein latus cor- ö ee 
ig. 26. 


relatiuum gethailt wirdt, | khumbt das ander, 188 
vnd deshalb sagen wir, das die diuision vnd multiplication seind seine 
correlativa.. Multiplicatio hat sich ut potentia, diuisio ut longitudo, der 
quotient ut latus relatiuum, welche longitudo vnd latus relatiuum machen 
die gesprochen multiplieation. 


Capitulum octavum de duplicatione radieum numerorum irrationalium tam 
communicantium quam incommensurabilium longiludine. 


Omnium radieum numerorum propositorum duplatio, triplatio, val qua- 
druplatio est, gquemadmodum numerorum propositorum quadruplatio, nonuplatio 
vel sedecuplatio, ut semper nomine ductionis, qua versantur, vocenlur. Radix 
exinde vocabuli propositum ostendit.‘) 

Hie eruolget ALGEBRAS seine funffte spetien der jrrationalischen zaln, 
welcher text laut zum teutschen also: 

Aller radicum duplatio, triplatio oder quadruplatio ist 
gleich der vorgelegten zaln quadruplatio, nonucuplatio oder sede- 
cuplatio, also das allewege die zalen werden genent in potentia, 


1) Hier werden die Regeln entwickelt: 
Rt Rn 
vVYa = Vb"a; 
Beispiele nur für b=2,3,4 und » = 2 und 3. Schon in dem vorigen Kapitel 


war dieselbe Regel in allgemeinerer Fassung angegeben. 
Curtze, Urkunden. 38 
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von welchen geduplicirt sollen werden radices der zaln vor- 
138’ geleget. Vnd radix also der duetion gemes beweist die frage. | 
Sam also, zu duplirn / von 36, so wissen wir, das radix quadrata 

von 36 ist 6, vnd zwir 6 ist 12. So sprechen wir, das 36 quadruplieirt 
ist 144, vnd /3 von 144 ist 12, vnd dergleichen in surdis. Wir wollen duplirn 
/c, 8, wir benennen die duplatio der duction gemes, wirdt 8, wann duplatio 

in eubieis ist octuplatio, do sie was jn dem quadrat quadruplatio, vnd also 

8 mal 8 ist 64, vnd el, von 64 ist 4, der geduplirt radıx eubica von 8. 
So wir aber solten duplieirn 33 von 81, also musten wir nemen sedecuplatio, 
wann 2 dem vocabulo gemes gefurt ist 16. Nun ist 81 quadratum de 
quadrato vnd 16 quadratum de quadrato von 2. Wann also 16 mal 81 
ist 1296, vod /3 von 1296 ist 6, vnd das ist auch geduplicirt /33 von 81, 
der do was 3, vnd also dergleichen jn surdis. Wir wollen duplirn /4 von 
12. Also sagt eer text: ut semper nomine ductionis, qua versantur, vocentur. 
Darumb ist die duction quadrata, darumb 2 auch geduplieirt wirdt quadru- 
platio. Also 2 mal 2 ist 4, vnd 4 mal 12 ist 48, vnd 48 ist der ge- 
duplirte / von 12, vnd also in andern ductionibus. Defsgleichen in der 
triplieatio. Im quadrat so ist es nonecuplatio, wann, als wir sprechen, wir 
wolten triplieirn /3 von 4, also denominirn wir triplatio wird nonecuplatio. 
139 Wann 3-mal 3 ist 9, vnd 4 mal 9 ist 36, vnd /4 36 ist 6. | Also sagen 
wir, das 6 ist triplum radieis von 4, vnd desgleichen auch jn surdis. Als 
wir wollen triplirn /e, von 5, also multiplieirn wir 5 in 27, facit 135, 
vnd /ef, von 135 ist die getriplieirte /cf, von 5, vnd also ist es auch in 
quadratis de quadrato. Als wir setzen, ich will duplirn 3 von 7. Also 
quatratum de quadrato von 2 ist 16, das multiplieirn wir in 7, faeit 112, 
dauon /3 ist die duplation, vnd also halt dich 
in den andern ductionibus. Solchs dich geo- 
metriece zu ostendiren, mogen wir sagen, das dir 
solchs genugsam jn der multiplieation bericht ist 
worden, wann mit 2 geduplieirt ist mit 2 ge- 
multiplieirt, vnd mit 3 getriplieirt ist mit 3 ge- 
multiplieirt, als wir jn der figur haben gesatzt, 
das kf, das supplement (Fig. 27), das ist 3 |35, 
der medialis, welchs radix ist die superficies. 80 


wir nun wollen in eine summa bringen die zwei 
supplementa kf vnd cg, vnd nachdem sie gleich 
sind, so duplirn wir £& 35 dermassen, wir multiplieirn das mit 2, dermas 
die multiplication saget, wir multiplieirn nicht 35 an sich, sondern den 
radicem hierin, dieweil also ‚35 potentia ist vnd superficialis, so mus 
139 gleich mit gleich multiplieirt werden. Wir machen 2 auch ad potentiam 
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der furgelegten duction, khumbt 4. Also multiplieirn wir 35 mit 4, 
khomen 140, vnd / von 140 seind die supplementa, vnd hierumb ist diser 
numerus in potentia irrationalis. Sprechen wir, das geduplirt jm quadraten 
sey mit dem quaternario gequadruplieirt, vnd in cubo mit dem octonario 
geduplieirt, das ist die vorgelegt zal geoctuplieirt. Also das allewege der 
duplandus, triplandus, quadruplandus etc. an sich neme das vocabulum der 
vorgelegten zalen des radix, der do soll geduplieirt werden, getriplicirt 
oder gequadruplieirt werden, vnd also mugen wir sprechen gleichmessig jn 
der vngleichen benennungen. Also wir wollen duplirn 2, von 5. Wir 
eubieirn 2, werden 8, vnd 5 mal 8 macht 40, vnd el, von 40 seind 2, 
von 5. Nun sollen wir 40 duplirn, so haben sie jre benenung vom cubie, 
darumb so wir /c, von 40 sollen mit 2 multiplicirn, vnd 2 vnbenent sein, 
hierumb benennen wir 2 a cubo, khumbt 8, vnd das multiplieirn wir jn 40, 
khumbt 320, wnd Se, von 320, das seind geduplieirt 2ef, 5, vnd also der- 
gleichen in andern vnglicher benennunge, die wir also von kurtz wegen 
abschneiden, vnd wollen sagen von der Mediation, das ist die opposita 
speties diser beschriebenen. Vnd also | haben wir genuglich aufsgedruckt, 140 
souil vns der duplatio not ist zu den surden. 


Capitulum nonum de mediatione radicum numerorum irrationalium tam 
communicantium quam incommensurabilium longitudine. 


Mediatio vero, vel terliatio, sive quaternatio radicum numerorum pro- 
positorum est, quemadmodum numerorum propositorum per  ductionis 
vocabulum divisio. Radix huwius quotientis propositae ductionis quaesitum 
divulget.‘) 

Hie eruolget AuseBras seine letzte spetiem der irrationalischen zaln, 
welche do ist die mediation, ein anfang der diuision, als do duplatio ist 
der multiplieation, wann die cleinste merung wirdt mit 2, vnd die cleinste 
thailung mit 2, vnd laut der text zum teutschen also: 

Die Mediation oder tertiation oder quaternation der radicum 
furgelegter zaln, ist gleich als die vorgelegten zaln durch das 
vocabulum der duction gemes gethailt wirdt. Vnd radix des 
quotienten furgelegter duction eroffnet die frage. 

Als wir clerlich wollen berichten, wir wollen medirn / 64, so wissen 


1) Die hier entwickelte Regel ist in moderner Bezeichnung 


Maya 
"Yo: 


wieder für b=2,3,4 und n = 2 und 3. 
387 
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140’ wir, das vocabulum ist /3, hierumb so mussen wir gleich dueirn 2, so wir | 


sprechen 2 mal 2 ist 4, also 54 ist gleich in der duction 64. Hierumb 
thailen wir 64 in 4, khomen 16, vnd radix dauon, als 4, bericht die frage, 
vnd also ist es auch in der ternation, das wir allewegen similia similibus 
sollen opponirn. Als ich wolt tertioniren 3 von 7, so für der duction 
gemes die 3, wirdt 9, damit thail 7, facit #, vnd /4 bericht die frag, vnd 
defsgleichen jn andern ductionibus. Als wir setzten, wir wollen quarternirn 
/cf, von 920. Wir nemen den prineipen, das ist den fursten der quater- 
nation, ist 4, furen den der duction gemes, wird 64; damit thailen wir 920, 
steet ©, 
Vnd ob aber kheme einem jtzlichen, der do lesendt were, zweifel, das 


vnd /ef, ist die quaternation. 


sich solchs nicht finden soltt ete, wollen wir in nachuolgendem capitel be- 
weysen von jtzlichen speties besonder, wie man die radices der surden 
extrahirn solt, damitt ein jtzlicher vorstehen mag, was wir hervorgesagtt 
haben vnd durch alle speties demonstrirt. Also mogen wir auch wie vor 
pey dem text einfuren, so die benennung vngleich were. Als ich wollte 
medirn 3 ./c{, 5, so thun wir jme wie vormals. Wir redueirn die 3 radices 


141 in einem radicem. Also | nachdem 3 kheine benente quantitet ist, so be- 


141 


nennen wir sie der duction gemes, khumen 27, vnd multiplieirn 27 mit 5, 
khumen 135, seind 3 radices cubice von 5. Solche 135 thailen wir mit 
dem prineipi der mediation der duction gemes, seind 8, khumen 165, vnd 
radix cubica von disem beweist gemedirte 3 radices cubice von 5, vnd ist 
recht. Und alle natur, die die diuision hat, die hat auch die mediation, 
vnd doch auch mit vnterschid.. Wann die diuision thailet numeros poten- 
tionales mit dem divisori ad longitudinem, wann der quotient allwegen ist 
das latus relativum des diuisoris, welcher, so er wider jn den quotienten 
gemultiplicirt wirdt, gebirt den vorigen numerum superficialem. Aber die 

mediation die halbirt die potentionalische zal 
d vnd longitudines (Fig. 28), wann wir sprechen 
in die vorigen demonstrationes geometrice, das 
h die zwei supplement dk vnd cg seind zusamen 
/} |40, welche also in potentia seind. So sie 
wider gemedirt werden, khumbt wider 4 |10 wie 
vor, vnd pleibt in potentia, das ist in der 
division nicht. Also, wollen wir solchs wie vor 
jn der duplation demonstrirt haben, vnd also 
streckt sich die duplation vnd | Mediation ad 
potentiam vnd longitudinem, wiewol sich die 


diuision in numeris auch dahin zeuchett, das wir auch mugen longitudinem 
thailen, wir sind das aber hieher nicht gebrauchent, sondern wir nemen 
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ein zal gewenlich vnd thailen die, das ist in potentia, vnd der divisor latus 
relatiuum des quotienten, vnd die multiplication nemen wir producirt aus 
zweien numeris linearibus, welche, so die mit einander werden gemultipli- 
eirt, producirn einen superficien. Aber die duplation vnd mediation hat 
ALGEBRAS gesatzt, darumb das sie sich strecken, als wir sie hie gebrauchen 
ad utrumque, das ist ad numeros potentionales vnd longitudines. Aber 
die additiones vnd subtractiones haben wir demonstrirt, wann wir mogen 
addirn radices oder subtrahirn der potentz oder longitudinem, Als wir 
dann in binomiis sagen werdenn, vnd wollen also vnsere speties hie haben 
beschlossen, die wir alle sembtlich zu probirn durch die numeros mutuatos 
fürnemen werden, damit ein jtzlicher muge sprechen vnd erkennen, das der 
numerus surdus ad instans, das ist in den letzten quadranten oder scherpf 
nicht moge quadrirt werden, vnd solche demonstration wollen wir in den 
binomiis einfuren, vnd sagen, jn welcher weise er | vngequadrirt pleiben 142 
mus, vnd warumb es vnmuglich ist, surdum zu quadrirn, wiewol etzliche 
vornemen den surdum zu quadrirn durch wege der fraction radieis, sagen 
wir vnd noch kunfftig demonstrirt wirdet, das dj nicht zu hertzen nemen, 
das vnser vorfarn so grosse muhe gehabt haben jn den Binomiis vnd andern 
surden, vnnd so es muglich were, es auch demonstrirt hetten. Sag ich 
commentator, wo das muglich were, das der diameter commensurabilis 
costae, vnd do gar vnbillich wurde gesprochen bey den philosophis aus, so 
werden wir sunderlich hernach setzen von den Binomiis. | 


Capitulum decimum de propinquitate radieum numerorum irrationalium 
exstirpandarum numero mutuato, 


Radicum exstirpalionem numerorum irrationalium penitus ab arte reliquit 
nalura; ea vero propinquitate quadam, qua praediximus, numero mutuato 
rationali, quod cum diserimine demonstrare licet. Quoniam quidem in sim- 
plicem, quadratum vero eius in denominationem si ducatur quantitatem propin- 
quitatem quaesitae radieis. Radix huius de tanto propinqwius ostendit, de 
quanto maior numerus millenarius mutwabitur. Sic reliquarum ductionum 
proponitur notitia propinquitatis radieum. | *) 142’ 


t) Die Fassung des lateinischen Textes giebt die Anweisung, zunächst 
rt 


Rn __ 1% nr 
aus Ya die neue Aufgabe - zu bilden, und aus der neuen Zahl die Wurzel, 


so weit es in Ganzen möglich ist, auszuziehen. Der deutsche Bearbeiter benutzt 
als solche Hilfszahl stets 1000 oder überhaupt eine Potenz von 10, so dass er 
also Decimalbrüche erhält. Er zeigt die Art der Benutzung an Beispielen, die 
er bei den einzelnen Rechnungsarten früher gefunden hat, 
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Hie eruolget Argesras die extraction der numerorum surdorum, vnd 
wie man hie radices soll extrahirn mit dem numero mutuato, das ist mit 
einer gelehenten zal, welcher text zum teutschen laut also: 

Die extrahirung des radicis der irrationalischen zaln hat 
die kunst der natur gantz vorlassen, das ist vnmuglich zu finden, 
aber von dem wir gesagt haben zu demonstrin sollen mit einer 
nahenden weis mit einer entlehnten zal, welche so sie in jr gleich 
gefurt wirdt, das ist die vnbenenth jn die vnbenenthe, vnd der 
quadrat derselbigen jn die benenthe, von welcher zal also radix 
die nahent vnd propinquitet des gesuchten radix beweist. Also 
ist naher, souil grosser ist die entlehente zal genomen mit den 
limiten der millenaren, also wirdt gefunden die propinquitet des 
radieis der andern duction, die wir gesatzt haben. 

Von solehem text einen schrifftlichen sin einzufuren durch alle speties, 
vnd wie wir den text vorstehen sollen, gibt der text anzeigung der andern 
duction, das ist der quadratischen, vnd desgleichen jn andern, vnnd kurtz- 
lich zu treffen zu der materien, heben wir an, als in andern Capiteln ge- 

143 satzt ist. | 


Additio radieum numerorum irrationalium commumicantium longitudine. 


Wir addirn 38 zu A418, soll machen geaddirt / 50. Das mochte 
einer dubitirn oder zweifeln, so wollen wir mutuiren millenarium, das ist 
1000, wollen den nach dem text quadrirn, wirdt 1000000. So wir nun 
haben zwo benente quantiteten 38 18, so multiplieirn wir der jtz- 
lichen eine in das quadratum, das ist in 1000000, khomen mit 8 jn 
numeris 8000000, vnd von solchen sollen wir extrahirn radicem ad propin- 
quum, facit 2828 millesimas. Also so wir eine grossere zal hetten mutuirt, 
so were das residuum, so vber ist bliben, noch subtiliter resoluirt, vnd also 
fort, vnd dennoch khombt es nicht ad verum quadratum. Wir multiplieirn 
desgleichen 18 jn die zal, extrahirn, khomen 4242, die addirn wir zu 2828, 
wird 7070, vnd die zwey residua mogen vielleicht vnam millesimam machen. 
Wir extrahirn 3 50, multiplieirn auch in die zal 1000000, extrahirn, soll 
radix bringen 7070 oder auf das negst 7071, dann ytzlicher extraction ist 
blieben ein gros Residuum. Wir mogen den radix noch subtiliter suchen, 
so wir den Millenarium noch grosser mutuiren, zugleich jn eubieis vnd 
andern ductionibus, doch khomen wir nimer ad ultimum quadratum oder 
scherpf.*) 


1) Verfasser hat früher gefunden v3 + V18 = V50. Um das zu prüfen 
sucht er, mit Hilfe der Zahl 1000, Y8 = #$$$ und Yıs = #442 nebst jedesmal 
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Additio radieum numerorum irrationalium incommensurabilium longitudine. | 143’ 


Wir haben gesatzt jn vnserm dritten Capittel der incommensurabilium, 
das 35 + 43 geaddirt seindt es 8 + /60,,.') Das wollen wir durch 
mutuatum probirn. Wir suchen, was do seind vor 435 vnd / 3, multiplieirn 
ytzliches jn 1000000, wie vor, vnd extrahirn, finden wir jn millesimis vor 
5 2236 vnd residuum |304, das schreiben wir ad proprinquitatem also, 
wir duplieirn radicem, wird 4412, addirn vnitatem, wird 4473, das setzen 
wir vor den nenner. Also sprechen wir, der negste radix von 5 sei in 
millesimis 22362%%. Zugleich den andern von 3, khomen 173248. Solchs 
addirn wir ad propinguum jn den millesimen, khumen 3968, vnd so wir 
die fractionen solen zusamenbringen, thun sie kheinen gantzen Millesimam. 
Nun haben wir 8, ein vnbenenthe quantitet, darumb multiplicirn wir, als 
der text sagt, 8 darein jn den mutuatum simplicem, werden 8000, vnd in 
60 multiplieirn wir quadratum, wann sie benant ist, vnd suchen radicem 
in gleicher form wie vor, khumbt 7745 vnd residuum 14975. vnd steet 
also 77451°°° zusamen facit 15745, vnd die fract macht beileuffig einen 
Millesimam vnd doch nicht gar. Nun saget der erste quadrat /es, darumb 
multiplieirn wir 15746 in den mutuatum 1000 vnd extrahirn radicem, 
khumbt | 3968, die obgemelten Millesimen, vnd ist rechtt. Warumb wir 144 
aber 15746 jn 1000 multiplicirn, dann dj millesimi seind nicht benent 
sondern allein von der gantzen quantitet. Vnd also mogen wir die andern 
ductiones auch probirn. 


Subtractio radieum numerorum irrabionalium communicantium longitudine.?) 
Wir haben gesatzt in der subtraetion, das do restat 43 32, so ich 
subtrahire /33 5 von .33 405, so sehen wir an zum ersten die duction. Wir 


einem Bruchtheil eines Tausendstel. Beides addiert giebt also nahezu 7444. 
y50 ist aber ebenfalls nahezu 7,071, also die Rechnung richtig ausgeführt. Noch 
genauer würde man die Wurzeln finden, wenn man eine noch höhere Potenz 
von 10 genommen hätte, ohne aber jemals zum vollen Werthe derselben zu 
gelangen, 2 

1) Das Beispiel Y5 + Y3 = Y8 -+ Y60 findet er so als richtig. Y5 ist in 
obiger Weise gesucht = 2236,3%4 Tausendstel, wo der Bruch nach der Formel 
vVatbwat+ gefunden ist. Ebenso ist Y3 = 17324/;%, Tausendstel, 
das ist mit Y5 zusammen gleich 3968 Tausendstel, wobei die Bruchtheile noch 
kein ganzes Tausendstel ergeben. Ferner ist Y60 = 774544975 Tausendstel, dazu 
8 Ganze —= 8000 Tausendstel, giebt 15745, oder des Bruches halber nahezu 
15746 Tausendstel. Daraus die Wurzel, nachdem nochmals mit 1000 vervielfacht 
ist, giebt wie oben 3,968. 

2) Hier verzichten wir, ebenso wie in den folgenden Beispielen, auf eine 
Wiedergabe in moderner Bezeichnung. 


600 IV. Die Algebra des Initius Algebras 


nemen quadratum de quadrato von 1000, faeit 1000000000000, vnd in 
solche quantitet multiplieirn wir 5, extrahirn radicem, khumbt nach der 
duction gesatzt von dem 33 1499 millesimae. Wir multiplieirn auch 405 
in die zal, extrahirn, khumen 4486. Von dem zihen wir ab 1499, bleiben 
2987. Souil sollen auch khomen von /33 32. So thun wir, wie gemelt, 
khumbt auch 2987, ist rechtt. Desgleichen operirn wir von den numeris, 
die do seind incommensurabiles longitudine. 


Subtractio radieum numerorum incommensurabilum longitudine. 


Als wir gesatzt haben jn der subtraetion, so wir subtrahirn /3 5 von 

/ 12, restat /cs 117 — /240,, also thun wir wie vor, vnd multiplieirn jn 
144’ quadratum 1000, | das ist in 1000000, den /5, werden 5000000, vnd 
/ von dem ist 223655, millesime; vnd gleicherweis suchen wir von 12, 
khomen in den mutuaten 34645, millesime vff das negste. Wir subtrahirn 
von einander, pleiben 1228, die Bruche lassen wir faren, dann sie bringen 
khein jrrunge, angesehen, je grosser man den numerum mutuirt, je grosser 
der residuum wird, vnd weniger an seiner bedeutung ist. Vnd also khomen 
vom quadrat in potentia auch souil fes |17 — [240 R So nun 17 ist vn- 


benennt, das multipliern wir jn 1000, khomen 17000. Nun suchen wir 
/ von 240. Also nach dem sie ist benent, so multiplieirn wir sie in das 
quadrat 1000000, khumbt 240000000, vnd / ist 1549135329. Das subtrahirn 
wir von 17000, als die negation des surden quadrat weist, bleiben 1509, 
die Bruch lassen wir stehen, als du vormals gehort hast. Sagt der quadrat 
/es, also multiplieirn wir 1509 millesime, nachdem sie vnbenent sein, allein 
was sie von der gantzen quantitet sein, jn 1000, khumbt 1509000, vnd 
radix von dem khumbt 1228, vnd ist rechtt. Also mogen wir sprechen, 
das gemelter quadrat surd in seiner potentz der war restat ist. Vnd der- 
gleichen magstu nemen experientiam jn andern ductionibus durch numerum 
145 mutuatum. | 


Multiplicatio radicum numerorum tam communicantium quam 
incommensurabilium Tlongitudine. 


Wir haben gesatzt in der multiplieation zu multiplieirm 45 mit A 7, 
vnd solte bringen /335. Das probirn wir, bringen 5 ad numerum mutuatum, 
khomen 2236, defsgleich 7, khumbt jn millesimis 2645%%, vnd solche 
millesime multiplieirn wir mit einander, faeit mit den Bruchen gemultiplieirt 
vnd wider gantz aufgehoben, als man in den Bruchen multiplicirt, 5916097, 
das Residuum lassen wir faren, vnd so wir mit 1000 aufheben, khomen 


5916, das residuum lassen wir faren. Vnd so wir / von 35 extrahirn, 
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finden wir auch souil, vnd desgleichen magstu jn andern ductionibus alle 
surden radicen probirn, die wir weiter zu extrahirn jn der multiplication 
vormeiden von kurtz wegen, vnd wollen sagen von der division. 


Divisio radieum numerorum irrationalium tam communicantium, quam 
incommensurabilium longitudine. 

So wir thailen 3136 mit 54, khumbt jm quotienten 34, das 
sollen wir auch ad propinquitatem ostendirn. Wir suchen /3 136, inmassen 
vormals gethan, khumbt 11661533; | wir suchen /4 von 4, ist 2000; Wir 145’ 
multiplieirn 11661 in den radicem 1000, Khumbt 11661000, vnd so wir 
das dividirn durch 2000, khomen 5830; das residuum lassen wir faren, 
vnd souil soll khumen, so wir extrahirn von 34 radicem, vnd khumbt 
gleich 5830, das residuum lassen wir bleiben, vnd also magstu propin- 
quitatem noch neher finden, so du einen grossen numerum nimbst vnd 
den mutuirst. Vnd wie du dich also jm quadrat hellst, also magstu gleich- 
messig in andern ductionibus thun. 


Duplatio radieum numerorum tam communicanlium quam incommensurabilium 
longitudine. 

Also mogen wir sagen, das wir gesatzt haben zu duplirn 512, vnd 
seind khomen /} 48. Das sollen wir demonstriren durch numerum mu- 
tuatum. Haben wir vormals zu vorstehen geben, das do duplatio sich 
gleichmessig heltt in den multiplicationibus. Wir suchen / 12 aus ge- 
meltem mutuato 1000, vnd multiplieirn 12 in seine quadraten, darumb sie 
eine benente quantitet ist, khumen pro radice 3464,%; vnd so wir solche 
millesime duplirn, khomen 6928, vond souil khomen auch von 4 48, vnd 
ist recht. Wir mogen solchs auch nach der multiplication vorfurn. Also 
wir wollen multiplieirn /12 mit 2. Also denominirn wir 2, wirdt 4, vnd 146 
multiplieirn 3 4 mit / 12, khumbt | 448. Wir suchen auch 44 durch 
das mutuatum, finden 2000, das multiplieirn wir in die millesime von 12, 
werden 6928000, vnd solches dividirn wir mit 1000, facit 6928, khumbt 
wie vor, vnd ist recht. 


Mediatio radieum numerorum irrationalium tam communicantium quam 
incommensurabilium longitudine. 

Wir haben anfengklich vormeldung gethun von der Mediation der 
surden vnd gesatzt zu tertionirn / von 7. Wir suchen / von 7 durch 
numerum mutuatum, das ist 1000000, khumbt ‚4 7 in millesimis 264555 
vnd 4 von den millesimen ist 8813 ad propinguum, vnd souil soll auch 
machen /} 5, als. wir im Anfang gesatzt haben. Wann 7 ist 2645, das 
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multiplieirn wir in 1000, khumbt 2645000, vnd thailen das mit 59 in 
millesimis, der do seind 3000, vnd khumbt wie oben 8813, vnd desgleichen 
in andern duactionibus, mogen wir vns halten nach dem form der oben 
vermelten diuision; wann die mediation ist ein thailunge durch den minsten 
diuisor, als do ist duplatio eine multiplication durch den cleinsten mul- 
tiplicatorem, vnd also wollen wir haben jnserirt um vorgesatzte speties vnd 

146’ wollen also weiter melden von der extrahirung. Solln wir mercken drey 
namhafftige | stuckh. Zum ersten, wie man per numerum mutuatum khan 
erkhennen, welche zal irrationalis sey oder nichtt; zum andern wollen wir 
sagen, wie man vif das subtilest ein yede fract schreiben soll der residua 
so in den zaln vberpleiben der duction; vnd zum letzten wollen wir geben 
Anzaigung, jn welcher gestalt vnser vorfarn vnd maiores jn manigfaltige 
wege gebraucht haben die propinquitet der surden vnd numerum mutuatum, 
als sonderlich, so wir gebrauchen der Astronomie der sinuum vnd andern 
tabellen, als wir im andern tractat sagen werden, der Areen, das ist von 
den Commensuren (Continentzen) der Zirckel vnd ander superficien. Vnd 
zum ersten, wie wir sollen erkhennen durch den mutuatum numerum, ob 
ein zal rationalisch sey, wollen wir setzen ein mercklich beyspil. 

Primus punctus annexus.‘) Ich hab gefunden in einer furgab, das do 
ist valor cosse /} von 121. Wolte ich gern wissen, was do radix were, 
vnd ob er kheinen rationalen hette, das man nichts dester weniger mochte 
wissen, was /} von 121 were an schilling in goldt, das do eine gemeine 
rechnung ist in allen andern; vnd ob er schon radicem hett, das wir dann 
noch nichts desterweniger in der operatien abgienge. Also multiplicim wir 
wie vor in quadratum von 20, machen 400; das mit 121 gemultiplieirt 

147 facit | 48400. Also extrahirn wir radicem, finden wir 220, vnd gehet auf. 
Also sprechen wir, das sie hat einen rationalen radiceem ex secunda parte 
secundae noni geometriae sagende, so ein quadrat ein zal multiplicirt, 
welche also vfigehet, so mus also dieselbige Zal sein gewesen ein quadrat. 
So wir suchen den radicem finden wir 220 schilling in goldt, vnd darumb 
ist es aufgangen, sagen wir, nachdem 20 ist gewesen der mutuant, also 
heben wir auf 220 schilling in goldt durch die mutuanten, khomen 11. 
Sagen wir, das / von 2121 ist 11; vnd also magstu uff! yede operation 
operirn, als in cubicen, quadraten de quadratis vnd andern ductionibus. 


1) Hier sagt der Verfasser, man solle eine Zahl, von der man nicht weiss, 
ob sie ein Quadrat ist, mit einem Quadrate multiplicieren, dann aus dem Pro- 
dukte die Wurzel ziehen, geht dann die Wurzel auf, so ist auch die ursprüng- 
lich gegebene Zahl ein (Quadrat gewesen, nach Evsumes IX, 2: Si vero ex ducthw 
tetragoni in numerum aliquem tetragonus producatur, illum numerum aliquem esse 
tetragonum. 
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Secundus punctus annexus.!) Zum andern wollen wir einpilden, wie 
man aus rechtem grunde die negste propinquitet schreiben soll der surden 
fraction. Wollen solchs erstlich in quadrato erclern. Sam also, wir extra- 
hirn durch den mutuatum numerum 1000, finden wir in den millesimen f 
von 3 1732, vnd das residuum ist 176. Also duplirn wir 1732 vnd 
addirn vnitatem, wirdt 3465, das schreiben wir vor den nenner also 17323. 
Vnd ist die vrsache, nachdem alle zalen zwischen allen quadraten surden 
sind, vnd alle quadrat distiren durch die impares, die wir nennen gnomones, 
also sagen wir, das zwischen dem quadrat von 1732, der do ist 299824, 
vnd dem quadrat | von 1733, der einer vnitet mehr ist, darin das vber- 147 
pleibende residuum partieipirt 3003289. So wir sie von einander ziehen, 
pleiben 3465. der vorgemeldet nenner, jn welcher distantz die fract auf 
das negste proportionirt. Wann, so jme der zeler gleich were dem nenner, 
so erreicht es den negsten quadrat einer vnitet mehr, vnd also ist es 
allwegen, der radıx geduplirt vnd einer vnitet mehr die distantz des negsten 
quadraten, wann der quadrat wechst mit zweien supplementen, die do seind 
der geduplirte radix erstlich, vnd mit dem gnomone, welche also eircum- 
scriptibilia thun ein imparem, wann alle zal geduplirt gerad oder vngerad 
mit zugebung der vnitet erwechst vngerade. Haben also genugsam vom 
quadraten gesagt, vnd defsgleichen in andern ductionibus. So khunen wir 
die fract nicht neher schreyben, dann durch die distantz der negsten zweien 
potentionalischen zaln vorgelegter duetion werde gesatzt vor den nenner des 
Residui. Doch haben wir erkhennen geben vom cubic, als wir wolten 
suchen den nechsten /cf, in mutuato 1000 von 2. Wir cubieirn 1000, 
khomen 1000000000, darin furen wir 2 vnd extrahirn, finden wir nach 
der propinquitet pro radix 1259. Nun fragen wir, wie wir sollen signiren 
die denomination des residui. Wir cubieirn 1259, | vnd was khumbt, be- 148 


1) Die hier gegebene Anweisung, eine angenäherte Wurzel beliebigen Grades 
aus einer Zahl zu erhalten, kommt auf die Formel hinaus, welche H. StaremünLer 
in der Festschrift zu Caxror’s siebzigstem Geburtstage bei JoHAnnes SCHEUBEL 
nachgewiesen hat, nämlich 

Ra — b 
FE Da he en SR a en eek st ag 
ve nahm +.. tn za+l 


Den Nenner nennt er die Distanz zwischen a” und (a + 1)”, sie ist ja auch die 


Differenz beider. Für n = 2 ist so Ya+b=a+ ri die schon den alten 
} en a re _ 0b a 
Griechen bekannte. Formel, für n = 3, Ya’ +b=a- 3 Lahr oder wie 

Verfasser es noch darstellt, = a + e u.8w. 


3a +) +1 
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halten wir vnd lassen den radix einer vnitet mehr sein, in welcher das 
residuum partieipirt, das ist 1260. Cubieirn den auch, vnd nehmen eins 
vom andern, vnd was pleibt, soll vor die denomination geschrieben werden 
des Bruchs, vnd also in allen ductionibus. Oder addir vnitatem zu dem 
radici, das ist 1260, solchs multiplieir mit dem extrahirten 1259, was 
khumbt, triplieire, vnd dem triplat gieb aber vnitatem, so khumbt die ob- 
gemelte distantz auch der zweier negsten cubic. 

Tertius punctus annenus,‘) Zum dritten wollen wir sagen, wie vnsere 
vorfarn solche mutuirung gebraucht haben. Khurtzlich der halbe zirkhel 
wer 1000 gethailt, vnd haben funden ein sin durch cordam vnd arcum; 
denselbigen zu extrahirn von 2000000: die frage, wieuil gradus der sinus 
habe in gemelten diametro. Also exstrahirn wir den radix, finden wir 1414 
millesime des gemelten sinus jn diametro gestreckt. Solche millesime heben 
wir auf durch den mutuanten 1000, khumbt 1, vnd ist 1 gradus, Rest 414. 
Das multiplicir in 60, khumen 24840, das thail auch mit dem mutuanten 
1000, khumen 24 minuten, vnd pleiben 840; das multiplicir wider mit 60, 
khumen 50400, vnd das dividir aber mit dem Mutuanten 1000, khumen 
50 secund, pleiben 400, Die multiplieir mit 60, khumen 24000, thaile mit 

148’ dem Mutuanten, khumen 24 tertz, geht gleich auf. Also sagen wir, | das 
gemelte sinus in diametro hat 1 gradum, 24 minuta, 50 secunden vnd 
24 tertz. Defsgleichen magstu suchen cordam et arcum per gradus in 
radieibus, vnd also magstu jn auch in die signa applieirn, das die erste 
vnitet ein gantz signum ist, die 404 resoluir mit 30, werden 12 gradus, 
restant 420, die resoluir in 60, vnd thaile allwegen mit dem mutuanten, 
khumen 25 minuten, pleiben 200, die resolvir mit 60, wie vor, khumen 
12 secunden, vnd gehet auch auf; vnd so du solche resoluten reducirst in die 
secunden vnd thailest jrer gemeinsamen denomination, so khumbt der erste 
radix 1414 wider. Vnd also wollen wir beschliessen vnd gesagt haben, 
souil vns in der gebra geburlich ist gewesen von dem mutuirn. 


1) Durch diesen dritten Anhang zeigt der Verfasser, weshalb man im Mittel- 
alter jene merkwürdige Umwandlung der decimal in der vorher gezeigten Weise 
gefundenen Wurzel in Sexagesimalbrüche vornahm. Es war bei allen astrono- 
mischen Rechnungen, für die es ja nur Tafeln in Sexagesimaltheilung gab, noth- 
wendig, die Resultate in derselben Form zu erhalten, wenn man solche Tafeln 
benutzen wollte. War also z.B. ein Sinus zu finden, der = Y2000000 sein sollte 
für den Halbmesser gleich 1000, so fand man durch Wurzelausziehung zunächst 
dafür 1,414. Den Decimalbruch verwandelte man dann durch Multiplikation 
mit 60 und Division durch 1000 in Minuten, den bleibenden Minutenbruch in ähn- 
licher Weise in Sekunden u.s. f. Man erhält so Y2 = 1 Grad 24’5024”, und 
konnte nun in der ebenso berechneten Sinustafel den Bogen finden, der dem 
Sinus zugehörte. 
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Capitulum undecimum de numeris irrationalibus potentia de eorumque 
perquirendis radieibus. 


Omnium ductionum irrabionalium perquirendas radices longitudine de- 
scripsimus.  KEaruwmgque vero, quarum potentiae irrationales sunt et medialis 
numeri partieipantes nalturam, similiter, ul dieimus, his digestis spetiebus 
numeri irrationalis expediuntur, solum interceptum est, quod ad radicem 

radicis devenitur ductionis propositae in longitudine. | ') 149 

Nachdem ALGesrAs declarirt hat die speties der numerorum irratio- 
nalium in longitudine, hie eruolget er sagende von den numeris irrationalibus, 
welche do seind potentia irrationales, vnd laut gemelter text zu vnserm 
teutschen also. 

Aller duction radices zu finden jn der lenge, das ist in 
longitudine, haben wir anzeigung vnd beschreybung gegeben. 
Aber von den, welche potentz irrationalis ist, vnd die natur 
haben der numerorum medialium, als wir jnn ersten capitel ge- 
sagt haben, werden vns aulsgerichtt durch vorgemelte speties, 
allein das aulsgenomen, das man khumbt zu den radicibus der 
radicum der duction, welche dann furgegeben ist, jnmassen dann 
die natur des medials gelert ist. 

Von disem text einzufuren, wollen wir dich berichtenn mit rationa- 
lischen Exempeln, vnd wollen sie also more irrationalium setzen, dabej 
abzunemen ist, wie es mit den surden soll gehalten werden, welche do 
khein mensur haben. Als wir setzen zu addirn zwen quadrat /j4, zu 79 ; 
Wir wissen, das die potentz der gemelten quadrat more irrationalium ge- 
satzt ist, der quadrat 5, vnd radix von 5 ist die longitudo. Also addirn 
wir durch vnsere vorgesatzte speties, finden wir, als der text sagt, / 25, 
vnd ist in potentia / 25,» vnd also radix radieis quadrati also figurirt 
f 25, vnd also steet in der longitudine, das ist 535, vnd desgleichen in 
andern | ductionen. Als ich will setzen in zwei proportionalische Cubie 149° 
518 og, vnd 5/27 eg; Wir wissen, das 8 ist der Cubie in potentia von jn 
zweyen, vnd also, so wir die cubie addirn nach vnsern vorgesatzten speciebus 
more surdorum, khumen Jes 35 + 54 + 36 £ vnd /ef, von dem ist der eubie 


1) Hier wird das früher Gesagte auf mediale Grössen ausgedehnt, also auf 
solche, die auch in der Potenz irrational sind, wie 5, und f 3 ,, sie geben 


natürlich als Resultat einer Addition Jes F 15 ’ + N, | 250 a das ist in un- 


serer Bezeichnung: 
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_T 98 7 96.06 


das ist /c(, 5, das ist additio, vnd desgleichen in andern ductionibus allein, 
das do khumbt / der furgelegten duetion der vorgesatzten spetien. Vnd 
solche zal partieipanten vnd haben die natur der zal medialis, dann als 
die zal medialis allwegen ist irrationalis vnd radix radieis desselbigen seind 
die supplementa, also seind die numeri potentionales surdi die quadraten aber 
cubi, welche der diameter thailet durch mittel entzwey, als vns cleret 
quarta secundi Geometrie. So wir aber wollen setzen den quadrat /]5 ; 


vnd den quadrat /j3 3 (Fig. 29), so wir sie nach den vorigen spetiebus 
addirn, khomen Jes/8 + / 60, vnd radix von dem ist die potentz vnd Jes 


das ist in longitudine. Vnd also haben dise numeri allein ein vnterschied, 
das sie durch radicem radicis khomen ad longitudinem, vnd solche zal 


b 
ss 416 


Fig. 29. 


werden wir viel haben in den binomiis vnd den 13 zaln irrationaln, als 
150 wir setzen werden mit sampt sonderlichen von dem numero | mediali. Vff 
das wir aber mogen khomen jn vorstandt der zaln, welche do potentia 
jrrationales seind, wollen wir setzen eine gemeine demonstration geometrie. 
Wir wollen addirn 55 zu 53. Also wir quadrirn „4 von 5, khumbt 
45, das ist der surd quadrat 1B,; wir quadrirn „3 von 3, khumbt 433, 
das ist der surd quadrat /|3 N Solche zwen quadraten surd mit sampt 
den zweien medialen zusamen geaddirt radix gantzer quantitet als 
Js a5 +53 + 250, , radix von diesem gantzen quadrat ist zusamen 
addirt 455 vnd 43, das ist in longitudine. So wir aber allein wollen 
addirn die zwei quadraten surden, als /|5 ; vnd /j3,, sagen wir, jnmassen 


in vnsern vorgesetzten spetiebus, do wir sie genomen haben in longitudine, 
do waren sie zusamen 8 T EL 60,. Also was vor jn longitudine ist ge- 
nomen, das ist hier potentia, dann A von 5 vnd / von 3 zusamen ge- 
addirt, sie sein potentionales oder in longitudine, so machen sie |8+ 3 60 R 
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Wir nemen diese quantitet vor einen quadrat, so ist /} von solcher gantzen 
quantitet die longitudo also gefigurirt: so wir sie | aber nemen /es, den 150’ 
quadrat vom quadrat in potentia, so ist es |8 + /60 ; die longitudo, defs- 
gleichen, so wir ansehen radicem von dem quadrat Jes 1535 +43 + 4250 ; 


in potentia, so ist radix radieis der gantzen quantitet die longitudo. Vnd 
hierumb wollen wir mit dem text beschliessen, das der protentionalischen 
surdischen zalenn addirung vnd der longitudinen surden ist ein form, defs- 
gleichen durch andere speties, Dann allein mit dem seind sie vnternomen 
vnd vnterschieden was vor radix radieis ist gewesen der potentz in longi- 
tudine das ist der radıx radieis. Vnd solchs magstu auch durch numerum 
mutuatum probirn, als wir dich vnterricht haben. Vnd wollen also hiemit 
beschliessen das dritt Buch Gebre vnd Almuchabole, vnd seind furter sagen 
im vierdten Buch von den potentionaliteten der rationaln sampt den jr- 
rationaln proportionaliteten vnd medieteten, welche also dienende zu den 
Binomien, von den wir jm funfiten sagen werden. 
Explicit tertius liber Algebrae. | 151 
Librum quartum in alio volumine invenies. Siquidem quintum., 


| Ziber quartus Asserrar Arabis de binomüs atque recisis, simul et omnium ser a 
. » . . . . [97 
irrationalium numerorum, quorum sunt bredecim, et primo Blatt 168 


Capitulum primum de divisione eorundem in genere.!) 
Binomiorum disserere normas simul et recisorum una cum mediali et 
decem comitum praemissorum ducum praescripsimus, quorum omnium tre- 
deeim quantitates irrationales spetie differentes in genere eontinuarum ad 
numerum contrahuntur. Haec in ter geminas partes dogmate antiquorum 
et maiorum nostrorum distinguuntur. 


1) Wie schon in der Einleitung gesagt ist, sollte dieses Fragment nicht als 
viertes, sondern als fünftes Buch bezeichnet sein, da nach dem Inhaltsverzeichnis 
des ganzen Werkes das vierte Buch von den Verhältnissen, Proportionen und 
Medieteten handeln sollte. Es ist sehr zu bedauern, dass der im Göttinger 
Manuskripte angezeigte zweite Band der Handschrift sich nicht ebenfalls gerettet 
hat. Das Fragment selbst giebt in etwas anderer Reihenfolge und abgekürzter 
Weise die Erklärungen Euxum’s im X, Buche seiner Geometrie von den 6 Bino- 
mien und 6 Apotomen, während die Erklärung der dreizehnten Irrationale und 
die weitere Behandlung derselben verloren sind. Ich habe das Fragment mit 
aufgenommen, trotzdem die Erklärung des deutschen Bearbeiters fehlt, um wenig- 
stens so weit als möglich über die Kenntnisse Rechenschaft zu geben, welche 
um die Mitte des XVI. Jahrhunderts in Deutschland in betreff der Arithmetik 
und Algebra bekannt waren. 
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Capitulum secundum de divisione bimembri in spetie binomorum et recisorum 
in sex normas. 

Primo nosce distinguere geminas partes binomiorum et recisorum vel 
residuorum. Aut namque maius nomen tanto amplius minori portioni potest, 
quantum est quadratum communicantis, aut sibi incommensurabilis in longi- 
tudine. Hae ter sumptae distinxerunt normas sex binomiorum simul et 

168’ recisorum eorundem. | 


Capitulum tertium de sex normis binomiorum et recisorum sen residuorum 
secundum distinchionem tergeminam. 

Tergeminae partes binomiorum et recisorum sunt: aut longior portio 
data rationali communicans et minor rationalis, siceque primum et quartum 
nominabitur; aut minus nomen rationali dato communicans et maius 
irrationale, sicque secundum et quintum vocabitur; aut neutri portionum 
eidem, sieque tertium et sextum appellabitur. 


Capitulum quartum de modo inveniendi binomia et residua secundum sex 
differentias eorum. 

Binomia atque recisa geminis partibus deseriptis invenienda constant. 

Cum duobus numeris proportionalibus eorum primaeva fundamenta similibus 

proportione quatuor numerorum redigentur, et si primus amplius possit 

secundo quadrato aliquo communicanti maiori, aut incommensurabili in 

169 Jongitudine, necesse est, quoque tertium | secundum illud esse posse quarto 

Palam itaque binomium atque recisum duobus numeris tantum potentia 
rationalibus constitui. 


Capitulum quintum de radieibus inveniendis tam binomiorum quam 

residuorum secundum sex differentias. 

Omnium binomiorum et recisorum radices investigemus, si maiorem 
portionem cuiuslibet in duas partes demetimur, quorum unius in alteram 
augmentum sit aequale quartae parti quadrati brevioris. Huius tunc radicem 
unius in alteram esse superficiem decem sequentium numeri medialis comi- 
tum distinguendam praemissorum ducum, quorum rationem geometricam 
subieecimus deseriptam. 


Capitulum sextum de duobus ducibus binomiorum et residuorum dieti 
binomium alque residuum absolutum. 
Maiorem quidem portionem binomii primi atque sui residui si in duas 
partes, quemadmodum diximus, metimur, duoque hi numeri iuneti binomium 
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absolutum | atque idem residuum sub specie et differentia binomiorum con- 169° 
stituunt. Ex hoc manifestum, binomium atque residuum absolutum duces 
geometrica ratione describendos subiecta esse necesse est. 


Capitulum septimum de primis comitibus binomiorum el residuorum dieti 
binomiale primum et residuum mediale primum, deque eorum proprietatibus 
et demonstrationibus geometricis. 

Secundi quidem atque sui residui sic eandem, ut diximus, binomii 
portionem permetimur, junctique hi numeri bimedium primum et residuum 
mediale primum comitem componunt sub differentia bimembri prima bino- 
miorum atque reeisorum descripta. Mediales quidem sunt et rationalem 
unius in alterum duplum superficialem nümerum continentes, quorum qua- 
drata sunt mediale pariter accepta et potentia communicantia. | 170 


Capitulum octavum de secundis comitibus binomiorum et recisorum dieti 
bimediale secundum et residuum mediale secundum, de eorumque proprieta- 
tibus et demonstrationibus geometriecis. 

Et tertii quidem eandem partitionem binomii maioris portionis discer- 
nimus, et bimedialem numerum secundum et residuum mediale secundum 
constituunt sub prima differentia bimembri binomiorum et recisorum inserta. 
Qui et mediale sunt et medialem superficiem eontinentes, quorum et qua- 
drata mediale pariter accepta et potentia tantum, ut prius, communicantia. 
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Aaron (der Bruder des Moses) 550, 552 

Abenragel siehe Hali 

Aesopus 461, 464 

Alexander der Grosse 449, 457 

Algebras, Initius Arabs, 435—609, 437, 
438, 440, 442, 444, 445, 449, 450, 454 
bis 457, 459, 461, 462, 464, 467—480, 
485, 486, 488, 490-—492, 494, 495, 497, 
554, 558, 561, 563—565, 567, 571, 572, 
574, 579, 581, 584, 587, 589, 591, 598, 
595, 598, 805, 607 

Algus i64 

Aliabras Indus 447, 449, 468, 490, 512, 
571—574 

Aliprandi, Bonifaccio, 340 

Aliprandi, Joseflo 340 

Die Alten 563, 564 

Anitius = Boetius 440 

Anna (Kurfürstin von Sachsen) 439 

An-Nairizi 443 

Antonio da Monte Olmi II 

Apollonius 466, 467 

Apuleius 449 

Araber 447, 467, 470, 545, 562—565, 
567—569 

Archidiaconus Parmensis II 

Archimedes 430-433, 449 

Arisius, Franciscus, 340 

Aristaeus 466, 467 

Aristoteles 450, 454, 455, 457 

August (Kurfürst von Sachsen) 439 

Avıcenna 470 

Avogario, Pietro Buono, III 


Bachet de Meziriac 447, 574 
Bianchini, Giovanni, Il 

Blasius 341 

Boetius 440, 466, 467 

Boncompa ni, Baldassarre, II, 339—341 
Brechtel, Alan, 439 

Buono, Pietro, siehe Avogario 


Cantor, Moritz, 439, 445, 461, 603 

Cardano, Geronimo, 445, 490, 540 

Cardinalis Sti Petri "siehe Cusa, Nico- 
laus de 

Cavitelli 341 

Chinesen 447 

Christus 447 

Cotta, Lazaro Agostino, 340 

Crelle, A. L., 554 

Cusa, Nicolaus de, II 


Diogenes Laertius 442, 450 
Diophantus 447 
Doppelmair, Joh. Gabriel, III 


Elias = Euklides 442, 443 

Euklides 386—389, 394—397, 439, 442, 
443, 447, 449, 453—460, 462, 465, 528, 
550, 566, 576, 585, 586, 602, 607 

Euklides von Megara 442, 449, 450 


Favaro, Antonio, 340 
Florentinus, Paulus, siehe Toscanelli 
F'riderieus, Frater, 447, b54 


Galenus 458, 459, 470 
Gauss, Carl Friedr., 447, 553 
Germomus, Johannes, siehe Regiomontan 


Hali Abenragel 461 

Halle, J., 339 

Heron von Alexandria 386 
Hippokrates 458, 459, 470 


Jacob (der Patriarch) 546, 547, 559, 560 
Inder 441, 449, 456, 458, 468, 545 
Johannes Germanus siehe Regiomontan 
Johannes de Linerüs 464 

Johannes de Sacrobosco siehe Sacrobosco 


Jordanus Nemorarius 386, 438 


Laertius siehe Diogenes Laertius 
Lamenus (der Arithmetist) 451, 457 
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Leonardo Cremonese 337—417, 339-343, Ratdolt, Erhardus, 453 


397, 402, 416, 417, 419 Regiomontan, Johannes, III, 447, 527, 554 
Leonardo Pisano 447, 554 Riecardi, Pietro, III 
Lew ben Gerson 438 
Linerüis, Johannes de, siehe Johannes Sacroboseo, Johannes de, 464 
Loria, Gino 362 . Salomon (der König) 461 
Lowitz, Georg Manitius. 432 Scheubel, Johann, 448, 603 


ia oe : ro Sitonis, Johannes de, 340 

—_ un siehe Leonardo Staigmüller, H., 448, 603 
“ > Nuun- T'sz 55 rn 

Maria (die Jungfrau) 340 a En 

Matthiessen, L., 554 


Mechanici 386, 387 Toscanelli, Paolo dal Pozzo, II 
Montius, Paulus, 340 

Morbio, Carlo, 340 Vida, Hieronymus, 341 

Moses (der Prophet) 550 Vigenzo, Zuan, 339, 417 


Muhamed (der Prophet) 441, 449 


Muhamed ben Müsa Alchwarizmi 441,449  y), Hing 553, 54 


Yles Geometra 435—609, 437, 438, 441 
a En 
Nemorarius, Jordanus, siehe Jordanus 190. 499, 545. 562566. 568, 570. 
Nikomachus 466, 467 u a 
Yles = Euklides 443 

Yliei 562—566 


Narducei, Enrico, 339 


Paulus Florentinus siehe Toscanelli 
Pazzoni, Alberto, 340 
Petrus Bonus siehe Avogario 


Platon 442, 450, 454, 455, 457 Zapff, G. W., 339 
Ptolemaeus, Claudius, 430, 431 Zitheus (der Sänger) 441 
Pythagoras 450, 451, 454, 457 Zuterich (der Koch) 464 
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Sachregister 
über Heft XII und XIH der Abhandlungen. 


(Die Zahlen bis 336 beziehen sich auf Heft XII dieser „Abhandlungen“, die spätern auf das 
vorliegende XII, Heft.) 


A 

Absolute Zahl 468 

Absehen (tavolete oder busi) 344—347, 
858, 359, 370, 871. Siehe auch Diopter 
Abstand zweier zu messenden Gegen- 
stünde 346-349, 352, 353, 358, 359, 
364—369, 374-377; des in- und um- 
geschriebenen Kreises eines Dreiecks 
332; des Mittelpunktes eines gleich- 
seitigen Dreiecks von einer Ecke 418, 419 
Accervatio = Addition 500 

Acht Gleichungsformen 445 

Achte Sphäre 264, 304 

Addition 500; allgemeiner Grössen 500 
—502, Beispiele 501, 502, Probe 502; 
allgemeiner Brüche 513—515, Beispiele 
513, 514; Probe 513, 514; von Drei- 
ecken 350, 351; von Wüurzelgrössen 578 
— 584, 594, 599, Beispiele 579, 580, 
582 — 584, 598, 599, geometrische Be- 
gründung 580, 582—584 

Aehnlichkeit der Dreiecke erklärt 24, 25 
Aequatio prima Algebrae 484—486, all- 
gemeine Lösung 485, Beispiele 485, 
486; secunda 486—488, allgemeine Lö- 
sung 487, Beispiele 487, 488; tertia 
488-—490, allgemeine Lösung 489, Bei- 
spiele 489, 490; quarta 490—492, all- 
gemeine Lösung 491, Beispiele 491, 
492; quinta 492, 493, 522, allgemeine 
Lösung 492, Beispiele 493, 522; sexta 
494, 495, allgemeine Lösung 494, Bei- 
spiele 494, 495, Missverständnis des 
Kommentators 495; septima 495-—-497, 
allgemeine Lösung 496, Beispiele 496, 
497, 520, 521; octava 497—499, allge- 
meine Lösung 497, Beispiel 498, 499 
Aequabio prima 454; secunda 456; tertia 
458; quarla 460; quinta 463; sexrta 465 
Aequationes compositae = unreine Glei- 
chungen 492, 497, 498 

Aequationes simplices—=reine Gleichungen 
492, 497, 498 

Aequator 212— 214, 228, 260, 264, 267, 
294, 295, 299, 308, 319 


Aequwinoktialkreis 193, 199, 295, 329 
Aequinoktium 299 

Affirmiren = mit dem Vorzeichen -} ver- 
sehen 504-506, 509 

Affirmirte Zahlen = positive Zahlen 499 

Affirmirung 480, 499, 500 

Albumazar de coniunctionibus magnis 305 
Aldebaran (der Stern) 265 

Algebra (das Wort) bei Regiomontan 
216, 236, 238, 253, 256, 335 

Algebra aus dem Arabischen ins Grie- 
chische, aus dem Griechischen ins La- 
teinische und aus dem Arabischen ins 
Indische übersetzt 449 

Algebras ein Mensch 437, 449 
Algorismus = Rechnungsregel 475 

Algorismus de additis et diminutis— Rech- 
nung mit positiven und negativen Zahlen 
499, 500 

Algorismus de datis (Jordani) 428; de 
fractis 464; de minutiis (Joh. de Lineriis) 
464 

Alhaceni Perspectiva 258 

Alhaioth (Stern) 265 

Alhidade 346, 347, 350-855, 374—377. 
Siehe auch Messlineal 

Aliabra und Alvoreth 449 

Alinuaram = Rhombus, Erklärung 14,15 
Alkoran Muhameds 449 

Almagest des Ptolemäus 236, 258, 265, 
304, 306; von Regiomontan waährschein- 
lich in der Uebersetzung Gerhards v. 
Cremona benutzt 194; er besass auch 
das griechische Original 194; Satz 12 
aus lib. I von Regiomontan benutzt 
194, 199, 243, 244, 255 

Almanach 327 

Almuchabola (= a — x) 455—456 
Almuncharif = Trapez. Erklürung 14,15 

Altimetrie 342, 343 

Angulus planus = ebener Winkel, Er- 
klärung 12,13; acutus = spitzer Winkel, 
Erklärung 12, 13; obtusus = stumpfer 
Winkel, Erklärung 12, 13; rectus = 
rechter Winkel, Erklärung 12, 13 
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Animodar (Astrologie) 330 
Antonius de Monte Ulmi de iudieiis na- 
tivitatum 306. 
Apolloniü Conica 304 
Aporismata = aequationes 540 
Arabische Aerzte 410 
Archimedes circuli dimensio 4; sendet dem 
Dositheus geometrische Aufgaben 293 
Area = Flächeninhalt 30, 31, 602 
Arisius, Cremona litterata excerpiert 
340, 341 
Aristoteles beweist vieles durch Mathe- 
matik 450 
Arithmetik 438; des Boetius 16-19, 466; 
schlechte Arithmetik = niedere Arith- 
metik 477 
Ars magna Cardans 445, 490, 540 
Ars metriea practica 340 
Ars - et census 216 
Ascendens 294, 295, 299, 302, 303, 309 
‚Assimulation — Reduzierung einer ge- 
fundenen Gleichung auf eine der Nor- 
malformen 519-—522, Beispiele 519 — 
521, Probe 521 
Astrolabium 342, 343, 346 —353, 358, 
359, 865867, 370, 371, 374, 375 
Astrologie 238, 240, 233—295, 300—302, 
305—308, 324, 325, 330 
Astrologische Häuser 294, 299, 302, 308 
Astronomie 195-204, 207-209, 212— 
231, 235, 237-239, 241-245, 254—257, 
259—278, 329— 331, 602 
Atazir (Astrologie) 295 
Aufgaben aus der Algebra 209, 216, 219, 
231—236, 238, 253, 254, 256, 259, 262, 
278—280, 291, 295, 296, 300, 317—319, 
332, 334; aus der Astronomie resp. 
sphärischen Trigonometrie 193 — 204, 
207209, 212—215, 219-231, 235, 237 
—240, 212-245, 24257, 260, 261, 
266— 278, 2A0— 283, 294, 295, 299— 
313, 316, 317, 319323, 329-381; aus 
der Distanzmessung 298; aus der Geo- 
metrie 339, 341; aus der Gesellschafts- 
rechnung 219, 236, 253, 334; aus der 
Goniometrie 262, 263; über Maxima 
333; aus der Optik 333, 335; aus der 
Musik 296, 334; aus der Planimetrie 
219, 235, 238, 245-251, 257, 262, 288 
—291, 296, 331-333; über das Quadrat 
34—41; über das Rechteck 42—49; über 
den Khombus 48—51; aus der Statik 
und Mechanik 297, 298, 332—335; über 
Trisection des Winkels 238, 258, 291; 
aus der Zinsessinsrechnung 219, 236, 
Aufgangspunkt eines Sternes 196 
Augment 469 
Ausgabe der Briefsammlung Regiomon- 
tans durch v. Murr unzuverlässig 189 
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Aux (aufsteigender Knoten) der Sonne 
264; eines Sternes 196. 
Asimuth 195, 213 


B 


Berechnung des Winkels eines sphäri- 
schen Dreiecks aus den Seiten 220— 
224, 266—272 
Dergmessung 366—369 
Bessarion zum Legaten in Venedig er- 
nannt 192; will Bianchini in Ferrara 
aufsuchen 192; giebt diese Absicht der 
Pest halber auf 193 
Betthimmel (colmengo) 362 
Beziehungen zwischen Savasorda und 
Leonardo von Pisa 6 
Bianchini hat Regiomontan eine Auf- 
gabe gestellt 192, 193; schreibt an Re- 
giomontan aus Fossanova Sti Gillüi 
21. Nov. 1463 205-209; schlechte 
Orthographie und Schrift desselben 204; 
dankt für den Brief R.’s mit der Lö- 
sung der gestellten Aufgabe 205; bittet, 
ihn Bessarion zu empfehlen 205; hat 
die von R. gestellten Aufgaben genau 
durchgearbeitet 205, und zwar nach 
seinen Canones tabularum de primo 
mobili, die er R, bekannt glaubt 205; 
entschuldigt die Verzögerung der Ant- 
wort durch seine und der Seinigen 
Krankheit 205, 206; hat zur Beobach- 
tung der Sterne ein Instrument er- 
funden 206; aus den beigelegten Rech- 
nungen vermittelst seiner Tafeln werde 
R. die Vortheile derselben einsehen 
206; giebt die Lösungen der von R. 
gestellten Aufgaben 206-208; bittet 
die schlechte Schrift zu entschuldigen, 
da er nie in eine Schule gegangen sei 
und alles sich selbst verdanke 208; 
giebt R. vier neue Aufgaben, zwei astro- 
nomische, zwei algebraische 209; er 
thue das, damit R. ihm wieder solche 
stelle; schreibt an BRegiomontan aus 
Ferrara 5. Febr. 1464 235—242; giebt 
die Antworten auf die von R. gestellten 
Aufgaben. 235-—-237; hält die erste für 
unlösbar, die zweite für falsch gestellt 
235; bei der dritten, den Inhalt eines 
Kreisvierecks aus den Seiten zu finden, 
giebt er seinen Zweifel kund 236; ebenso 
bei der vierten, eine in eine Kugel ein- 
geschriebene dreiseitige Pyramide be- 
treffend 236; die fünfte hat er nicht 
verstanden 236; von der sechsten, einer 
sen we giebt er richtige Lö- 
sung 236; er hat in seinem liber florum 
Almagesti die Aufgabe ganz allgemein 
behandelt 236; die siebente Aufgabe 
versteht er nicht 237; von der achten, 
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einem Restproblem, giebt er die beiden 
kleinsten Lösungen, da er weitere nicht 
aufsuchen will 237; stellt darauf R. 
seinerseits acht Aufgaben, zwei astro- 
nomische, drei algebraische, eine Zinses- 
zinsenaufgabe,eineWinkeldreitheilungs- 
und eine über Kreissegmente und Kreis- 
sektoren 237, 238; hat in der Jugend 
Algebra getrieben 238, ist aber vorzugs- 
weise der Astrologie ergeben, zu deren 
Sicherheit und Rechnungsabkürzung er 
eigene Tafeln berechnet hat 238, 239; 
speciell Multiplikationstabellen für 
Sexagesimalzahlen 239; die zweite von 
ihm R. gestellte Aufgabe habe dieser 
falsch aufgefasst 239; zeigt, dass ausser 
der von R. benutzten figura sectoris 
noch eine grosse Zahl anderer sich 
finden lassen 240; bittet um Abschrift 
von R.'s libri de triangulis 240; setzt 
auseinander, weshalb er die zweite Auf- 
gabe gestellt, und was sie zu bedeuten 
hat 240, 241; giebt, seine Berechnung 
der fraglichen Deklination 241 
Bibliothek des Kurfürst August v. Sachsen 
439, des Fürsten Boncompagni 339; 
von Dresden 439—441; von Frfurt (Am- 
ploniana) 190, 335, 336; zu Florenz 5; 
zu Göttingen 339, 437; des Grafen Iso- 
lani zu Bologna 5; des @. M. Lowitz 
438; des Cav. Carlo Morbio 340; zu 
Nürnberg 187,188; des @. W. Zapff 339 
Binomialkoeffizienten 446, 542 
Binomien und Recisen Euklids 216, 233, 
234, 439, 499, 500, 522, 607—609 
Bissursolidum 476, 477, 479; Zeichen 
desselben 477; eines Binoms 537; Bei- 
spiel dazu 538, 539 
Bleiloth 346—359, 370, 371, 374, 375 
Boncompagni’s Platone Tiburtino 6 
Bogen eines Kreises durch den Sinus 
bestimmt 194, 201, 202, 204 
v. Braunmühl, Vorlesungen über Ge- 
schichte der Trigonometrie 211, 212, 220 
Breite (geometr.) 342, 343 
Breite (geographische) 195, 197, 207, 
308, 331; von Erfurt 294, 299, 
330; von Ferrara 193, 196, 212, 224; 
von ‚Rom 294, 330; von Vene ig 195 
Breite (eines Sternes) 193 —196, 202, 
205—207, 213, 214, 219, 220, 235, 287 
— 242, 260, 262, 267, 281, 293, 294, 


319, 330 

Brief des Algebras an Yles 450—452 
Briefwechsel Regiomontans 187— 5336; 
Abdruck bei von Murr unvollständig 198 
Brüche 513—519 

Bruchrechnung 513—519 

Bruchstrich (virgula) 518 
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Brunnen 364, 365 

Brunnendurchmesser 864—367 

Brunnenöffnung 864-—367 

Brunnentiefe 364-—367 

Buch Alvoreth 449 

Buch de la cosa 449 

Buch der Coniecturation 449 

Buch der data des Aliabras Indus 572 
—574 

Buch von dem Dinge der unwissenden 
zal 449 

Buch de divisionibus Euklids & 

C 

Calcaneum = Würfel 162, 163 

Capeei (Maass) 416, 417 

Carasto (Schnellwaage) 297, 332 

Casus = Höhenabschnitt 50, 51; maior 
und minor 58, 59; punctus casus = Wuss- 
punkt der Höhe 50, 51 

Cathetus = Loth, Erklärung 12, 23 
Census 189, 216, 257, 280; Zeichen da- 
für bei Regiomontan 189, 232, 238, 
278, 279, 318, Siehe auch Zensus 
vensus de censu 257, 280, 335 

Centrum — Mittelpunkt, Erklärung 12, 18 
Cireuli! dimensio Archimeds 236 
Circulus = Kreis, Erklärung 12, 13 
Communes omnium  existimationes — 
Axiome 14—17 

Concentrische Planetenbahnen 218 
Conjecturationen 470, 476, 477, 488, 519, 
Continuum 452—454, 456 

Corda = Sehne, Erklärung 100, 101 
Corda und arcus 604 

Corpora 474, 476, 477 

Corporeitas 4716 

Cosa (Coss) = Gleichungsunbekannte 419, 
472,498, 512, Siehe auch Dingk,radin, res. 
Cossische Zeichen 445, 470, 471, 473— 
479; tabellarische Darstellung derselben 
474; bis zum zensicubus de cubo fort- 
gesetzt 508, dabei multiplikatives Prin- 
zip 508 

Cotangente 342, 345 

Cubellus 528 

Cubicensus = Zensicubus 479 

Cubus (Algebraisch) 257, 280, 335, 473 
— 475, 479; Zeichen dafür 475; Ent- 
stehung desselben 475; eines Binoms 
528; cubus und zensus können dieselbe 
Wurzel besitzen 475 

Cubus de censw (x?) 257, 280 

_ nn @) 257, 280 e 
ubus de Cubo (x®) 476, 478, 479; Zei- 
chen dafür Ara. Inoms- 541; 
Beispiel 541, 542 

Cylinder, Erklärung 160, 161; Volumen 
164, 165, 416, 417, 
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D 
Decrement 489 
Deklination der Sonne, grösste, nach Re- 
giomontan 193, 195, 207, 210, 215, 220, 
260, 261, 330; nach Albategnius 263; 
nach Alberti 264; nach Dianchini 224; 
nach Peurbach 263, 264; nach Thebith 
2638; nach Toscanelli- 264 
Deklination eines Sternes 193—195, 197 
—199, 207—209, 211, 213, 215, 220, 
228, 239— 241, 257, 260— 262, 282, 
283, 320 
Delisches Problem 442 
Denominatio = Nenner 513 
Detractio (Abziehung) = Subtraktion 
502, 503 
Dezimalbrüche 598-604 
Dezimalrechnung 239 
‚Diametrum (!) = Diagonale 30, 31 
Diametrum eirculi = Kreisdurchmesser, 
Erklärung 12, 13 
Diagonale des Quadrates, Berechnung 
aus der Seite 32—35; des KRechtecks, 
Berechnung aus den Seiten 42, 43 
Diapente (Musik) 296 
Differenz zwischen dem Kreise und dem 
umgeschriebenen Quadrat 388, 389; der 
Schattenpunkte 368, 359, 866—371 
Dingk = res 449, 451, 452, 461, 468— 
471, 476, 485, 496, 523. Siehe auch 
c08a, radız, res. 
Diophantische Anfgaben 1. Grades 189, 
447, 571—573; 2. Grades, ob durch 
Probieren gelöst oder nach wirklicher 
Methode? 189, 190 
Diophants Arithmetica von Regiomontan 
gefunden 256, 257, Ausgabe Bachets 447 
Diopter 350, 351. Siehe auch Absehen 
Directio (Astrologie) 294, 295 
Disquisitiones arilhmeticae von Gauss 
44T, 558 
Distanzmessung 298 
Division ganzer Funktionen nicht er- 
laubt 445, 510; eigenthümliche mehr- 
gliedriger Ausdrücke 510—512; allge- 
meiner Brüche 445, 518, 519, Beispiele 
518, Probe 519; von Weurzelgrössen 
591—593, 601, Beispiele 592, 601; geo- 
metrische Veranschaulichung 593 
Divisionsbeispiele bei Regiomontan 197, 
200—204, 221-230, 268—277, 281— 
291, 310—316, 319, 323; abgekürzte 
durch den Sinus totus 202 
Divisoren einer zusammengeseteten Zahl 
545—547; zur Bestimmung derselben 
braucht man die Rechnung erst mit 
der Quadratwurzel zu beginnen 545, 
546, 548 
Dodekaeder 297, 332, 333, 392, 393 
Doppelkegel, abgestumpfter, 172, 173 
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Dragma == Gleichungskonstante 463, 469 
—473, 485; Zeichen dafür 470, 473, 474; 
Apothekergewicht, kein Geldstück 470 

Dragma in Gold 470; in Silber 470; in 
Pfenniggewicht 470 

Dreieck (ebenes) 312, 333, 378, 8379; 
gleichschenkliges 382, 383; gleichseitiges 
382, 388, 418, 419, Bestimmung eines 
solchen, das zwei- oder dreimal so gross 
ist als die Summe seiner Seiten 428, 
429; rechtwinkliges 380, 381, nur gleich- 
schenklig oder ungleichseitig 68, 69; 
spitzwinkliges 380, 381; stumpfwinkliges 
380, 381, Kein nur gleichwinklig oder 
ungleichseitig sein 70, 71; wngleich- 
seitiges 382, 383 (siehe auch Triangolo 
ascalenon und Triangolo gradatum);, zu 
entscheiden, ob ein gegebenes Dreieck 
recht-, spitz- oder stumpfwinklig ist 
72, 73 

Dreieck (sphärisches) 196—204, 214, 220 
— 231, 240, 243, 256; Inhalt eines sol- 
chen 332 

Dreiecksformel der drei Brüder 7, 72— 
74, 386, 387; Beweis bei Leonardo von 
Pisa 74 

Dreieckshöhe 380, 381 

Dreiecksinhalt, allgemein 50—53, 380, 
381; des gleichseitigen 56, 57, aus der 
Höhe allein 54, 55; des gleichschenkli- 
gen 66, 67; des rechtwinkligen 66, 67; 
des rechtwinklig-gleichschenkligen 68, 69; 
des stumpfwinkligen 70, 71 

Durchmesser des einem Dreieck wumge- 
schriebenen Kreises zu finden 296 


E 
Ebene 370—373 
Ebenenmessung 346, 347, 360, 361, 370,371 
Ecke einer Figur 378, 379 
Ecke des Quadranten 352, 353, 370—373 
Eintheilung des liber embadorum 10, 11 
Ekliptik 193—195, 199, 210, 213, 219, 228, 
235, 237, 238, 240, 242, 244, 254, 255, 
257, 260, 261, 267, 272, 281, 283, 294, 
295, 308, 309, 319, 329, 330 
Ekliptikpol 199, 218, 214, 228, 243, 244, 
254, 255, 273, 299, 520 
Ellipse, Inhalt der, 108, 109 
Embadum = Flächeninhalt 108, 109 
Entfernung zweier irdischer Gegenstände 
verschwindend gegen die Entfernung 
der Sonne 356, 357 
Ephemeriden der Planeten 327 
Epitome in Cl. Ptolemaei magnam con- 
positionem Regiomontans 213 
equieris für gleichseitig 382, 383 
Erdschatten bei Mondfinsternissen 261,269 
Erfurt, geographischer Länge und Breite 
294, 299, 803, 330 
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Errores = doppelter falscher Ansatz 467, 
562, 568, Siehe auch falscher Ansatz, 
Itata, Regula falsi, Regula lancıs 

Euklides nicht Eigenname, sondern Titel 
des Werkes 442; Schüler des Yles 449, 
450, 456; mit Euklides von Megara 
verwechselt 442, 450 

Euklidausgabe Ratdolt-Campano 259, 
453, 456459, 462, 465, 566, 586, 602 


F 


Faden des Quadranten, an dem das Blei- 
loth hängt, 346, 347 

Falscher Ansatz, doppelter, 447, 545, 
562, 567—571; kann nur zur Lösung 
von Aufgaben benutzt werden, welche 
auf Gleichungen 1. Grades führen 562 
—564, 571. Siehe auch Errores, Itata, 
Regula falsi, Regula lancis 

Falscher Ansatz, einfacher, 447, 545, 
562, &63; kann nur zur Lösung solcher 
Aufgaben dienen, die auf Gleichungen 
1 Grades führen 562, 563, 565—567 

Fass 392, 393, 406—411; Konstruktion 
eines solchen einem gegebenen nach 
bekanntem Verhältnis ähnlich 410, 411 

Feldertheilung 130—159 

Ferrara 191, 193, 209, 212, 224, 242, 
280; geographische Breite 193, 224; 
geographische Länge 193, 296; dort 
herrscht die Pest 192 

Figura = Figur, Erklärung 12, 13; caput 
abscissa — Paralleltrapez 76—95; aeque 
caput abscissa T6—81; caput diversa 
82—87; abseissa declinans 90—95 ; semi- 
caput abseissa 88, 83; multilatera — 
Vieleck, Erklärung 12, 13; parte altera 
longior = Rechteck, Erklärung 14, 15; 
quadrangula == Viereck, Erklärung 12, 
— triangula = Dreieck, Erklärung 
2,2 

Figur ‚ geradlinige 378, 379; reguläre 
386, 387 

Figura sectoris 193, 197, 199, 202, 203, 
207, 212, 215, 229, 239, 240, 242—247, 
255, 256, 303, 310 

Finsternisse 239, 264, 265 

Fische (Sternbild) 207, 208, 308, 309, 330 

Fläche 342, 343, 378, 379; geradlinige 
378 379; gleichförmige 378,379; krumm- 
finige 378, 379; ungleichförmige 378, 379 

Flächendiagonale eines Körpers, Erklä- 
rung 162, 163; des Würfels 162, 163, 
412, 413 

Flächenelle, Erklärung 26, 27; sie ist 
Flächeneinheit 26, 27 

Flächenmass, Erklärung 26, 27 

Flächenmessung 378, 379 

Flächenstücke, schrägliegende oder ver- 
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tiefte sind bei Messungen auf die Hori- 
zontalebene zu reduzieren 122—125 
Flussbreite 374—377 
Foliierung der Blätter des Briefwechsels 
durch Regiomontan selbst bewirkt 206, 


Fossanova Sti Gillii 209, 212, 224 
Fragende radix — gesuchte Gleichungs- 
wurzel 494 

F'ünfeck 118, 119, 378, 379; Inhalt 120 
—123 

Fünfte Wurzel 533—585; Beispiel 533, 
534; arithmetischer Beweis 534, 535 
Fusspunkt 354, 355; des Bleilothes 358, 
359; der Dreieckshöhe 418, 419 


6 
Ganzer Ton (Musik) 296, 334 
Ganze Zahl 545 
Gangzahlige Auflösung unbestimmter 
Gleichungen 1. Grades 262, 571-578 
(rebärende Zahlen 471, 472 
Gebra = Dingk 4535 —455 
Gebra und Almuchabola 445, 449, 451 
— 455, 459468, 468 — 172, 474, 481, 
484—186, 488, 490, 492, 195, 499, 505, 
509, 510, 512, 540, 514, 564, B07 
Gedritter Schein (Astrologie) 308 
Geld 470 
(remeinsames Mauss, grösstes, 447, 550 
—552 
Geometrie Euklids 6, 18, 19, 36, 37, 62, 
244248, 253, 209, 328, 320, 386, 387, 
394, 395, d42, 444, 461—458, 456, 158, 
Geometrisch-algebraische Konstruktion 4, 
441 
Gerberti opera ed Bubnov 3, 4 
Gesellschaftsrechnung 219, 237, 253, 334 
Gesichtslinie 368, 369, 372, 373, 380.381 
Geschwängerte Zahlen — eossische Zahlen 
Gevierte Seiten = Quadratwurzel 487 
Gleichheitszeichen bei Regiomontan 189, 
Gleichungen 480 
Gleichungen L Grades 209, 216, 231, 
484—486 
Gleichungen 2. Grades, reine, 447, 481 
—483, 486-—488; unreine 209, 216, 232 
— 234, 237, 238, 253, 256, 278, 280, 
296, 300, 304, 317—319, 492-497; mit 
einer Hi fogrösse gelöst 234 
Gleichungen 2. Grades aus einer Drei- 
ecksaufgabe folgend 262, 331; Zusam- 
menhang derselben mit der Bestimmung 
von Corda 1° 262, 441, 445, 490, 540; 
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vielleicht den Arabern bekannt 445, 
540; reine 481, 490-492 
Gleichungen 4. Grades, reine, 481, 490 
—492 
(rleichungen höherer Grade 219, 236, 
256, 262, 280, 438, 484, 485, 497-499; 
weshalb dergleichen reine Gleichungen 
nicht gebraucht werden 491 
Gleichungen mit mehr als drei@liedern 438 
Gleichungen mit mehr als einer Wurzel 
438, 495 
Gleichungen mit negativen Wurzeln 439 
Gleichungen, unbestimmte, 1. u. 2. Gra- 
des 189, 262, 296, 304, 305, 334, 447, 
571—573 
Gleichungsansatz 519—521 
Gleichungsformen, sechs 444; acht 480; 
Darstellung in cossischen Zeichen 480 
—484; in moderner Bezeichnung 480 
Gleichungskonstante siehe Vigil und 
Wächter 
Gleichungslösung bei Regiomontan völlig 
modern 189 
Gnomon (Feldmesserisch) 342—345. Siehe 
auch Scala altimetriae 
Gnomon (Arithm.) 444, 459 —461, 525, 
526, 528, 531 
Gnomonik 331 
(Goldner Schniüt 297, 332 
Goniometrie 262, 263 
Grenze 378, 379 
Grundlagen der Geometrie schwankend 
328 
Grundlinie des gleichschenkligen Dreiecks 
aus Inhalt und Schenkel 58, 59; des 
spitzwinkligen Dreiecks aus der Höhe 
und beiden Seiten 64, 65 


H 

Halbierung, Drittelung u.s.w. von Wurzel- 
grössen 595 — 597, 601, 602, Beispiele 
596, 601, 602, geometrische Erläute- 
rung 596 
Halbkreis, 
100, 101 
Halbton, grosser, 296, 334; kleiner 296, 
334; wahrer 334 
Hemisphäre, östliche, 195 

Heronische Dreiecksformel 7, 72—T4, 
336, 387 

Hileg (Astrologie) 295 
Höhe des Dreiecks 235, 250, 380, 381; 
des gleichschenkligen 56, 57, 382, 383; 
des gleichseitigen 50—53, 382, 383, 418, 
419; des rechtwinkligen 68, 69, 380, 
381; des rechtwinklig - gleichschenkligen 
68, 69; des spitzwinkligen 382, 383; 
des stumpfwinkligen 68—7T1, 380, 381, 
418, 419; des ungleichseitigen 60, 61 
Höhe eines Berges 360, 361, 366-369 


Inhalt 100— 1083; Umfang 


[uri 


Höhe des Paralleltrapezes 76, 77, 82—85, 
88—95 

Höhe der Sonne 209, 212, 213, 224, 
260; eines Sternes 193, 195, 196, 208, 
209, 213, 215, 228, 230, 281, 260, 261 
Höhenabschnitte 58, 59; des spitzwinkligen 
Dreiecks 60, 61; auf andere Art 62, 63; 
des Parallelirapezes 16, 77, 82, 83, 
90, 91 

Höhenfusspunkt 50, 51, 58, 59, 418, 419 
Hoöhenlinie 350, 351 

Höhenmessung 346, 347 

Horizont 193, 195, 196, 207—209, 212, 
224, 227, 228, 230, 238, 257, 260, 261, 
280, 281, 294, 295, 297, 299, 303, 308, 
319, 330, 333, 342—345, 362, 363, 366 
— 369, 374-377 


1 


Jacob von Speier antwortet Regiomontan 
auf dessen Brief vom 15. Febr. 1465 
aus Urbino 6. Apr. 1465 299—302; ac- 
ceptiert die von R. vorgeschlagene Kor- 
respondenz 299; geht auf die Scherze 
R.s ein, sagt aber, dass er viele der 
Aufgaben R.’s zu lösen nicht im stande 
sei 299; giebt die Lösung der ersten 
Aufgabe 299; weitere Aufgaben erklärt 
er für falsch 299, 300; giebt zweimal 
vier Quadratzahlen an, mit quadrati- 
scher Summe 300; ebenso die richtige 
Lösung einer unbestimmten Gleichung 
1. Grades 300; die übrigen Aufgaben 
will er einem gewissen Lucianus über- 
geben 300; stellt dann vier astrologi- 
sche Aufgaben über das Leben und 
Leiden Jesus und über eine Konjunktion 
der drei oberen Planeten von 1425 
300, 301 

Ikosaeder 297, 832, 333, 392, 393 

Incommenswrabilis 550 

Indische Rechenkunst 441, 449, 456 — 
458, 468, 490, 545, 572—574 
Inhalt schrägliegender oder  vertiefter 
Flächenstücke 122, 123; von solchen 
auf runden Bergen 126—129; eines 
Kreisabschnittes 412, 413 

Instrument zur Bestimmung rechter Winkel 
176, 177; Inhaltsbestimmung von Drei- 
ecken und Vierecken mit ihm 176—183 

Instrument zum Messen unzugänglicher 
Höhen 122, 123; Höhenmessung damit 
126, 127; zur Höhenbestimmung von 
Sternen von Bianchini konstruiert 206 

irradicabilis 476, 477, 491 

irrationalis 477, 521—523, 574 
Italien 324 
Itata 447, 467, 562—571. Siehe auch 
Errores, falscher Ansatz, Regula falsi, 
Regula lancıs 
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Judieia (Astrologie) 264 

Jungfrau (Sternbild) 193, 195, 198, 201, 

Jupiter 264, 205, 304, 317, 330, aä1 

K 

Kante des Würfels aus der Körperdiago- 
nale berechnet 412, 413 

Kathete 381; zugleich Höhe des recht- 
winkligen Dreiecks 66, 67 

Kegel, Erklärung 160, 161; Oberfläche 
172, 178; Volumen 172, 173; einer 
körperlichen Ecke ein- und umgeschrie- 
bener 332 

Kegel, abgestumpfter 297, Erklärung 160, 
161; Volumen 172, 173 

Kegelinhalt 432, 453 

Keil 394, 395 

Kolur der Tag- und Nachtgleichen 213, 
Konjunktion der Planeten 295, 300, 301, 
Körper 160, 161; Eintheilung derselben 
160, 161; requlärer 392, 393; irregulärer 

Körperdiagonale, Erklärung 162, 163; 
des Würfels 162, 163, 410—413 

Körperelle 162, 163 

Körperinhalt 160-172 

Körperliche Ecke 332; derselben ein- 
und umgeschriebener Kegel 332 
Körperlichkeit 342, 343 

Körperzahl 476 

Krebs (Sternbild) 194, 213, 215, 259, 
320, 330 

Kreis 96—107, 219, 235, 388, 389; in 
ein Quadrat eingeschrieben 416, 417; 
Inhalt 96—98; Umfang 96, 97; Durch- 
messer aus dem Inhalt 98, 99; aus dem 
‚Umfang 98, 99; aus Sehne und Pfeil 
118, 119; gemeinsames Stück zweier Kreise 
257, 258, 283—291, 331 

Kreisabschnitt 100, 101, 257, 283, 287 
288, 290, 390, 391, 420-423; Bezeich- 
nung eines solchen 100; Inhalt des klei- 
nern Abschnitts 102—105; des grössern 
104—107; Inhalt von Figuren aus Kreis- 
abschnitten und Dreiecken zusammen- 
gesetzt 106, 107 

Kreisbogen 390, 391, 420—423; aus Sehne 
und Durchmesser zu finden 110—113; 
aus Sehne und Umfang 112—115. 

Kreisdurchmesser 388, 389, 416, 417, 420 

— 423; Berechnung desselben aus dem 
Kreisinhalt 98, 99, 427, 428 
Kreismöndchen 331; Erfüllung der Ebene 
durch sie 331 
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Kreisovale 381; Verhältnis desselben zu 
dem Möndchen 331 

Kreisquadratur 329, 602 

Kreissektor 257, 283—287, 289 

Kreisumfang 96, 97, 236, 245, 388, 389, 
416, 417 

Kreisviereck 219, 235, 236, 245 — 254, 
331; das Verhältnis der Diagonalen 
bekannt 248, 249; ebenso die Diago- 
nalen selbst 250; Durchmesser aus den 
Seiten zu finden 250 

Kubische Gleichungen, reine, 441, 445, 
488—490; unreine 490, 540; vielleicht 
schon den Arabern bekannt 445, &40 

Kubikwurzeln 236, 253, 256, 262, 280 
444, 415477, 489, 528530; Beispiel 
528, 529; geometrischer Beweis 529, 
530, arıthmetischer 529 

Kubikzahlen 296, 334 

Kugel 160-173, 219, 236, 297, 392, 393, 
412, 413; Erklärung 160, 161; Öber- 
äche 172, 173, 412, 418, 482, 433; 
Volumen 172, 173, 412, 413, 432, 433 

Kugelabschnitt 172—17T5, 297, 298, 412 
—415 

Kugeldurchmesser bestimmt aus dem In- 
halt 414, 415 

Kugelkappe (eireulus convexus) 174, 175, 
332 


Kugelkreise, kleine, 332; Neigungswinkel 
von solchen 332 

Kulminationspunkt eines Sternes 195, 
196, 196, 207, 208, 215, 239, 257, 261, 
262, 294, 305, 219 


L 

Länge (geometr.) 342, 343, 370, 371; 
geographische 207, 208; von Erfurt 
298; von Ferrara 193; von Rom 298; 
von Venedig 195; von Wien 196 
Länge eines Sternes 193, 196, 205, 261, 294 
Längenelle, Erklärung 26, 27 
Längenmessung 342, 343, 370—375 
Latera almugesem numeri — Seiten einer 
Körperzahl, Erklärung 18, 19; numeri 
superficialis — Seiten einer Flächenzahl, 
Erklärung 18, 19 

Latus cubigonicum = Kubikwurzel 485 
Latus tetragonicum = Quadratwurzel 486, 
492 

Lehrsätze des 2. Buches Euklids 20—23; 
von zwei sich scheidenden Sehnen eines 
Kreises 22--23; über Gleichflächigkeit 
und das Verhältnis von Parallelogram- 
men von gleicher Grundlinie oder glei- 
cher Höhe 24, 25 

Leonardo’s von Pisa practica geome- 
triae 5 

Liber florum Almagesti Bianchinis 206, 
236, 237, 239-241 
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Liber de ponderibus des Jordanus er- 
wähnt 387 

Liber trium fratrum als Quelle Leonardo's 
von Pisa 8 

Libri de triangulis Regiomontans 219, 
220, 240, 243, 251, 256, 3083, 304 
Libri, Histoire des sciences mathöm. en 
Italie 3, 4 

Limites numerorum 543 

Linea = Linie, Erklärung 10, 11; reeta 
— gerade Linie, Erklärung 10, 11; 
lineae subalternae = Parallellinien, Er- 
klärung 14, 15 

Linea bipartita = zweigespaltene Linie 
450454, 456-462, 465 

Linea tripartita« = dreigespaltene Linie 
450—458, 462, 463, 465 

Linie, gerade, 378, 379; krumme 378, 379 

Löwe (Sternbild) 195, 207—209, 212, 
213, 228, 241, 260, 261, 295, 299, 308, 
308, 312, 313, 330 


M 


Macht = Potenz 472, 523 

Mangelhafte Zahlen 447, 560-—562 
Mansor = dreiseitiges Prisma, Erklärung 
164, 165 

Mars 264, 265, 
330, 331 
Mathematik von discere abgeleitet 326 
Maximalaufgaben 190, 833, 430, 431 
Mechanik 386, 387 

Mediale 444, 574 

Meridian 193, 195, 208, 209, 211—213, 
215, 224, 228, 231, 238, 257, 260, 261, 
281, 294, 295, 308, 319, 330, 342, 343 

Meridianhöhe 193 

Merkur 265 

Messehalah de coniunctionibus magnis 306 
Messlineal (vegula) 850 — 855, 362, 863, 
372, 873. Biehe auch Alhidade 

Messstange 342, 343, 346, 347 

Minuere = Almuchabola 480 

Minus (das Wort) 453, 500; (das Zei- 
chen) 500, bei Regiomontan 216, 233, 
278, 279, 280, 291, 318 

Mittelpunkt des Astrolabs 348, 349, 352, 
363, 858, 359, 364, 366, 372, 373 

Mitternacht 342, 343 

Mond 218, 261, 265, 266, 296, 299 
Mondfinsterniss 261, 265, 266, 296, 300, 
304, 324 

Morgenweite der Sonne 209, 212, 213, 
224, 226, 227 

Mucahab = Würfel, Erklärung 162, 163 
Multiplicatio lineae in se ipsam, Erklä- 
rung 18, 19; lineae in aliam lineam, 
Erklärung 18, 19; numerorum, Erklä- 
rung 18, 19 
Multiplikation mehrgliedriger Ausdrücke 


294, 295, 304, 307, 
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500, 505—510, Beispiele 506, 507, Probe 
507, 508; allgemeiner Brüche 515—518, 
Beispiele 516, Probe 516, 517, Beispiel 
für Bruchsbrüche 517, Probe 517, 518; 
übers Kreuz 518, 518; von Wurzelgrössen 
589—591, 600, 601, Beispiele 590, 601, 
geometrische Verdeutlichung 591 
Multiplikationsbeispiele bei Regiomontan 
197, 199-204, 221, 232, 268—277, 281 
290, 310-316, 320-323 
Multiplikationstafel für Sexagesimalzah- 
len 239; noch Ende des XVI. Jh. be- 
rechnet 239 
v. Murr, Memorabilia Biblioth. Norim- 
bergensium 189; hat falsch gelesen und 
Orthographie verändert 189 


N 

Nassir ed-Din’s Berechnung der Winkel 
eines sphärischen Dreiecks aus den drei 
Seiten 220; sein trait& du quadrila- 
tere 220 

Nativitäten (Astrologie) 294, 295, 299 
—3502 

Nebenwinkel 880, 381 

Negativ (das Wort) 445, 505, 506, 509 

Negative Gleichungswurzeln 439 

Negative Zahlen 499 

Negiren = mit dem Vorzeichen — ver- 
sehen 505 

Negirung = Subtraktion 480, 499 

Numerus — bekannte Grösse 469 

Numerus —= Gleichungskonstante 216 

Numerus = Gleichungsunbekannte 257 

Numerus = Zahl, Erklärung 16, 17; ab- 
solutus = dragma 495, 519; absolutus 
surdus 499, 500; almugesen = Körper- 
zahl, Erklärung 18, 19; additus = posi- 
tive Zahl 499; compositus = zusammen- 
gesetzte Zahl, Erklärung 16, 17, 545 
547,558; cubus —= Kubikzahl, Erklärung 
18, 19; diminutus = mangelhafte Zahl 
560—562, — negative Zahl 499; Gebrae 
— cossische Zahl 523 ; impar = ungerade 
Zahl 16, 17, 558, 560; impariter impar 
16, 17, 560, 561; multiplex — Vielfaches 
16, 17; par — gerade Zahl 16, 17, 558, 
560; pariter impar 16, 17, 560, 561; 
pariter par 16, 17, 560, 561; perfectus 
18, 19, 5658—568, die ersten drei be- 
rechnet 559, 560; superfluus 560—562 

Numerus irrationalis 574, 575; wie zu 
erkennen 602. Siehe auch numerus 
surdus 

Numerus in longitudine 523; in potentia 
253, 523 

Numerus medialis 574—576, wie geschrie- 
ben 577; Rechnung mit solchem 605 
— 607; geometrische Erläuterungen 578 
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Numerus mutuwatus bei Wurzelausziehung 
597 —607 

Numerus potentionalis = numerus in po- 
tentia 523 

Numerus primus et imcompositus 547; 
Bestimmung desselben 545—547 

Numerus quadratus = Quadratzahl 18,19 

Numerus rationalis 521, 523, wie zu er- 
kennen 602 

Numerus superficialis = Oberflüchenzahl 
18, 19 

Numerus surdus 262, 521 —523, 549, 
574, 575 

Numeri consimies = ähnliche Zahlen, 
Erklärung 18, 19; communicantes 16— 
19, 523, 545, 550—552; incommensura- 
biles 545, 550552; mutabemini — thei- 
lerfremde Zahlen, 'Erkli ärung 16—19 
in mumeris — numerisch 461, 463 — 465, 
468, 469, 471, 472 

Nürnberg 325, 327, 336; das Centrum 
Europas 327 


N 
Oberfläche der Erde 344, 345, 350, 351; 
des Kegels 400, 401; der Kugel 172, 
173, 412, 413; des Prisma 396, 397; 
der Pyramide 398, 599, falsche Formel 
dafür zurückgewiesen 398, 399; der 
Rundsäule 396, 397 
Öktaeder 332, 392, 393 
Oktant 346, 347, 350, 351 
Operationszeichen 444, 499, 500 
Optik 297, 333 
Ördnungszahl 378, 379 
Orthographie Bianchinis fehlerhaft 189, 
204 


pP 
= 31 96, 97, 258, 315, 388, 389, 416 
Zus; als nicht genau bezeichnet 
414, 415 
na —= 344. 258, 432, 433 
nz — Ei 98 EI 


fehler erhalten 258, 285, 
z — 314831. 430, 431 
Padua 327 

’alme (Längenmass) 296, 314, 334 
Parabolischer Spiegel 335 
Parallelkreis am Himmel 260 
Parallellinien von den Arabern anders 

als durch Euklid erklärt 328 
Parallelogrammum 461, 468, 464 
Paralleltrapez T6-—95 ; verschiedene Arten 

76, 77, 82, 83, 88—91; Diagonalen 78, 

79, 84, 85, 88, 89, 92, 98; Inhalt 78, 

19, 84, 85, 88— 91; Vervollständigung 
zu einem Dreieck 80, 81, 84—89; Höhe 

dieses Dreiecks 80, 81, 86, 87, 88, 89 
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Pars = Einheitstheil, Erklärung 14, 15 

Partes = Bruch, Erklärung 14, 15 

Persisches Jahr 300, 304 

Pes (Längenmass) 296, 334 

Pest in Ferrara 206 

Petitionen 14,15; von Parallellinien 328 
Petrus de Alliaco de legibus et sectis 306 
Pfeife (Musik) 296, 334 

Pfeil (sagitta) 100, 101, 392, 398, 420 
423; Bestimmung aus Sehne und Durch- 
messer 116—-119 

Planimetrie 842, 343 

Planeten 218, 239, 324 

Planities 453, 476 

Planum = superficies 475, 476 

plus (das Wort) 500; (das Zeichen) 500 
Polhöhe 261, 302, 311, 313, 323 

Portio eirculi = Kreisabschnitt, Erklä- 
rung 12, 13 

positiv (das Wort) 500, 505 

positive Zahlen 499 

Potentia«a — Quadrat 257 

Potentia = Potenz, von Regiomontan 
im modernen Sinne gebraucht 335; 
sonst 472 

in potentia 444, 468, 472 

Potentia potentige = x* 257 

Potenzen der Unbekannten mit Namen 
genannt 443, 444, 468, 470, 472, 474, 
476—479 

Potenzerhebung eines Binoms 446, 523, 
525 —545 

Potenztafel 446, 478, 542, 544 
Präcession nach Ptolemäus 263; nach 
Albategius 263 

Primum mobile 215, 239, 303 
Primzahlen 547; Auffndung derselben 
545—547 

Primzahlen, relative, 16-19, 562 
Prisma 160, 161, 396, 397; Erklärung 
160, 161; Volumen 164—- 167; dreisei- 
tiges 164, 165; (serratile) 392, 393; 
schief abgeschnittenes 392397 
Produktensatz bei Proportionen 110, 111, 
565, 566 

Profundimetrie 342, 343 

Progression, geometrische, 474 

proportionale Gleichungen 483—485, 497 
—499 

proportionale Zahlen, die vier des Yles 
562—567; Reduzierung derselben auf 
relative Primzahlen 566, 567 

proportionalische Ordnung der Potenzen 
der Unbekannten 473, 475, 485, 488, 
492, 493, 497, 505, 510 
Proportionalische Zahlen 461 
Proportion, arithmetische, 334, harmo- 
nische 334 

Proportio = Verhältnis 450, 454, 4T4, 
478; duplicata 474, ATT— 479; quin- 
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tuplicata ATT; septwplicata ATT; sesqui- 
altera 477—479; iriplicata ATT—479 
Ptolemäischer Satz vom Kreisviereck 249 
Puncetus (!) = Punkt, Erklärung 10, 11 
Punkte des Schattens 344 —347, 352— 
359, 364— 375 
Pünktchen zur Bezeichnung des Stellen- 
werthes 201, 202, 269, 274, 285, 318, 
526, 529, 531, 533, 534, 536 
Pyramide 160, 161, 392—395, Erklärung 
160, 161; Arten derselben 166—169; 
Höhe 168—171; Volumen 168, 169; 
abgestumpfte 160, 161, 392, 393, 402, 
403, Erklärung 160 161; Volumen 170, 
171; falsches Verfahren nachgewiesen 
402—405; durch einen Cylinder aus- 
nn 402, 403; dreiseitige in eine 
Kugel eingeschriebene 219, 236, 252; 
Inhalt derselben aus den & Kanten zu 
finden 252; Bedingungen der Möglich- 
keit 253 
Pythagoräischer Lehrsatz für rechtwink- 
lige Dreiecke 66, 67; erweiterter für 
spitzwinklige Dreiecke 60-63, 72, 73; 
für stumpfwinklige Dreiecke 68, 69 


Q 

Quadrant eines Kreises 243—245, 255 
Quadrant (das Messinstrument) 342, 343, 
346, 347, 350-355, 358, 359, 364— 
367, 370, 371, 374, 375 

Quadratus (!) — (Quadrat (geometr.), Er- 

. klärung 14, 15, Inhalt 28, 29 

Quadrat (arithmetisch) 200, 222, 236, 
268, 274, 418, 419, 456, 457, 460, 169 
473, 475; eines Binoms 525, 528. Siche 
auch Zensus 

Quadrat des Astrolabs 342, 343. Siehe 
auch Gnomon und Scala altimetriae 
Quadrat, geometrisches (Messinstrument), 
348, 349, 350, 351, 354, 355 
Quadratische Gleichungen, unreine durch 
den liber embadorum zuerst im Abend- 
lande bekannt geworden 7; Auflösung 
derselben 34—41; doppelte Lösung des 
3. Falles 33—41; mit 2 Unbekannten 
42%—49; sonst 209, 216, 232—234, 237, 
481—485, 486—488, 492—497 
... 460, 475 

Juadratura = Flächenmessung 26, 27 
Quadratwurzeln 232—235, 256, 262, 278, 
280, 444, 476, 478, 487, 498, 525— 
528, Beispiele 526; geometrischer Be- 
weis 527; arithmetischer Beweis 528; 
angenäherte 52, 53; Y3 = 28 55; Y} 
= Zr 132; sehr genaue 
422, 423 

Quadratzahlen, Summen von, 296,300, 334 


16, 417, 
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Quadripartitum Ptolemaei 294, 295, 307 
Quantitas addita — positive Grösse 500, 
503, 509; affırmata = positive Grösse 
445; diminuta — negative Grösse 445, 
500, 503; negativa 445 

Quantitates disparatae = Grössen mit un- 
gleichen Vorzeichen 501, 502, 504— 
506; univocae — Grössen mit gleichem 
Vorzeichen 501—506, 509 


R 


Radix = Wurzel 467; das Zeichen da- 
für 444, 575-578; Tafel der neun 
Formen 575 

Radix bissursolida ATT; censicubica 535 
—537, Beispiel 535—537; cubica 476, 
489, 528—530, Beispiel 528, 529; ceu- 
bica de cubo 47T; quadrata 493; ratio- 
nalis 523, 524; surda 525, 549; sur- 
solida 477; tetragonica 495, 498 

Radix = res 456-458, 460, 461, 463, 
465, 466, 468-474, 476, 484, 485, 492; 
Zeichen dafür 473, 474, Siehe auch 
Dingk, res und cosa 

Radix communis 582—584; Zeichen da- 
für 582 

Radix radieis 476, 491, 531, 577, 605— 
607; Zeichen dafür 577 

rationalische Zahl 523; entstehen nur 
aus Gleichungen 1. Grades 562-—564 

rationalis 522; in der Länge (in longi- 
tudine) 523, 574; m rad Potenz (in 

otentia) 523, 574; Erweiterung des 

As Begriffs 525, 576; jede in der 
Länge rationale Zahl ist es auch in 
der Potenz, aber nicht umgekehrt 
513, 524 

rationieren — rational auszählen 524, 
525, D45 

Rechteck 80, 31, 418, 419; Verwandlung 
desselben in ein Quadrat 418, 419 

Rechtecker 162, 163 

Regenbogen 297, 333 

Regiomontan im vollen Besitze der Al- 
gebra 189; schreibt an Bianchini aus 
Venedig 27, Juli 1463 192 —195; hat 
in Rom eine Aufgabe B.’s erhalten 
192; musste mit Bessarion nach Venedig 
und schreibt deshalb erst von dort 
192, 193; giebt die Lösung der Auf- 
gabe B.’'s 193; benutzt dabei den Satz, 
wenn die Differenz der Bogen und das 
Verhältnis ihres Sinus bekannt ist, so 
sind beide gegeben 193, 194, 220; weist 
auf die Unsicherheit der letzten Ziffern 
bei Divisionen und Wurzeln hin 194, 
210; sendet B. neue Aufgaben sämt- 
Tich astronomisch 194, 195; bittet, ihn 
Pietro Buono zu empfehlen 195; aus- 
führliche Lösung der Aufgabe B.s 
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196-204; antwortet Bianchini ohne 
Datum, aber Ende 1463 209—219; hatte 
in Rom die Tabula primi mobilis B.'s 
in Händen und bedauert keine Ab- 
schrift genommen zu haben 209; hofft 
sie in Venedig geliehen zu erhalten 
210; bedauert die Krankheit in der 
Familie B.'s und wünscht baldige Ge- 
nesung 210; hat nur eine Sinustafel 
zur Disposition 210, 211; meldet von 
seiner Tabula primi mobilis als einer 
in Arbeit begriffenen 211; sie sei eine 
Tafel mit doppeltem Eingang 211; will 
zwei Werke darüber verfassen 211; 
beide haben sich erhalten 211; Ein- 
richtung derselben nach v. Braumühl 
211, 212; erwähnt sein Epitome in 
Almagestum 213; giebt die Auflösungen 
der Aufgaben B.'s in dessen Briefe vom 
21. Nov. 1463 213, 214; ist mit der 
Ausarbeitung seiner Trigonometrie be- 
schäftigt, hat sie aber leider in Rom 
gelassen 214; ist mit Algebra vertraut 
216; Angabe des Inhaltes seiner Ca- 
nones de primi mobili 216-—218; meldet, 
er werde nach Mailand gehen 219; 
stellt wieder 8 Aufgaben (2 astron., 
1 geom., 1 stereometr., 4 algebraische) 
219; ausführliche Lösungen der Auf- 
gaben in B.'s Briefe und der früher 
an B. von R, gestellten 220—234; Be- 
rechnung des Winkels eines sphäri- 
schen Dreiecks aus den Seiten 220— 
224, verechnet sich in den Divisionen 
221; und beim Wurzelausziehen 222; 
erhöht die letzte Ziffer eines Quotien- 
ten oder einer Quadratwurzel, wenn der 
bleibende Rest mehr als '/, des Divisors 
beträgt 202, 204, 227, 229 u. öfter; ant- 
wortet Bianchini auf dessen zweites 
Schreiben, ohne Datum aber aus Fe- 
bruar 1464 242—256; setzt die Richtig- 
keit der von B. beanstandeten Aufgaben 
seines vorigen Briefes auseinander 242 
— 253; lehrt aus den Seiten eines sphä- 
rischen Dreiecks die Winkel finden 
243—244; nimmt dabei Bezug auf das 
3. (jetzt 4.) Buch seiner libri V de 
triangulis 243; macht B. darauf auf- 
merksam, dass Sätze der ebenen Geo- 
metrie nicht in der Sphärik gelten 
244; die 2. Aufgabe sei mit Willen 
falsch gestellt, um zu sehen, ob B. das 
Werk des Menelaus über Sphärik kenne 
244; R. weiss, dass Menelaus und Mi- 
leus identisch sind 244; zeigt den Feh- 
ler der Aufgabe und die Möglichkeits- 
bedingung 244, 245; Nachweis, dass 
in jeden gegebenen Kreis ein Sehnen- 
viereck einbeschrieben werden kann 


mit gegebenem Seitenverhältnis 245— 
251; darin der Beweis, dass nicht blos 
das Produkt, sondern auch das Ver- 
hältnis der Diagonalen eines solchen 
Vierecks bekannt ist 248, 249; daher 
auch diese einzeln 249, 250; ebenso 
der Kreisdurchmesser bei gegebenen 
Seiten 250; unter bestimmten Bedin- 
gungen lässt sich aus 6 Geraden als 
Kanten stets eine einer Kugel einge- 
schriebene dreiseitige Pyramide bestim- 
men 250; giebt die allgemeine Auflösung 
des von B. nur theilweise gelösten Rest- 
problems 254; Angabe der Lösungen 
der von B. gestellten Aufgaben 254— 
259; darunter richtige Lösung einer 
Zinseszinsaufgabe 256; beklagt dabei, 
dass man bis jetzt nicht in der Lage 
sei, Gleiehungen höherer Grade aufzu- 
lösen 256; meldet, er habe die Arith- 
metik des Diophant aufgefunden, aber 
nur 6 Bücher statt der versprochenen 
13 256, 257; verspricht sie eventuell 
lateinisch herauszugeben 257; bei einer 
Aufgabe benutzt er eines Rechenfehlers 
halber einen falschen Werth für x 
258; lehrt die Dreitheilung des Winkels 
mittelst der Kreiskonchoide wie die 
Ratdoltische Euklidausgabe 258, 259; 
diese ist in den Handschriften Euklids 
nicht enthalten 259; stimmt B. zu, dass 
eine von diesem beanstandete Lösung 
der Aufgabe, aus der Breite eines Sternes 
die Deklination zu bestimmen, falsch 
ist 259, 260; stellt neue Aufgaben (aus 
der Astronomie Nr. 1—16 260 — 262; 
aus der Geometrie Nr. 17 — auf Glei- 
chung 3. Grades führend —262; dabei 
die Bemerkung, dass auf ihre Lösung 
die Bestimmung von sin 1° beruhe 
262; arithmetische Nr. 18—21, darunter 
eine unbestimmte Gleichung 1. Grades 
und mehrere 2. Grades 262; endlich 
goniometrische Nr. 22—23, 262, 263; 
tadelt die gleichzeitigen Astronomen 
wegen der Leichtgläubigkeit, mit der 
sie den vorhandenen Tafeln trauen 
268; und lässt sich über die wider- 
sprechenden Annahmen derselben aus 
263, 264; spricht über Präcessions- 
beobachtungen 263, über die verschie- 
den beobachtete grösste Deklination 
der Sonne 263; Thebits Trepidations- 
theorie 263; auch die Alfonsinischen 
Tafeln sind falsch 264; nach ihnen 
würde die Sonne beim Eintritt in den 
Widder um 6 Grad vom Aequator ab- 
stehen 264; weder die Bewegung des 
Mars nach den Tafeln stimme mit der 
Beobachtung noch das beobachtete 
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Grössenverhältnis 264, 265; dasselbe 
sei mit der Venus der Fall 265; die 
Tafeln für Merkur sind überhaupt nicht 
für die Breite Europas berechnet, wer- 
den aber doch stets so benutzt 265; 
1461 habe eine von ihm beobachtete 
Mondfinsternis um eine ganze Stunde 
nicht mit der Rechnung gestimmt 265; 
die Zeit hat er durch Beobachtung zweier 
Fixsterne sichergestellt 265, 266; wenn 
die bisherigen Annahmen richtig seien, 
müsse der Mond oft 4mal so gross 
sein als in Wirklichkeit 266; meldet, 
er werde Bessarion nicht nach Grie- 
chenland begleiten, sondern in Italien 
zurückbleiben 266; für die gestellten 
Aufgaben soll B. nur den Gang der 
Rechnung, nicht diese selbst durch. 
führen 266; ausführliche Lösungen der 
ersten Aufgabe Rs und der von B. 
gestellten 268—291; berechnet wieder 
den Winkel aus den Seiten eines sphä- 
rischen Dreiecks 266 — 272; löst zwei 
Gleichungen 2. Grades 278 — 280; be- 
handelt eine Aufgabe über gemein- 
sames Stück zweier Kreise 283 — 291; 
benutzt dabei, eines Rechenfehlers 
halber, einen falschen Werth für x 
286, rechnet schliesslich die erhaltenen 
Brüche in Sexagesimalbrüche um 290, 
291; löst zuletzt noch eine Gleichung 
1. Grades; schreibt an Jacob von Speier 
aus Rom 15. Febr. 1465 292-298; setzt 
die Gründe auseinander, die ihn zum 
Schreiben bewogen haben 292, 293; 
bittet um seine Freundschaft 293; giebt 
scherzend unter dem Bilde eines Gast- 
mahls ihm eine Reihe von Aufgaben 
zur Lösung 298-298 (3 astrologische, 
294; 3 astronomische 294, 295; ein Rest- 
problem 295; 2 unbestimmte Glei- 
chungen 2. Grades und eine solche 
1. Grades 296; 2 musikalische 296; 
1 geometrische 296; 4 optische 296, 
297; 1 mechanische 297; 4 stereome- 
trische 297,289; 1 Gleichung 1. Grades 
298; eine Distanzmessung 298); bittet, 
ihn dem Grafen Ottaviano di Urbino 
zu empfehlen 298; antwortet Jacob 
von Speier aus Viterbo ohne Datum, 
aber aus 1465 302—309; nimmt zu- 
nächst die von J. gelösten oder bean- 
standeten Aufgaben seines früheren 
Briefes durch, und zeigt die Richtig- 
keit der letztern 302—305; erwähnt 
dabei seine libri V de triangulis sphae- 
raliis () 303; kommt darauf zurück, 
dass nach den üblichen Tafeln die 
Sonne beim Eintritt in den Widder 
eine Deklination von 6° haben müsse 


305, 306; die Aufgabe von der quadra- 
tischen Summe von 4 Quadraten hat 
J. richtig gelöst, R. besitze aber eine 
allgemeine Regel 20 Quadratzahlen zu 
finden, von denen je 4 wieder ein 
Quadrat geben 304; auch die unbe- 
stimmte Aufgabe 1. Grades hat J. rich- 
tig gelöst 305; aus Mangel an Büchern 
habe er die Aufgaben J.s nicht voll- 
ständig gelöst; er sei von Rom nach 
Viterbo gegangen, und das sei die Ur- 
sache 305; die vier astrologischen Auf- 
gaben J.'s geben ihm Gelegenheit eine 
grössere Reihe von Schriften zu zitie- 
ren, in denen J. sich Rath holen möge, 
darunter auch die Tafeln Bianchinis, 
die eine bestimmte Rechnung sehr ab- 
kürzen würden 306—308; stellt J. drei 
neue astrologisch-astronomische Auf- 
gaben 308, 309; lässt sich endlich wie- 
der Ottaviano di Urbino empfehlen 
309; ausführliche Lösung der an Jacob 
von Speier im ersten Briefe gesendeten 
Aufgaben 309—323; benutzt hier für 
r den Werth 34 315; muss eine Tafel 
der Kreisabschnitte besessen haben 315; 
Gleichung 2. Grades 317, 318; schreibt 
an Christian Roder in Erfurt aus Nürn- 
berg 4. Juli 1471 324—336; setzt zu- 
nächst die Gründe seines Schreibens 
auseinander 324, 325; italienische astro- 
logische Prognostiken hatten sich so 
widersprochen, dass König Matthias 
Corvinus an der Astrologie zu zweifeln 
begonnen habe; R. habe ihn zu be- 
ruhigen versucht und durch neue Be- 
obachtungen eine feste Grundlage zu 
schaffen versprochen 324, 325; da er 
von allen Seiten, speciell auch von 
Frater Aquinas, Christian R.'s als eines 
grossen Mathematikers Rubm gehört 
habe, sei ihm speciell von dem Könige 
der Auftrag geworden, ihn, Chr., zur 
Mitarbeit aufzufordern 325; ladet ihn 
deshalb ein mit ihm vereint die Him- 
melsbeobachtungen zu pflegen 325; hat 
sich in Nürnberg grosse Beobachtungs- 
instrumente gebaut 325; will auch die 
mathematischen Hauptwerke im Druck 
herausgeben, weil dadurch die Ab- 
schreibefehler vermieden werden 326; 
weist auf die Unsicherheit und die 
Fehler der geläufigen Tafeln hin 326, 
327; bittet daher Roder um Mitthei- 
lung von ihm angestellter Beobach- 
tungen 327; erbietet sich zu gleichem 
Austausch seiner Beobachtungen, die 
er in Wien, bei Bessarion, in Padua 
und jetzt in Nürnberg gemacht hat 
327; letztere Stadt hat er sich, gleich- 
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sam den Mittelpunkt Europas, zu 
dauerndem Aufenthalt erwählt 327; er 
will eventuell Ephemeriden der Pla- 
neten für 30 und mehr Jahre im Drucke 
herausgeben 327; aber nicht nur die 
Grundlagen der Astronomie, sondern 
auch die der Geometrie seien keines- 
fest begründet 328; er exemplifiziert 
auf die 5 Petition Euklids, die er 
fälschlich als das 11. Axiom bezeich- 
net 323; die Araber haben deshalb 
eine andere Erklärung von Parallelen 
gegeben 328; polemisiert gegen Cam- 
panos Behandlung des & Buches Eu- 
klids 328; bespricht die verunglückten 
Quadraturversuche Cusa’s und stellt 
sie mit denen des Raymund Lullus 
auf gleiche Stufe 329; schlägt vor, 
ähnlich wie er es mit italienischen Ge- 
lehrten gemacht habe, sich gegenseitig 
Aufgaben zur Lösung zu stellen 329; 
und lässt nun 35 dergleichen folgen 
329-335; darunter die auf eine Glei- 
chung 3, Grades führende 331; die über 
den Inhalt des Kreisvierecks und dessen 
Schwerpunkt 331; über den Inhalt eines 
sphärischen Dreiecks 332; über den 
Abstand der Mittelpunkte des In- und 
Umkreises eines Dreiecks 332; zwei 
Maximalaufgaben 333 ;dreiunbestimmte 
Aufgaben 2 Grades 334; über Gesell- 
schaftsrechnung 334; Aufgaben aus 
Statik und Mechanik speciell über die 
schiefe Ebene 335; über parabolische 
Spiegel 335; fragt an, ob Roder Ar- 
beiten über Vergleichung von Körpern 
besitze, da von diesen die Lösung der 
Gleichungen 3, Grades abhänge 335; 
er hat sich schon eingehend mit sol- 
chen beschäftigt 335; setzt Preise aus 
für Lösung von & der gestellten Auf- 
gaben 336; bittet um den Katalog der 
Amplonianischen Handschriftensamm- 
lung 336; und verspricht seine Arbeit 
de primo mobili als Gegengabe 336 
Reflexion 366, 367 

Regula coecis 571; falsi 467. Siehe auch 
falscher Ansatz, Itata, Errores, regula 
laneis; Hali Abenragel 461; lancis 467, 
562, 568; Tigar 476; pagamenti 467; 
Salamonis 461; sermonis 461; ta-yen 
189, 219, 237, 254, 295, 441, 447, 545, 
552-558; deiri 364, 365, 424, 425, 432, 
433; versa 461; virginum 441, 571, 572 
Res = Gleichungsunbekannte 189, 216, 
232, 233, 257, 278-280, 318, 468, 170 
—472, 476, 484, 485; Zeichen dafür 
216, 473; fast wie ein x aussehend 
189; es ist ein deutsches x 473, Siehe 
auch cosa, dingk, radix 
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Residuant = Rest 568 

Residui regula vera 438 

Residuum 545 

Restauratio = Gebra 433, 480, 510, 


519, 523 
Restproblem 189, 219, 237, 254, 295, 552 


—558; bei nicht theilerfremden Divi- 


soren 557; wann unmöglich 558 
Rhomboides = Parallelogramm, Erklä- 
rung 14, 15; Inhalt 74, 75; Diagonale 
76. 72 

Rhumbus = Rhombus, Erklärung 14,15; 
Inhalt 30, 31; Diagonale aus Inhalt 
und anderer Diagonale 50, 51; Seite 
aus den Diagonalen 48, 49 

Rom 192, 193, 209, 14, 293, 294, 298, 
299, 302, 302, 308, 327, 330; geogra- 
phische Länge und Breite 294, 330 
FRückwärtsrechnen 461 

Rundsäule = Cylinder 392, 393, 396, 397 


Ss 
Sagitta = Pfeil, Erklärung 100, 101 
392, 393, 414, 415, 420 —493. Siche 
auch Pfeil 
Saite (Musik) 234, 296 
Saphar, der Monat, 5, 10, 11, 182, 183. 
Sapientia Salamonis (das Buch) 462 
Saturn 264, 295, 304, 316, 330, 432, 433 
Savasorda, Kurze Notiz über sein Le- 
ben 5; Übersicht des Inhaltes seines 
Werkes 6—8; zeigt zuerst im Abend- 
lande, wie quadratische Gleichungen 
zu lösen sind 7; von Leonardo von Pisa 
benutzt 6—8 
Scala Jacob zur Auffindung der Divi- 
soren einer Zahl 547, 559 
Schatten in wirklicher Bedeutung 354 
—557 
Schatten, rechter, = Cotangente, 342 — 
345, 352, 353, 358361, 370—373, 376, 
379—381; verkehrter = Tangente 342 
—345, 352, 353, 356—361, 366, 367, 
370— 376, 379881 
Schattendreieck 856, 357 
Schenkel des gleichschenkligen Dreiecks 
aus Grundlinie und Höhe zu finden 
56, 57 
Schiefe Ebene 190, 335 
Dechseck 378, 379 
Sechste Wurzel 535-—537, Beispiel 535 
—537 
Sehne 100, 101, 236, 241, 246, 420— 
423; eines Grades 238; gemeinsame 
zweier Kreise 258; "Bestimmung aus 
dem Bogen bei gegebenem Durchmesser 
112, 113; bei gegebenem Umfang 114 
—117; zu jeder Sehne gehören zwei 
Bogen 116, 117; ebenso zwei Pfeile 
116, 112 
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Sehnentafel,ältestein lateinischerSprache, 
8, 108 

Sehnenviereck 190, 219, 235, 236, 245— 
251, 253; Schwerpunkt desselben 331 
Seite des gleichseiligen Dreiecks aus der 
Höhe 54, 55, 418, 419; des Quadrates 
aus der Diagonale 34, 35 

Semieirculus = Halbkreis, Erklärung 
12, 18 

Serrata — dreiseitiges Prisma 164, 165 

Sexagesimalbrüche 604 

Sexagesimalsahlen 239, 290, 291 

Siebeneck 378, 379 

Significator (Astrologie) 294, 295 

Sinus 194, 197, 199, 201—204, 213— 
215, 220—231, 241, 267, 269—277, 281 
—283, 288, 602, 604 

Sinus rectus 390, 391, 414, 415, 420, 421 

Sinus totus 202, 224, 270, 283, 286, 311 

Sinus versus 420, 421. Siehe auch Pfeil 

Sinustafel 210, 211, 215, 303, 339—341, 
390, 391, 412, 418, 116, 134, 602, 604; 
ei Regiomontan für den Sinus totus 
== 60000 berechnet 211 

Skorpion (Sternbild) 304, 307 

Soliditas 476 

Sonme 193, 208, 209, 212, 213, 218, 224 

Sonnenexcentricität 263 

Sonnenfinsternis bei Jesu Tode 301 

Sonnenhöhe 209, 212, 213, 224 —226, 
228, 297, 331, 383 

Sonnenstrahl 362, 363 

Sonnenuhr auf geneigter Ebene 331 

Sphäre des Saturn 432, 433 

Sphaerica des Menelaus 244, 304 

Sphärische Hohlspiegel 258, 333 

Spiegel 342, 343, 346, 347, 354, 355, 
360—363, 366, 367, 374, 375 

Stange von gegebener Länge 354—365, 
374—377 

Stangen, zwei, 366, 367, 372—375 
Stangeninstrument zur Feldmessung 348 
— 355, 358, 359, 364—867, 372, 373 
Staris longum = Rechtecker 162, 163; 
pentagonum, exagonum — fünf- oder 
sechsechiges Prisma 164, 165 

Statur des Messenden 360, 361 

Steinbock (Sternbild) 194, 213, 259, 303 

Stereometrische Aufgaben 297,298, 300, 314 
Sternort 195 

Stier (Sternbild) 219, 235, 242, 256, 
311, 330 

Stoicheiotes für Euklides gebraucht 442 
Subtraktion 500; allgemeiner Grössen 
502—505, Beispiele 503—505, Probe 
505; allgemeiner Brüche 513-515, Bei- 

Curtze, Urkunden. 


spiele 514—515, Probe 515; von Wurzel- 
grössen 584 —589, 599, 600, Beispiele 
585 —587, 600; geometrische Begrün- 
dung 585—588 
Summe zweier Quadrate als Quadrat dar- 
gestellt 384, 385 
Superficies = Fläche 10, 11, 453, 472, 
477; plana = Ebene 12, 13 
Supplemente 460, 462, h25. 
Gnomo 
Surdus = irrational 477,479, 499,549, 574 
Sursolidum 476, 477, 479; = surdum so- 
lidum 477; Zeichen desselben 477; 
eines Binoms 533 
Swan-King des Sun-Tsze 553 


T 


Tabula arewum et cordarum 108, 238, 
336, 387; directionum 295; Persica 327; 
prime mobilis Bianchinis 205, 206, 208, 
209, 228, 241, 307; prime mobilis Re- 
giomontans 211, 212, 239, 336, Anfang 
1464 noch nicht vollendet 211, 1471 
schon Matthias Corvinus überreicht 
211, 336; Einrichtung derselben nach 
v. Braunmühl 211,212, Inhaltsangabe 
216—218 
Tabula sinus 339—341, 412, 413, 416, 434 
Tabula Solis 339 
Tabulae Alfonsinae 263, 264, 295, 308, 
304, 307, 326, 327; Tolelamae 263, 327 
Tabulae lapideae Moysis zur Erläuterung 
von in der Länge und in Potenz ra- 
tional 549, 550 
Tafel der Division cossischer Zahlen, zu- 
gleich Tafel aller Gleichungsformen 
512; mit doppeltem Eingang 211, 239, 
445, 508, 509, 512; der Kreisabschnitte 
315; der Multiplikation cossischer Grössen 
508; der Multiplikation der Vorzeichen 
509; der neun ersten Potenzen von 2 
und 3 und der zwischen ihnen ein- 
schiebbaren geometrischen Mittel 478; 
der neun ersten Potenzen der Einer 
544; der neun ersten Potenzen von 10001 
zugleich Tafel der Binomialkoeffizien- 
ten 542; der Tageslängen 333 
Tafel, geometrische — Tafelinstrument 
348-351, 354—863, 366, 367, 372—377 
Tagbogen eines Sternes 193, 194, 196, 
203, 204, 207, 208, 212, 225, 257, 281, 


Siehe auch 


te 
„232, 309, 311—313 
Tangente (trigonom.) 342, 343 


Tangentenvieleck 118, 119 

Taube Zahl = numerus surdis 512 
Ta-yen Regel 189, 219, 237, 254, 295, 
441, 447, 545, 552-558 

Ta yen lei schu des Yih-Hing 553 
Terminus = Grenze, Erklärung 12, 13 
Tetraeder 332, 392, 3923 
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Tetragona superficies — Quadrat 474 

tetragonisare = quadrieren 492, 494, 495 
Tetragonismus — Quadrat 462 

Theilung des Dreiecks in 2 gleiche Theile 
130—137, nach gegebenem Verhältnis 
426, 427; in 3 gleiche Theile 136 — 
141; nach gegebenem Verhältnis 142, 
143; des Paralleltrapezes nach gege- 
benem Verhältnis 428, 429; des Vier- 
eckes in 2 gleiche "Theile 142—151; in 
3 gleiche Theile 150—155; in 4 gleiche 
Theile 154—157; eines ewcentrischen 
Kreissektors in 2 gleiche Theile 156— 
159; des Vollkreises vom Mittelpunkte 
aus 158, 159; durch konzentrische Kreise 
422—425 

Theodosius de sphaeris 214, 243; es gab 
zwei Uebersetzungen 214 

Thurm als Bezeichnung eines hohen 
Gegenstandes 344—355, 362, 363, 368, 
369, 376, 377 

Thurmschatten 354—8357, 362—365 
Tiefe 342, 343 

Tiefe eines Thales 366, 367 
Tiefenmessung 346, 347, 360-365, 370,371 
Transversalebene 394, 395 
Trepidationstheorie Thabiths 265, 264 
Triangolo ascalenon oder gradatum 382, 


Triangulus aeutiangulus = spitzwinkliges 
Dreieck, Erklärung 14,15; aequwierwrius 
= gleichschenkliges Dreieck, Erklärung 
14, 15; aequilaterus = gleichseitiges 
Dreieck, Erklärung 14, 15; ampligonsus, 
Erklärung 14,15; diversilaterus 14, 15; 
rectiangulus, Erklärung 14, 15 

Tribut = Zins 464, 468, 470, 472 

Trigonometrie 108—119, 438; Regiomon- 
tans 219, 220, 240, 248, 251, 256 


303, 204 
Trisektion des Winkels 238, 258, 259, 291 


U 
Üeberflüssige Zahlen 447, 560—562 
Üebersetzungen Atelhards von Bath 5; 
Gerhards von Cremona 4, 5; -Platos 
von Tivoli 6 
Ufer eines Flusses 374—377 
Umkehrungsrechnung 461 
Ungarn 324, 327 
Unbestimmte Gleichungen L Grades in 
ganzen rationalen Zahlen zu lösen 447, 
545, 571—574; schon 66 Jahre vor 
Bachet gefordert 447, 574; die Lösung 
auf die Inder zurückgeführt 572—574 
Unitas = Einheit, Erklärung 16, 17; 
ein gemeinsames Maass aller Zahlen 
sowohl in der Länge als in der Potenz 
548—550 
Unitas actualis absoluta 469, 521 
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Unitas in der Länge 456, 523, 524; in 
potentia 456, 523, 524 
Unitates gebrae — cossische Grössen 454, 
468, 469 
unwissend — unbekannt 458, 459, 463 
—466, 468, ATI, 472 
Urbino 293, 202 

v 
Venedig 193, 195, 210; 
Breite 195 
Venus 265, 308, 309 
Verhältnis zwischen Kreisinhalt und 
Durchmesser zweier Kreise 392, 203 
Vergrösserung der letzten Ziffer eines 
Quotienten oder einer Quadratwurzel 
um eine Einheit, wenn die vermach- 
lässigten Ziffern mehr als Y, der letzten 
Stelle betragen, bei Regiomontan 202, 
— 271, 274—277, 281, 282, 285, 321—323 
Vervielfachung von Wurzelgrössen 593 — 
595, 601, Beispiele 594, 595, 801; geo- 
metrischer Beweis 594 
Verwandlung gemeiner Brüche in Sexa- 
gesimalbrüche 290, 291 
Verwandlung einer beliebigen Figur in 
ein gleichseitiges Dreieck 418, 419, 
426, 427; eines Rechtecks in ein Quadrat 
418,419; eines Dreiecks in ein Quadrat 
384, 385; der abgestumpften Pyramide 
in einen gleichhoben Cylinder 401—407 
Vieleck 378, 379; in n— 2 Dreiecke zer- 
legbar 122, 123 
Viereck 378, 379; ebenes 245—247; un- 
gleichseitiges 22 —97; zerfällt durch 
Diagonalen in 2 Dreiecke 92, 93; In- 
halt 94, 95 
Vierte Wurzel 631—583, Beispiel 531, 
532, arithmetischer Beweis 532—533 
Vigil —= Gleichungskonstante 519, 520 
Virga Aaron 552 
Virga visoria 298 
Virgula = Bruchstrich 518 
Visierlineal 354, 355. Siehe auch Re- 
gula, Alhidade 
Viterbo 305, 309 
Vollkommene Zahlen 447, 558—560; Sel- 
tenheit derselben 558, 559 
Volumen eines Fasses 406—411; des 
Kegels 432, 438; der Kugel 412, 413; 
des Kugelabschnittes 412 —415; des 
Prisma 396, 397, 430, 431; der Pyra- 
mide 395, 399, 401—407; der abge- 
stumpften Pyramide 430, 431; der Rund- 
säule 396, 397; des Würfels 410—411 


Vorzeichen 444 


Länge und 


W 
Waage, gleicharmige (statera) 334; un- 
gleicharmige (carasto) 297, 332, 334, 335 


Sachregister. 627 


Waage (Sternbild) 
308, 2 
Wächter = vigil 579 

Wassermann (Sternbild) 294, 309 
Wendekreise 303 

Weltpol 199, 214, 260, 319, 320 
Widder (Sternbild) 207, 224, 260, 261, 
Wien, geographische Länge 196; Meri- 
dian 307, 327 

Winkel 378, 379; rechter 380, 381; spitzer 
380, 381; stumpfer 380, 381; eines 
sphärischen Dreiecks aus den drei Seiten 
zu finden 243, 244 

Winkelmaass 366, 367 

Wissende Zahl = bekannte Zahl 469, 
475, D64 

Würfel 162, 163, 392, 393, 410-413 
Würfelverdoppelung 442, des Eratosthe- 
nes 293 

Wurzeln 233, 234, 446, 575—607 ; höherer 
Grade 444, 446, 531—545 
Wurzelausziehung 446, 523, 625 —545; 
allgemeine Anweisung dazu 543, 544; 
näherungsweise 597—607, Beispiele 598 
—604; Scheubelsche Formel 603, 604; 
in Form von Sexagesimalbrüchen 604 
Wurzel von der Wurzel 444, 531, 577 
Wurzelzeichen 444, 524, 575—578; bei 
Regiomontan 234, 278, 318. 
Wüstenfeld, Uebersetzungen arabischer 
Werke ins Lateinische 4; sein Urtheil 
über Plato von Tivoli als Uebersetzer 
unrichtig 6 


194, 213, 257, 299 


a. 2.0 70220 2 


Y 
Yles Lehrer des Algebras 467; des Eukli- 
des 449, 450, 46 


Z 
Zal = Gleichungskonstante 469 
Zahl, corporische, 490; ganze rationale 
573; lineare 524; in Potenz rational, 
wie geschrieben 576, Tafel dazu 576; 
potentionalische 524; rein negative 445, 
509 
Zahlenreihe, natürliche 524 
Zahlentheorie 432, 433, 446 
Zeichenregeln 445; für Addition 500 
501; für Multiplikation 505; für Sub- 
traktion 502, 503 
Zenith 368, 269 
Zensicubus 478, 479; eines Binoms 535 
Zensieulus 526 
Zensus oder Zens 457, 458, 461, 463, 
468—474; Zeichen dafür ein deutsches x 
473, 474. Siehe auch Ziens 
Zensus de zensu = zensdezens 473, 475, 
478; Zeichen dafür 476; einer Binoms 
531 
Zensdesenswurzel 477 
Zensus zensui de zensu 478; Zeichen da- 
für 478; eines Binoms 539, Beispiel 
539, 540 
Zerlegung der Vielecke in Dreiecke 
378, 379 
Zrens —= zensus 453, 460, 462—465, 472, 
478, 477, 479 
Zins = Tribut 470, 472 
Zinseszinsrechnung 219, 236, 238, 256, 
280 
Zodiacus 193, 194, 196, 206, 228, 230 
Zura (Ort bei Ferrara) 241 
Zwillinge (Sternbild) 237, 254, 260, 


272 


ie 
294, 299, 300, 302—304, 312, 313, 319, 
321, 330 


40* 


Folgende Druckfehler bittet man vor Gebrauch des Buches verbessern 
zu wollen. 


340, 7 v.u.: Ausustino. — 343,3 v.u.: Anfang. — 346, 2: quando ela. — 
351, 32: Länge gf. — 354: In der Figur 0o8o muss die auch im Original fehlende 
Stange ergänzt werden. — 360, 4 v.u.: ita cg. — 383,6 v.u.: das besagt. — 
389, 1 v.u.: 49--381. — 400, 23: archo hv. — 25: archo hv. — grande. — 27: 
hece. — 5 v.u.: pone h, v. — hoc. — 409, 28: seien d,g9,0. — 422, 1v. u. 
24,2487. — 431,5 v.u.: Archımeoes. — 459,27: 4 der zens. — 480,1; deeimum. — 
504, 26: restat. 
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Vorwort. 


Indem ich der Öffentlichkeit die vorliegende Abhandlung übergebe, 
habe ich die Verpflichtung, denen meinen Dank auszusprechen, die mir bei 
der Ausarbeitung derselben in der einen oder der anderen Weise behülflich 
gewesen sind. Aufser meinen Lehrern Herrn Prof. H. G. Zeuthen, der mir 
ursprünglich die Anregung zu dieser Untersuchung gab, und Herm Prof. 
J. L. Heiberg, der mir aus seinen Kollationen. Material entlieh, und die 
mir beide immer mit Rat und That beistanden, gebührt mein Dank in 
erster Reihe Herrn Dr. R. Besthorn, ohne dessen unschätzbare Auskünfte 
über die arabischen Menelaoshandschriften die Vollführung der wichtigsten 
Teile der Abhandlung nicht möglich gewesen wäre. 

Dem K. Bayerischen Kultusministerium, sowie der Direktion 
der K. Hof- und Staatsbibliothek zu München, die mich mit der 
gröfsten Zuvorkommenheit in den Stand setzten, fünf der lateinischen Mene- 
laoshandschriften aus Paris, Wien und Venedig gleichzeitig benutzen zu 
können, bringe ich meinen Dank dar; dem Vorstand der Handschriften- 
abteilung der K. Hof- und Staatsbibliothek zu München, Herrn Dr. F. Boll 
danke ich für alle von seiner Seite erwiesene Hülfe und Liberalität bei 
der Benutzung dieser Handschriften. 

Meinem Freunde Herrn cand. mag. Raphael Meyer, der mir nicht nur 
durch eine vorläufige Untersuchung der Vatikanischen Menelaoshandschriften, 
sondern auch bei der Korrektur der ganzen Abhandlung beistand, sowie 
Herrn cand. phys. Ernst Wagner, der einen Teil meines Manuskriptes der 
mathematischen Terminologie wegen durchlas und kritisierte, danke ich 
freundlichst für ihre bereitwillige Hülfe. 

Gröfsere Teile der Abhandlung sind in dem von Herrn Prof. A. v. Braun- 
mühl geleiteten math.- histor. Seminar der K. Technischen Hochschule zu 
München vorgetragen worden, und die durch den Vortrag erregte Diskussion 
und gegen denselben ausgeübte Kritik sind meiner Arbeit sehr zuträglich 
gewesen, was jedermann, der sich mit den Braunmühlschen Arbeiten 
bekannt gemacht hat, leicht verstehen wird. 


VI Vorwort. 


Die Abhandlung (jedoch ohne Nachtrag) wurde im Juni 1901 an 
die philosophische Fakultät, 2. Sektion der K. Ludwig-Maximilian-Universität 
zu München als Promotionsschrift eingereicht und von der Fakultät an- 
genommen; als Inauguraldissertation dienten Teile des 1., 2. und 6. Kapitels. 

Der Nachtrag, welcher erst nach der Drucklegung hinzugefügt ist, ist 
das Ergebnis von Untersuchungen in den Bibliotheken Roms. Die Form 
und der Umfang dieses Nachtrags, bei dessen Entstehung Zufälligkeiten 
eine Hauptrolle spielen mufsten, können mit vollem Recht kritisiert werden. 
Ich hoffe jedoch, dafs der Leser billigen wird, dafs ich den Inhalt dieses 
Nachtrags nicht in mehrere Spezialaufsätze und Notizen zerstückelt habe. 

Was die Trigonometrie der Ebene betrifft, auf die ich in meiner Dar- 
stellung nur soviel Rücksicht genommen habe, als es mir durch den Inhalt 
von Menelaos’ Sphärik geboten wurde, verweise ich den Leser, aufser auf 
die in der Abhandlung genannten Arbeiten, auf die Abhandlungen des 
Herım Prof. Fr. Hultsch, und namentlich auf einen- trefflichen Spezial- 
aufsatz im Weltall, 2. Jahrg. Seite 49—55. Der Verfasser kommt hier 
Seite 53—54 zu Resultaten, die, was die Trigonometrie der Ebene betrifft, 
mit den meinigen in Bezug auf die sphärische vollständig parallel laufen. 

Ob die Sinusfunktion, wie Hultsch Seite 55 annimmt, schon von den 
Griechen des 3. und 4. Jahrh. n. Chr, oder, wie ich annehme (vgl. Seite 86 
—88), erst von den Indern eingeführt wurde, sagt meiner Ansicht nach 
weniger, da wir doch durch unsere von einander ganz unabhängigen Unter- 
suchungen beide zu dem Schlulsergebnis gekommen sind, dals die Kreis- 
sehne die einzige trigonometrische Funktion der älteren Zeit war, dafs die 
Ersetzung derselben durch den Sinus erst in der Weiterentwickelung der 
Trigonometrie mehr als eine lediglich formale Verbesserung wurde, und 
endlich, dafs diese Weiterentwickelung »icht den Griechen zuzuschreiben ist. 

Dals die Einführung der Sehnenfunktion sich historisch durch die Ein- 
richtung und Anwendung der Hipparchschen Dioptra erklären lälst, möchte 
ich gegen Hultschs Annahme bezweifeln (vgl. Hultsch, 1. e. Seite 55); 
dafs Hipparchs Ausrechnungen sich nicht auf die Basis eines gleich- 
schenkligen Dreiecks und dessen Scheitelwinkel, sondern anf die Kathete 
und den gegenüberliegenden Winkel eines rechtwinkligen richteten, ist näm- 
lich selbstverständlich und braucht keineswegs ein Resultat der durch die 
Dioptermessung gegebenen Dimensionen (Dreieckselemente) zu sein; denn 
jedenfalls mufs das gleichschenklige Dreieck, um aufgelöst zu werden, in 
zwei rechtwinklige geteilt werden, ganz unabhängig davon, welche die ge- 
gebenen Dimensionen sind. Die Gründe dazu, dafs die Kreissehne die erste 
trigonometrische Funktion wurde, stecken auch viel tiefer, als dafs sie 
lediglich in den zufällig gegebenen Dimensionen bei einer bestimmten Art 


Vorwort. VI 


von Messungen bestehen sollten. Wir müssen uns vor Augen halten, dafs 
das Skelett der trignometrischen Tafeln in der Form einzelner bekannten 
Kreissehnen schon gegeben war, dals eine systematische Behandlung der 
Auflösung von Dreiecken, d.h. eine trigonometrische, immerhin (wie es 
auch heutzutage in unseren elementar - trigonometrischen Darstellungen ge- 
schieht) auf die Kreissehnenberechnung zurückzuführen war, und schliefslich, 
dals die sphärischen Probleme, die eine trigonometrische Behandlung er- 
forderten, die Aufmerksamkeit ganz direkt auf den Durchmesser lenkten, 
wie es in meiner Abhandlung Seite 116—118 und 129 dargelegt wird, 

Auf den kürzlich erschienenen 3. Teil, I! substrato matematico della 
Filosofia naturale dei Greei, von Herrn Prof. G. Lorias Werk: Le scienze 
esatte nell’ antica Grecia habe ich leider keine Rücksicht nehmen können. 
In diesem Werk, in dem endlich der Versuch gemacht worden ist, zwischen 
der Mathematik und den Naturwissenschaften der Griechen eine Brücke zu 
schlagen, wird auch (Seite 55-62) Menelaos eingehend behandelt, und 
mehrere der Resultate, zu welchen meine Spezialuntersuchungen mich führten, 
werden hier in grofsen Zügen dargelegt. Nur die Darstellung des Inhalts 
der Trigonometrie in Menelaos’ 3. Buch leidet an Mängeln, woran doch 
lediglich die schlechten Menelaosausgaben die Schuld haben. Die vor- 
sichtige Weise, auf welche die Erfindung der Trigonometrie und überhaupt 
die Vorgänge vor Ptolemaios von Herm Loria (Seite 64—67) behandelt 
werden, würde mich, selbst wenn die recht kläglich ausgefallene Ehren- 
rettung des Ptolemaios durch Herrn Prof. W. Förster (Weltall 2, Seite 16 
—18) nicht erschienen wäre, davon überzeugt haben, dafs mein Versuch, 
Delambres, Tannerys, v. Braunmühls und Hultschs Resultate mit 
Hilfe von Menelaos’ Sphärik noch fester zu stellen, vielleicht doch nicht 
ganz wertlos ist. 

Rom, Mai 1902. 

Axel Anthon Björnbo. 
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Einleitung. 


Während die Entwickelungsgeschichte der eigentlichen Geometrie der 
(riechen in den letzten Jahrzehnten von Forschen wie Paul Tannery, 
Cantor, Hultsch, Heiberg, Zeuthen u. a. immer mehr klar gelegt 
worden ist, und die Reihe der in neuen textkritischen Ausgaben vorliegenden 
griechischen Geometer immer wächst, giebt es ein anderes Gebiet, das noch 
ziemlich vernachlässigt ist. Es ist dies die Litteratur, die entweder als 
„Einführung in die Astronomie“ zu bezeichnen ist, oder die ihre Entstehung 
hauptsächlich der Anwendung in der Astronomie zu verdanken hat. Nicht 
nur ist erst die Geschichte des Inhalts dieser Werke herzustellen, sondern 
aufserdem liegen dieselben in so schlechten Ausgaben vor, dals eine ziemlich 
grofse Herausgeberthätigkeit vorausgehen mufs, bevor diese Geschichte sich 
erschöpfend behandeln läfst. 

Diese Werke gehören fast alle der Sammlung an, die den Namen 
wixgög Koroovouodusvog — die mittleren Bücher — führt, weil dieselben 
ihrerzeit als Einleitung zum Studium des Ptolemaios verwendet wurden, 
nachdem der Schüler erst die Euklidischen Elemente inne hatte. 

Von den Werken dieser Sammlung, die wir hier gebrauchen werden, 
liegt nur Autolykos!) in einer genügenden Ausgabe vor, dagegen Euklids 
Phainomena?) und Theodosios’ drei Werke”) in schlechten Ausgaben, oder 
sogar nur in Übersetzungen. 

Mit den Werken der eigentlichen Astronomie verhält es sich schon 
besser. Hipparchs Kommentar zum Aratos,t) Geminos’ Eisagoge”) und die 


1) Autolyei de sphaera quae movetur et de ortibus et occasibus, ed. F.Hultsch, 
Leipzig 1885. 

2) Euclidis phaenomena, ed. D.Gregory, London 1703; deutsch von A.Nokk, 
Freiburg 1850. 

3) Theodosii sphaerica, ed. Nizze, Berlin 1852; deutsch von Nizze, Stral- 
sund 1826. 

4) Hipparchi in Arati Phaenomena Commentaria, ed.C.Manitius, Leipzig 
1894 (mit deutscher Übersetzung). 

5) Gemini elementa astronomiae, ed.C. Manitius, Leipzig 1898 (mit deutscher 
Übersetzung). 

Abh. z, Gesch. d. math, Wissensch. XIV, i 


2 Einleitung. 


Astronomie von Theon von Smyrna®) sind schon neu herausgegeben; die 
Hälfte von Ptolemaios’ Syntaxis”) (Almagest) auch; dagegen bilden die 
Kommentare zu letzterer von Theon von Alexandria,”) für die wir in 
dieser Abhandlung vielfach Verwendung haben, in dieser Beziehung eine 
Ausnahme. 

Der Verfasser, mit dem wir uns namentlich beschäftigen werden, Me- 
nelaos von Alexandria, gehört auch zu den von den Geschichtsschreibern 
der Mathematik ziemlich vernachlässigten. Sein Hauptwerk, die Sphärik, 
das auch zu den mittleren Büchern gerechnet wird, liegt nur in schlechten 
und aulserdem sehr seltenen Ausgaben vor. Wenn dieses Werk, trotz des 
interessanten Inhalts und der offenbaren Originalität des Verfassers, nur 
wenig beachtet worden ist, so kommt es hauptsächlich daher, dafs der 
griechische Text verloren gegangen und das Werk somit nur durch arabische 
Übersetzungen erhalten ist. 

Über die unzweifelhafte Bedeutung dieses Werkes ist erst kürzlich 
Licht geworfen, und zwar von A. v. Braunmühl, der in seiner @eschichte 
der Trigonometrie dem Menelaos das ihm gebührende Lob gespendet, wäh- 
rend er schon in zwei vorher erschienenen Abhandlungen?) mit Fug und 
Recht geschieden hat zwischen dem, was in der That dem Menelaos, dem 
Nassir-eddin-Tüsi und dem Regiomontanus von den Erfindungen auf 
den Gebieten der Sphärik und der sphärischen Trigonometrie zuzuschreiben 
ist. Leider ist er doch mitunter durch den Gebrauch einer sehr schlechten 
Menelaosausgabe irre geführt worden. 

Eine Geschichte der Sphärik ist bisher nicht hergestellt.1%) Nur ge- 
legentlich ist sie in der Geschichte der Astronomie, die sehr eng mit der 
der Sphärik zusammenhängt, behandelt worden. In Betracht kommen hier 
aufser Beiträgen von Nokk, Hultsch und Heiberg?') namentlich zwei 


6) Theonis Smyrnaei opera, ed. Hiller, Leipzig 1878; Theon de 
Smyrne, par J. Dupuis, Paris 1892 (mit französischer Übersetzung). 

7) Ptolemö6e, !’Almageste, par Halma I—II, Paris 1813 (mit französischer 
Übersetzung); Ptolemaei Syntaxis mathematica, ed. J. L. Heiberg, Pars I, 
Leipzig 1894. 

8) Theonis Alexandrini commentariorum libri XI, Basel 1538; die Aus- 
gabe von Halma (Paris 1822) stand mir nicht zur Verfügung, 

9 A. v. Braunmühl, Geschichte der Trigonometrie I, Leipzig 1900; vgl. 
idem, Nassir Eddin Tüsi und Regiomontan, Abh. der k. Leop.-Carol. Deutschen 
Akad. der Naturforscher 71, 1897. 

10) Vgl. P. Tannery, La geometrie greeque, p. 12. 

11) Vgl. unten Kap. 4, b. 

12) Delambre, Histoire de V’astronomie ancienne 1—2, Paris 1817; P. Tan- 
nery, Recherches sur U’histoire de l’astronomie ancienne, Paris 1893. — M. Cantor, 


Einleitung. > 


Delambre giebt eine gute, sehr umfangreiche Darstellung der alten 
astronomischen Methoden mit den modernen verglichen. Seine Darstellung 
ist aber nicht immer deutlich, überhaupt nicht leicht zugänglich, und, was 
die geschichtlichen Erläuterungen betrifft, schon veraltet. Aulserdem steht 
er zu sehr auf dem Standpunkte des modernen Mathematikers, um die Alten 
richtig zu beurteilen; es fehlt ihm an geschichtlichem Sinn, z. B. eben dem 
Menelaos gegenüber. 

Tannerys Werk ist ebenso klar und deutlich wie geistreich und inter- 
essant; doch scheint Tannery die Sphärik des Menelaos einer genaueren 
Prüfung nicht unterworfen zu haben. 

Mitteilungen über die Überlieferung der Sphärik des Menelaos finden 
wir bei mehreren Verfassern, die die Thätigkeit der Araber behandelt haben.'?) 
Die genaueste Zusammenstellung giebt uns M. Steinschneider.'*) Die 
neuesten Aufschlüsse finden wir bei H. Suter.'”) Bei den hebräischen Über- 
setzungen müssen wir uns wieder auf die Autorität Steinschneiders 
stützen. 1) 

Ein Vergleich der mittelalterlichen lateinischen Übersetzung und der 
lateinischen Druckausgaben ist bis jetzt noch nicht unternommen; eine Unter- 
suchung der arabischen und hebräischen Handschriften allerdings auch nicht; 
denn, was Steinschneider u. a. geben, ist lediglich eine Übersicht über 
die arabischen Berichte und das vorliegende Handschriftenmaterial. In einer 
Abhandlung über die ‚mittleren Bücher in den Händen der Araber erwähnt 
Steinschneider'”) doch eine Pariserhandschrift, die eine mittelalterliche 
lateinische Übersetzung der Sphärik enthält, und giebt uns als Anregung zu 
näherer Untersuchung verschiedene Aufschlüsse über den Inhalt. 

Unser Zweck wird es sein, nachdem wir die Berichte über Menelaos 
gesammelt haben, zuerst zu versuchen, den Inhalt der Sphärik festzustellen, 
danach diesen Inhalt näher zu untersuchen, um das Werk des Menelaos 


Geschichte der Mathematik, und R. Wolf, Geschichte der Astronomie, behandeln 
beide einen so grolsen Stoff, dafs sie auf Detailuntersuchungen verzichten müssen, 

13) 2.B. Leelere, Histoire de la medecine arabe I—II, Paris 1876; Hammer, 
Litteraturgeschichte der Araber. 

14) M. Steinschneider, Die arabischen Übersetzungen aus dem Griechischen, 
2. Abschnitt Mathematik, $ 111—112, Zeitschr. d. Deutsch. Morgenl. Gesell- 
schaft 50, p. 196 ft. 

15) H. Suter, Die Mathematiker und Astronomen der Araber und ihre Werke, 
Abh. z. Gesch. der math. Wissenschaften, Leipzig 1900. 

16) M. Steinschneider, Die hebräischen Übersetzungen des Mittelalters 1—2, 
Berlin 1893, 2, $ 319, p. 515 ff. 

17) Idem, Die mittleren Bücher der Araber und ihre Bearbeiter, Zeitschr. 
f. Math. u. Physik 10, p. 456 ff. 

1= 


4 Erstes Kapitel. 


in seinen Verhältnissen zu den Vorgängern und den Nachfolgern, sowie die 
Stellung, die es überhaupt in der Geschichte der Mathematik und der Astro- 
nomie einnimmt, zu ‚beurteilen. 


Erstes Kapitel. 
Die Berichte über Menelaos. 


1. Plutarch (Zeitgenosse des Trajan) „de facie in orbe Tunae“ cap. 17 
(Plutarchi moralia, ed. Bernardakis V, p. 429). 

Hier läfst der Verfasser eine der Personen der in Dialogform gehaltenen 
Abhandlung sich mit folgenden Worten an einen anwesenden Menelaos, in 
dem er den Mathematiker erkennt, wenden: „Ich schäme mich fast, lieber 
Menelaos, in deiner Gegenwart eine mathematische Thesis, die als Basis 
für die katoptrischen Untersuchungen gilt, hervorzuheben .. .“. 

2. Ptolemaios (thätig ca. 125—151 n. Chr.), Syntaxis VII, cap. 3 
(ed. Halma II, p. 25 u. 27). 

Hier werden zwei Observationen mitgeteilt, die „der Geometer Me- 
nelaos“ im ersten Regierungsjahr des Trajan in Rom gemacht hat.!'*) 

3. Pappos (3. Jahrh. n. Chr.) svvayoyn (colleetiones): 

a) IV, 36 (ed. Hultsch, p. 270): „Von den Kurven, die Demetrios 
von Alexandria und Philon von Tyana untersuchten, und die manche merk- 
würdige Eigenschaften haben, ist eine von Menelaos besonders hervorgehoben 
und zwar die, die er "nugddogog’ nannte.“ "?) 

b) VI,1 (ed. Hultsch, p. 476): Eine Figur, die von drei gröfsten 
Kreisbogen umschlossen ist, nennt Menelaos in der Sphärik „rolmw.evgov*.'”) — 
An derselben Stelle beweist Pappos vier Sätze über sphärische Dreiecke, 
die wir in Menelaos’ Sphärik wiederfinden. 

ec) VI, 55 (ed. Hultsch, p. 602): Über die Untergänge der Tierkreis- 
zeichen hat „Menelaos der Alexandriner“ eine Abhandlung (mgayuereie) 
geschrieben. ?®) — Diese Stelle gehört zum Kommentar zu Euklids gaıvoö- 
usve, wo ähnliche Probleme behandelt sind. 


17®) Dieser Bericht wird in der späteren astronomischen Litteratur immer 
wieder reproduziert, zuerst in Proklos' dwortinwangz. 

18) Vgl. Chasles, Apergue historique, p. 23. 

19) Vgl. unten Kap. 4,a. 

20) Die Übersetzung von Hultsch „reeyuersi« = commentarium“ ist nicht 
als Kommentar im modernen Sinn dieses Wortes zu verstehen. 


- 
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4. Theon von Alexandria (ca. 365 n. Chr.) in den Kommentaren 
zu Ptolemaios’ Syntanis: 

a) zu I, cap. 10 (ed. Halma, p. 110) sagt Theon bei der Erwähnung 
der Sehnentafel des Ptolemaios: „Von Hipparch wurde nun auch eine 
Abhandlung in 12 Büchern über die Geraden im Kreise verfa/st, ferner auch 
von Menelaos eine in 6 Büchern.“ ®') 

b) zu II, cap. 7 (ed. Halma, p. 266). Zur Bestätigung der Kongruenz 
zweier sphärischer Dreiecke fügt Theon hinzu: „so wie es Menelaos in 
der Sphärik beweist“.””) 

e) zu VI, cap. 11 (Baselerausgabe, p. 342—43) sagt Theon: „Die von 
Ptolemaios hier vorgeführte Theorie läfst sich besser erörtern, wenn erst 
zwei Theoreme der Sphärik bewiesen werden‘ Danach referiert Theon zwei 
Kongruenzsätze sphärischer Dreiecke mit Beweis, Er schliefst mit den 
Worten: „Dies bewies also Menelaos im ersten Buche der Sphärik.“?®) 

5. Proklos (ca. 410—485 n. Chr.) im Kommentar zum ersten Buche 
der Euklidischen Elemente (ed. Friedlein, p. 345) bemerkt zu Euklid I, 25: 
„Die Beweise dieses Satzes, die die anderen besorgt haben, wollen wir kurz 
berichten, und zwar zuerst den, welchen Menelaos der Alexandriner erfand 
und mitleilte.“ Nun folgt der neue Beweis von Menelaos, danach ein 
anderer von Heron dem Mechaniker. **) 

Weitere Berichte aus griechischen (oder römischen) Quellen habe ich 
nicht finden können.?®) Aus den zitierten geht aber schon folgendes hervor: 

Menelaos, aus Alexandria gebürtig, war in Rom zur Zeit des Regie- 
rungsantritts des Kaisers Trajan (25. Jan. 98 n. Chr.) mit astronomischen 
Beobachtungen, und zwar mil solchen, die zunächst zum Gebrauch eines Fix- 
sternkatalogs zuträglich waren, beschäftigt (man schlielst so wegen der An- 
wendung in Ptolemaios’ Syntaxis). — Menelaos’ Zeitgenosse, der berühmte 
Schriftsteller Plutarch, kennt und schätzt einen Menelaos als tüchtigen 
Mathematiker. — Menelaos ist Verfasser einer Sphärik in mindestens zwei 
Büchern (nach der arabischen Überlieferung wahrscheinlich drei). In diesem 
Werk hat er dem sphärischen Dreieck den Namen rolnkevgov gegeben, welcher 
Name später von den Griechen allgemein verwendet wurde (vgl. unten Kap. 
4,a u. c). Im ersten Buche der Sphärik standen verschiedene Fälle von 
Kongruenz solcher Dreiecke. — Menelaos hat ferner wahrscheinlich eine 

21) Vgl. unten Kap. 6, a. 22) Vgl. unten Kap. 3. 

23) Vgl. unten Kap. 3. 24) Vgl. unten Kap. 4, c. 

25) Theon von Smyrna (Zeitgenosse des Menelaos) erwähnt ihn nicht; 
Nikomachos auch nicht. Spätere Verfasser wie Jamblichos (in dessen leider 
verlorener Sphärik man zunächst Berichte über Menelaos hätte erwarten können), 
Porphyrios, Eutokios und Diophant auch nicht. 


“ 
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Sehnenberechnung in 6 Büchern verfafst, sowie .eine Abhandlung über Unter- 
gänge der Zeichen des Tierkreises. Er hat einen neuen Beweis zu Euklid I 25 
irgendwo veröffentlicht und einer transcendenten Kurve, die er „die wunder- 
bare“ nannte, seine besondere Aufmerksamkeit gewidmet. 


Es giebt andere Berichte über Menelaos, nämlich die von den Arabern 
herrührenden, die jedoch mit gewisser Vorsicht aufzunehmen sind. 

Aufser den Mitteilungen über die Sphärik und den Text derselben, 
denen wir ein eigenes Kapitel widmen wollen, sind es die folgenden: 


1. Nach mehreren arabischen Eneyklopädien®®) hat Menelaos ein me- 
chanisches Werk verfalst, das ins Arabische übersetzt wurde. Über den 
Titel desselben gehen die Quellen auseinander. 

So befindet sich nach Casiri”) im Escorial eine Handschrift (Cod. 
Eseur. 905), wo (fol. 360) Menelaos gelobt wird. Es wird da gesagt: 
„Seine Werke kamen erst in syrischer, dann in arabischer Übersetzung heraus. 
Er schrieb das Buch über sphärische Figuren und: “liber de quwantitate 
et distinctione corporum mixtorum”’.“ 

Dagegen heifst ein im Cod. Eseur. 955 in arabischer Übersetzung ent- 
haltenes Werk: „Menelai ad Timotheum Regem Liber de Stalica, ubi 
de Corporum mistorum quwanlitate et pondere“ 

Letzteren Titel nimmt Steinschneider als richtig an.”®) Einen dritten 
hat Wenrich,?”) nämlich: „De cognitione quantitatis diseretae cor- 
gyorum permixtorum‘“ Dieser Titel ist nach Suters Ansicht der richtige, 
weil El-Chazini (ea. 1100) in einer Abhandlung über die spezifischen Ge- 
wichte einfacher und zusammengesetzter Körper Archimedes und Mene- 
laos als Gelehrte nennt, die sich mit dieser Frage beschäftigt haben. ®®) 

2. In Kitab-el-Fihrist wird Menelaos als Verfasser zu „Elemente der 
Geometrie“, redigiert von Täbit ibn Korrah in 3 Traktaten, genannt.”®) 


26) Es sind dies: Kitab-al-Fihrist von Abul Farag Muh. b. Ishagq (el Na- 
dim); Tarich el hokama von Ibn el Kifti und Lexicon bibliogr. et encyel. von 
Haji-Khalfa, ed. Flügel, Leipzig 1835—58. — Das Mathematikerverzeichnis 
im Fiihrist ist von H. Suter ediert, Zeitschr. f. Math. u. Physik 37, Supplement. 

27) Casiri, Bibl. Arabieo- Hispan. Escurialensis TI—II, Codices Math. I, 
p. 339 ff. 

28) Steinschneider, Arab. Übers. $ 112. 

29) Wenrich, de auct. Graec. verss. Syriac. Arab. p. 211. 

30) Suter, l. ec. p. 226. In Suters Übersetzung von Fihrist heifst der Titel: 
„Über die Kenntnisse der Gröfse und Einteilung der verschiedenen Körper, verfa/st 
im Auftrag des Kaisers Domitian“. Dals mit Körper nicht Himmelskörper ge- 
meint sind, wie Suter damals vermutete, ist später klar gelegt worden. : Über den 
Namen „Domitian“ thut man nach Steinschneider am besten zweifeln. 
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3. Dieselbe Bibliographie schreibt dem Menelaos ein „Buch der 
Dreiecke“ zu, von welchem nur ein kleiner Teil ins Arabische übersetzt 
worden ist.°®) 

Man mufs also annehmen, dafs ein bisher ganz unbekanntes mecha- 
nisches Werk von Menelaos, und zwar ein hydrostatisches im Cod, Esceur. 955 
in arabischer Übersetzung vorliegt. Es scheint uns dies nicht mit den 
übrigen Leistungen unseres Verfassers zu stimmen. Die griechischen Astro- 
nomen schrieben jedoch oft mechanische Werke, Hipparch z. B. „neei rüv 


dia Bdoovg Adrw pegoutvanr.“?t) 


Über den Titel: „Elemente der Geometrie“ schreibt Steinschneider: 
„Dieses sonst unbekannte, verdächtige Buch ist von Kifti weggelassen, und 
Chwolson erwähnt es in seinem Verzeichnisse von Thabits Schriften gar 
nicht.“ — Es würde aber mit der oben zitierten bisher unbeachteten Notiz 
von Proklos durchaus passen, dals Menelaos ein solches Werk verfafst hat.??) 

Ob Menelaos vielleicht in diesem Buch oder in einem „Buch der 
Dreiecke‘ Reihen von Dreiecksätzen in der Ebene, die wir in Euklid nicht 
finden, den von ihm auf der Kugel bewiesenen analog, wie z. B. die voll- 
ständige Kongruenztheorie, gesammelt hat, lassen wir dahingestellt. 

4. Im „Liber trium fratrum“ (ed. Curtze, p. 150)°?) wird dem Menelaos 
„in seiner Geometrie“ eine Würfelverdoppelung zugeschrieben, und zwar die- 
selbe, die man nach Eutokios allgemein dem Archytas von Tarent beilegt. 

Der Erfinder dieser Würfelverdoppelung war jedenfalls Archytas; 
denn Eutokios®*) sagt ausdrücklich: „H 'Agyörov edonoıs, og Ebönnog 
iorogei“, und Eudemos, unsere beste Quelle, was die griechische Mathe- 
matik betrifft, lebte ca. 400 Jahre vor Menelaos. 

Ob Archytas’ Beweis vielleicht später in demselben Werke, in welchem 
Menelaos (nach Pappos’ Bericht) die paradoxale Kurve behandelte, auf- 
genommen wurde, müssen wir dahinstellen. Archytas’ Verfahren besteht 
in der Bestimmung des Schnittpunktes einer Kegelfläche mit einer eylindri- 
schen Raumkurve (der sogen. Tore). Die paradoxale Kurve des Menelaos 
ist nach einer Hypothese von Tannery **) dieselbe wie die Kurve des 


31) Simplikios, de coelo I, p. 61B. 

32) Nachträglich erfahre ich, dals Gino Loria in seinem Buch: Le scienze 
esatte nell’ antica Grecia III, p. 60 den Bericht des Proklos zitiert. 

33) „Liber trium fratrum‘“ rührt von Muhammed, Ahmed und Alhasan, 
Söhnen des Müsä ibn Schäkir, die in der ersten Hälfte des 9. Jahrh. lebten, 
her. Curtzes Ausgabe befindet sich in Nova acta der ksl. Leop.-Carol. 
Deutschen Akad, der Naturforscher 49, Halle 1885. 

34) Archimedis opera omnia, ed. Heiberg III, p. 98 ff. 

34°) Vgl. Tannery, Notes pour Vhistoire des courbes et des surfaces dans 
V’antiquite, Bullet. des sciences math. et astr. Tome VII—-VII. 
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Viviani, d. h. die Kurve von doppelter Krümmung, die durch Schnitt einer 
Cylinderfläche mit einer Kugel entsteht. Angenommen, dafs Tannerys Hy- 
pothese richtig ist, so würden wir uns allerdings leicht vorstellen können, 
dafs Menelaos den Beweis des Archytas reproduziert hat.?°) 

Auch über die astronomische Thätigkeit des Menelaos finden wir Auf- 
schlüsse bei den Arabern. Die in Frage kommenden Nachrichten habe ich 
anderswo (Bibl. math. 1901, p. 196 ff.) zusammengestellt. Die Resultate dieser 
Untersuchung werde ich hier kurz wiederholen: 

1. Al-Battani (f ca. 928) stützt seine Bestimmung der Präcession 
der Nachtgleichen (vgl. Albategnius, De numeris et motw stellarum fixa- 
rum, transl. a Platone Tiburtino, Bononiae 1645, p. 201—202) auf drei 
Öbservationen, die er dem Menelaos zuschreibt. Die eine dieser Öbserva- 
tionen hat er der Syniaxis entnommen, wie er auch selbst sagt. 

Für die zwei anderen scheint er sich auf ein Werk von Menelaos 
selbst zu stützen. Wenigstens geht es aus den Zahlenwerten dieser zwei 
Längenbestimmungen hervor, dafs dieselben kaum mit Hilfe der Syntawis 
des Ptolemaios von Al-Battani unterschoben sein können. Dann werden 
wir aber gezwungen anzunehmen, dals Al-Battani in der That authen- 
tische von der Syntawis unabhängige Berichte über Fixsternbestimmungen des 
Menelaos besafs. 

Es scheint zunächst, dals Ptolemaios und Al-Battani aus den ihnen 
zur Verfügung stehenden menelaischen Bestimmungen nur einzelne für ihre 
Präcessionsberechnung besonders geeignete herausgegriffen haben. Die vier 
überlieferten Bestimmungen (Sirius, Regulus, Spica und ß Scorpi) lassen 
uns auch annehmen, dals Menelaos’ Fixsternbestimmungen eine beträcht- 
liche Anzahl ausgemacht haben. Dagegen scheinen sie nicht besonders gut 
gewesen zu sein, indem die Längen im allgemeinen ea. 1° zu klein geworden 
sind. Die Ursache ist wahrscheinlich ein Imtum in Bezug auf den Unter- 
schied des siderischen und des tropischen Jahres. 

Die fehlerhafte Prücessionsbereehnung in Ptolemaios’ Syntaxis ist 
wahrscheinlich eine Folge dieses Irrtums, die auch die Präcession des Al- 
Battani beeinflulst haben dürfte, obwohl natürlich in minderem Umfang. 

Bemerkenswert ist, dals Al-Battani offenbar viel mehr Vertrauen zu 
Menelaos’ Bestimmungen hatte als zu denen des Ptolemaios. Da die 


35) Nach Curtze, l.e. p. 158 wird im liber trium fratrum auch die archi- 
medische Berechnung der Kugel-OÖberfläche und -Volumen der „Geometrie“ des Me- 
nelaos zugeschrieben. Dies beruht aber lediglich auf einer unrichtigen Text- 
korrektur; vgl. meinen Aufsatz in Bibl. math. 1902, Über zwei math. Hss. aus 
dem 14. Jahrh. 
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von Ptolemaios angenommene Präcession nach Al-Battani falsch war, 
und man nach dem Inhalt von Ptolemaios’ 7. Buch annehmen mufste, 
dafs sein Fixsternverzeichnis nicht ein Ergebnis eigener Beobachtungen, 
sondern eine Kompilation aus den Arbeiten seiner Vorgänger war, so war 
es notwendig, einen dieser Vorgänger als den eigentlichen Beobachter zu 
betrachten, und dementsprechend die Längen im Ptolemaios zu korrigieren. 
Al-Battanis Bericht zeigt uns, dals man damals den Menelaos als diesen 
wahren Beobachter betrachtete. Noch bestimmter entschied sich ein Nach- 
folger des Al-Battani für Menelaos, nämlich: 

2. Abul-Hosein Abdalrahman Al-Süfi (f 986). Er berichtet in 
seiner „Abhandlung über die Fixsterne mit Figuren“ (ediert von Schjellerup 
St. Petersburg 1874, p. 42), dafs Ptolemaios sein Fixsternverzeichnis durch 
Addition von 25 Minuten zu den Längenbestimmungen des Menelaos her- 
stellte, und zwar bei allen in seinem Katalog aufgenommenen Sternen. Es 
stimmt dies allerdings mit den Angaben in der Syntaxis in Bezug auf die 
zwei in diesem Werke referierten Beobachtungen des Menelaos. Es stimmt 
aber keineswegs für die zwei von Al-Battani dem Menelaos zugeschriebenen 
Längenbestimmungen, von denen die eine um 40’, die andere um 20” von 
den Längen in Ptolemaios’ Katalog abweicht. 

Durch die Behauptung aber, dals Menelaos ein grofses Fixsternver- 
zeichnis verfalst hat, erreicht Al-Süfi, den Katalog des Ptolemaios als 
einen für eine bestimmte Zeit gültigen verwenden zu können. Dementspre- 
chend hat er auch mit Hülfe der Präcession des Al-Battani die Längen 
im Ptolemaios, nachdem er dieselben zuerst auf die Zeit des Menelaos 
zurückgeführt hat, zur Herstellung seines eigenen Fixsternkatalogs benützen 
können. 

Aus diesen Gründen können wir dem Bericht des Al-Süfi keinen 
Glauben schenken, sondern müssen ihn als eine aufgebauschte Interpretation 
betrachten, die Al-Sufi brauchte, um sein eigenes Verfahren nicht in Mils- 
kredit zu bringen. 

Al-Süfis Werk wurde um das Jahr 1256 ins Kastilianische unter 
dem Titel „Abolfazen (oder Albohazen): Libro de las estrellas“ übersetzt, 
und der Bericht über Menelaos’ grolses Fixsternverzeichnis wurde bis auf 
Copernieus und Tycho Brahe als authentisch betrachtet (vgl. die oben 
erwähnte Abhandlung in Bibl. Math. 1901, p. 196 fi.). 

3. Haji-Khalfa (ed. Flügel III, p. 471) notiert in seinem Werkver- 
zeichnis: „observationes astronomicae a Menelao anno 854 (d. h. 107 n. Chr.) 
factae.“ 

Die vorhergehende Zusammenstellung der uns überlieferten Berichte über 
Menelaos zeigt, dafs seine Verfasserwirksamkeit wenigstens folgendes umfalst: 
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1. Sphärik (3 Bücher). 

2. Über die Geraden im Kreise (6 Bücher). 

3. Hydrostatik. 

4. Abhandlung über die Untergänge der Tierkreiszeichen. 
5. Elemente der Geometrie (3 Bücher?). 


6. Irgend eine Publikation über transcendente Kurven. 
7. Eine Reihe von Fixsternbestimmungen., 
8. Buch der Dreiecke? 


Zweites Kapitel. 
Die Überlieferung der Sphärik. 


Der griechische Text der Sphärik ist wie gesagt verloren, und unsere 
Kenntnisse derselben verdanken wir also lediglich den arabischen oder den 
nach denselben gemachten hebräischen und lateinischen Übersetzungen. Weil 
aber die Araber nach ihrer Gewohnheit das von ihnen hoch geschätzte Werk 
immer neu revidierten, ist die Überlieferungsgeschichte eine ziemlich ver- 
wickelte geworden. 

Zu meinen Untersuchungen stand mir zuerst nur die Druckausgabe 
von Halley zur Verfügung.®®) Ich fühlte aber bald, dafs ich nach einer 
ganz unsicheren Grundlage arbeitete. In einem Beweis wurde nach dieser 
Ausgabe die sinus versus-, in Corollaren die tangens-Funktion gebraucht. 
Die Griechen hatten aber, wie bekannt, keine Kenntnis dieser Funktionen. 
Überhaupt kam mir vieles in den Beweismethoden ungriechisch vor. Aufser- 
dem war es mir überhaupt unmöglich, Halleys Zusätze von dem Text der 
Sphärik zu unterscheiden. 


et) zur Hand zu be- 


Es gelang mir dann, die Maurolycusausgabe 
kommen. Dieselbe war jedoch ganz unanwendbar. In der Vorrede sagt der 
Herausgeber selbst, dals er „nicht möglichst viele, sondern passende“ T'heoreme 
von ihm selbst hinzufügen würde. Die letzte Hälfte des dritten Buches 


36) Menelai Sphaericorum libri III, quos olim, collatis MSS. Hebraeis et 
Arabieis Typis exprimendos curavit Vir. Cl. Ed. Halleius; Praefationem addidit 
G. Costard, Oxonii 1758. 

37) Theodosii Sphaericorum elementorum Tibri III ex trad. Maurolyei 
Messanensis Mathemathiei; Menelai Sphaericorum libri III ex trad. eiusdem; 
Maurolyei Sphaericorum libri II ete. Messanae 1558. 


Die Überlieferung der Sphärik. 11 


hat er nicht mitgenommen, weil er sie für eine genauere Erörterung in 
seiner eigenen Sphärik zurückhalten wollte. 

Es wurde mir klar, dafs ich zu den Handschriften Zuflucht nehmen 
mufste, und zwar zu den lateinischen, weil ich die arabischen so wenig wie 
die hebräischen lesen konnte. 

Nun steht im Verzeichnisse®®) über die von Gerhard von Uremona 
am Schlufs des 12. Jahrhunderts zu Toledo erledigten Übersetzungen aus 


d Arabischen: 
Di es „aber Mile: tractatus III.“ 


„Mileus“ ist aber nur eine durch Mifsverständnis des Arabischen hervor- 
gerufene Verdrehung von „Menelaos“. 

Diese älteste lateinische Übersetzung vermutet Steinschneider°®) in 
dem oben erwähnten Pariser Codex Nr. 9335 zu finden; denn da befindet 
sich ein „liber Mileij de figuris sperieis“ in 3 Traktaten (Büchern). Einzelne 
andere lateinische Menelaoscodices sind ihm und anderen bekannt, jedoch 
nur dem Namen nach. 

Nach den Katalogen und Handschriftenverzeichnissen nahm ich mir 
vor, das vorliegende Material genauer zu konstatieren, und es gelang mir, 
die Existenz von 17 bis 18 lateinischen Handschriften festzustellen, die nach 
den Titeln alle Menelaos’ Sphärik enthalten. Von 9 dieser Handschriften 
kann ich konstatieren, dafs sie alle Abschriften derselben mittelalterlichen 
lateinischen Übersetzung sind, indem ich 5 selbst kollationiert habe, wäh- 
rend mir mein früherer Kollega cand. Raphael Meyer über die 4 anderen, 
die alle in Rom liegen, wertvolle Aufschlüsse gegeben hat. Die 5 von mir 
kollationierten sind: 

1. Cod. Parisinus Arsenalis 1035, 15. Jahrh.*°) 

2. Cod. Parisinus 9335 (Bibl. nationale), 14. Jahrh. *') 
3. Cod. 8. Marco Venetiar. Cl. XI, 90, 14. Jahrh. 

4. Cod. 8. Marco Venetiar. Cl. XI, 63, 15. Jahrh.“?) 
5. Cod. Vindobonensis 5277, ca. 1525.%°) 


38) Vgl. Boncompagni, della vita e delle opere di Gherardo Cremo- 
nese, Roma 1851; Wüstenfeld, Die Übersetzungen arabischer Werke in das 
Lateinische, Abh. d. k. Gesellsch. d. Wiss. zu Göttingen 22, u. a. 

39) Zeitschr. f. Math. u, Physik 10, p. 483 ff. 

40) Catal. des manuserits de la bibl. de l’Arsenal, par M. Martin I, p. 246, 
Paris 1886; vgl. Leclere, 1. e. II, p. 410 u. 492. 

41) Inventaire des manuserits latins conservee & la bibl. nat. sous les numeros 
8823—18613, par L. Delisle, Paris 1863—71, p. 28; vgl. oben Steinschneider 
und Leelere. Eine Beschreibung ds. Hs. gebe ich in Bibl. math. 1902. 

42) Bibl. manuseripta ad S. Mare. Venetiarum digessit J. Valentinelli, 
Venetiis 1871, Codd. mss. lat. IV, p. 218, 249 u. 266; vgl. unten Note 168. 

43) Tabulae codd. mss. praeter Graecos et orientales in Bibl. Palatina- Vindob. 
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Die vier Handschriften, die nach den Aufschlüssen von Hrn. Meyer 
denselben Text enthalten, sind: 


6. Cod. Vaticanus 4571 e Fondo Vaticano. 
7. Cod. Vaticanus 1351 e Fondo Palatino. 
8. God. Vaticanus 1261 e Fondo Reginae Sueciae. 
9. Cod. Vaticanus 1268 e Fondo Reginae Sueciae. 


Mit Sicherheit vermute ich denselben Text in folgenden 6 Handschriften: 

10. Cod. Digby 168 (Oxford): „Excerpta ex libris Milei sive Menelai 
Alexandrini de figuris sphaericis“, 13. Jahrh. (nur Fragmente). 

11. Cod. Digby 178 (Oxford): „Propositiones in libris tribus Sphaeri- 
caruım Menelai sive Milei additis hie illie demonstrationibus“, 14.—15. Jahrh. 
(nur Fragmente).**) 

12. Cod. Rheno-Trajectoriae (Utrecht) 725 „Mylaeus, opus de figuris 
sphaerieis“, 15. Jahrh.*°) 

13. Cod. 8, Mareo Venetiar. Cl. XI, 5. „Menelai de figuris sphaerieis“, 
15. Jahrh. *?) 

14. Cod. 8. Marco Florent. 184. „Zractatus Milaei et Campani“ (defekt). 

15. Cod. 8. Marco Florent. 203. „Mileii Romani de figuris sphaerieis.“*°) 

Dagegen enthält: 

16. Codex Parisinus 7251: „Menelai Sphaericorum libri tres Fr. Mau- 
rolyco interprete“‘, 16. Jahrh. *") wohl entweder eine Abschrift der Maurolycus- 
ausgabe, oder aber gehört dieser Codex dem schriftlichen Nachlafs dieses 
Herausgebers. 

17. Cod. Bodleianus 6556. 9. „Menelai Sphaerica quamplurimis Mau- 
rolyci et Savilii propositionibus adaucta“*°) ist ohne eine genauere Unter- 
suchung überhaupt nicht zu beurteilen. 

18. Aufserdem liegt vielleicht in Cuenga (Spanien) eine sehr alte 
Menelaoshandschrift; denn im „Inventario de las alaja Mueblas y libro“ des 


IV, Wien 1870, p. 82—83. Diese Wienerhandschrift ist von Johs. Vögelin ge- 
schrieben. 

44) Catal. Mss. Angliae et Hyberniae, Oxford 1697; und Catal. Codd. Mss. Bibl. 
Bodleianae IX, Codd.  Kenelm Digby anno 1634 donatos, confecit Macray, 
Oxford 1883; vgl. Steinschneider, Wenrich u. a. 

45) Cat.codd.mss.bibl. universitatis Rheno- Trajectoriae, ed. Thiele, Utrecht 1887. 

46) Boncompagni, Delle versioni fatie da Platone Tiburtino, Atti dell’ 
accad. pontif. denuovi lincei tomo IV, p.279—280; Montfaucon, Bibl. biblio- 
thecarum mss. nova, Paris 1739, T, p. 427; Steinschneider, Zeitschr. f. Math. w 
Physik 10, p. 484. 

47) Cat. codieum mss. bibl. regiae III, Tome IV, Paris 1744; vgl. Fabritius 
IV, p. 24. 

48) Oat. Mss. Angliae et Hybernise, Oxford 1697. 
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Bischofs Palomeque vom Jahre 1273 befindet sich eine Bücherliste, 
worin als Nr. 29: „Alfagrano, Teodosio, Anarico, Mileo, con ofros 
libros de geometria.“ Über die Sprache, worin sie verfalst ist, wird nichts 
angegeben.*”) 


Wir sehen also, dals wir vor der Maurolyeusausgabe°®) nur eine latei- 
nische Übersetzung finden, und dafs die Handschriften, die sie enthalten, 
meistens, ja bis zur Mitte des 15. Jahrhunderts ausschlielslich den ver- 
drehten Namen Mileus, Mileius, Milaeus oder Mylaeus haben. Wenn 
aufserdem die Mileushandschriften sich vom 13. Jahrhundert bis zum An- 
fang des 16. erstrecken, so stimmen diese Thatsachen durchaus damit über- 
ein, dafs diese Übersetzung von Gerhard von Cremona ist. Auch hat 
aufser Gerhard unseres Wissens niemand vor Maurolycus es versucht, 
Menelaos zu übersetzen. 

Die Redaktion der Sphärik, die wir hier vor uns haben, ist durch 
folgende Eigentümlichkeiten gekennzeichnet: 

1. Das Werk ist in 3 Bücher geteilt und zwar mit bezw. 44 oder 45, 
8 und 15 Sätzen. 

2. Definitionen fehlen ganz. 

3. Das erste Buch ist in gewissen Beziehungen von den zwei folgenden 
verschieden; so wird „sphärisches Dreieck“ (tolm)evgov) im ersten Buche 
„triangulus ex arcubus eirculorum magnorum super superficiem sphaerae“, in 
den zwei letzteren „trilatera figura“ genannt. Das erste Buch ist aulserdem 
genauer und umständlicher als die zwei anderen. Wir können deshalb ver- 
muten, dafs wir hier eine Mischung von zwei verschiedenen Redaktionen 
oder eine Redaktion von zwei Bearbeitern vor uns haben. 

4. Hiermit stimmt es durchaus, dafs I, 41—44 (oder nach anderen 
Mileushandschriften I, 42—45) als II, 1—4 wiederholt wird, und zwar in 
anderer Redaktion. 

5. Für „sinus“ wird „nadir arcus‘“ gebraucht. In dem griechischen Text 
stand ohne Zweifel 9) önd mv Ölnivv (d.h. die Sehne des doppelten Bogens). 


49) Francisco Martinez Marina, Ensayo historico-eritico sobre la legisla- 
cıon, Madrid 1834, I, p. 8; vgl. R. Beer, Die Handschriftenschätze Spaniens, Wien 
1894, p. 127. — Anarico ist wahrscheinlich Anaritius, d.h. Al-Narizi, dessen 
Euklid-Kommentar kürzlich arabisch von Besthorn u. Heiberg, lateinisch von 
Curtze ediert wurde; vgl. Bibl. math. 1901, p. 364—65. 

50) Deutschland, das sonst gar keine lateinischen Menelaoshandschriften zu 
besitzen scheint, hat wiederum eine Abschrift der Druckausgabe von Mauroly- 
eus und zwar in Erlangen, Cod. 909. Der Abschreiberlohn war 3 fl. 50 d., wie es 
der Katalog mitteilt. 
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Eine dem Griechischen entsprechende Bezeichnungsweise hat sich vielleicht 
in den älteren arabischen Menelaoscodices erhalten, wodurch der Gebrauch 


are 


von „nadir arcus“ in der Mileusübersetzung sich erklären lälst; denn „nadir 
arcus“ wird so definiert: „Et ego quidem non significo, cum dico nadir arcus, 
nisi lineam, qui subtenditur duplo illius arcus.‘‘ — In späteren arabischen 
Menelaoshandschriften wird „sinus“ gebraucht, ebenfalls in den beiden Druck- 
ausgaben, obwohl Maurolyeus die Bezeichnung „nadir arcus“ kennt. 

6. Man spürt deutlich eine Einteilung des Textes in mehr als die 
erwähnten 44 (45), 8 und 15 Sätze, und zwar durch nach den einzelnen 


Beweisabschnitten eingeschaltenen: „et öllud est quod deelarare uoluwimus.“ 


Diese älteste lateinische Gerhardsche Mileusübersetzung habe ich nun 
mit den Druckausgaben verglichen, und zwar mit dem Resultate, dafs der 
Text, den Halley zu seiner Druckausgabe gebraucht hat, von derselben 
arabischen Redaktion stammt, während dagegen der mit Zusätzen übersäeten 
Maurolycusausgabe eine andere arabische Redaktion zu Grunde lag. 

Zur Basis meiner Untersuchungen habe ich nun hauptsächlich die Ger- 
hardsche Übersetzung gebraucht, oder, was dasselbe ist, die Halleyausgabe 
nach dieser Übersetzung korrigiert. 

Ich bin doch in der glücklichen Lage, Stellen, namentlich im dritten 
Buche, die ein besonderes Interesse haben, mit anderen Redaktionen ver- 
gleichen zu können, indem ich von Hm. Dr. R. Besthorn verschiedene 
wichtige Aufschlüsse über zwei arabische Leidenercodices (399°!) u. 930) 
bekommen habe. Überall, wo ich diese Codices erwähne, geschieht es also 
nur durch das freundliche Entgegenkommen Dr. Besthorns. 

Durch seine Aufschlüsse wird es bestätigt, dafs die verschiedenen Mene- 
laosrezensionen wenigstens stellenweise ziemlich viel von einander abweichen. 
Der sogenannte „Satz des Menelaos“ ist z. B. im cod. Leid. 930 und in 
der Redaktion, die Gerhard und Halley verwendeten, ganz verschieden 
redigiert.°?) 

Eine genaue Untersuchung des Unterschiedes der Redaktionen lälst sich 
nur durch gewissenhafte Prüfung der arabischen Handschriften bewerkstelligen. 
Die Berichte der arabischen Encyklopädisten soundsovielmal wieder abzu- 
drucken, ist dagegen eine ziemlich erfolglose Arbeit. Weil ich es aber 
nicht besser machen kann, beschränke ich mich auf eine ganz kurze Über- 
sicht der verschiedenen Rezensionen in chronologischer Folge.°®) 


51) c, 399 enthält die Redaktion von Al-Harawi, 930 die von Abu-Nasr- 
Mansur. 

52) Vgl. unten Kap. 6, b. 

53) Die wichtigsten Notizen über die Rezensionen des Menelaostextes stehen 


- 
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Menelaos richtet seine Vorrede an einen Fürsten (El-Lädzi nach Haji- 
Khalfa) mit den Worten: „O princeps! inveni ego rationem demonstralivam 
praestantem etc“ So fängt nach Besthorn auch cod. Leid. 399 an. 

Die Übersetzung rührt angeblich von Isak ben Honein (7 910) her; 
dieser wird nämlich in mehreren Handschriften als Übersetzer genannt. Ob 
Täbit ibn Korrah (f 901), der im Anschlufs an Menelaos’ Sphärik 
(doch ohne Menelaos zu nennen) eine Abhandlung verfalst hat, zu dieser 
ültesten Übersetzung beigetragen hat, lassen wir vorläufig dahingestellt. °*) 

Die verschiedenen Redaktionen, die wohl durch Revision der ältesten 
Übersetzer entstanden sind, stammen von: 

1. Al-Mahäni (Zeitgenosse von Täbit ibn Korrah); er nahm, um 
das Werk verständlicher zu machen, eine Revision vor, brachte aber nur 
das erste und die Hälfte des zweiten Buches zu Ende; der Rest ist von 
Ahmed-ben-Said-al-Harawi (Zeit unsicher) erledigt worden. — Diese 
Redaktion liegt im Cod. Leid. 399 vor und enthält zwei Bücher. 

2. Abu-Nasr-Mansur; er beendigte eine neue Redaktion in den Jahren 
1007—8. — Diese liegt im Cod. Leid. 930 vor und enthält drei Bücher. 

3. Zeitlich folgt hier die lateinische Übersetzung von @erhard von 
Gremona (1114—1187), deren Eigentümlichkeiten ganz mit denen über- 
einstimmen, die wir der Redaktion von Al-Mahäni und Al-Harawi zu- 
trauen möchten. Es scheint doch dies nicht aus den Handschriften hervor 
zu gehen. 

4. Nassir-eddin-Tüsi war mit den verschiedenen Redaktionen in 
Verlegenheit, blieb aber bei der von Nasr-Mansur, und beendigte seine 
durch Revision der vorigen gemachte Redaktion im Jahre 1265; sie ent- 
hielt drei Bücher. ®) 

5. Ibn-abu-Schukr unternahm um 1265 wahrscheinlich noch eine 
Redaktion.°®) 


in Haji-Khalfa, ed. Flügel I, p. 390 und V, p. 48 und rühren angeblich von 
Nassir-eddin-Tüsi her. 

54) In Täbit ibn Korrahs Werk: De figura sectoris finden sich nämlich 
keine sicheren Spuren davon, dafs er Menelaos' Sphärik gekannt hat. Täbits 
Werk, von dem bisher nur Fragmente bekannt geworden sind, habe ich nach cod. 
Paris. Arsenal. 1035 (lateinisch) untersucht. 

55) Diese Redaktion liegt im cod. Berol. M. f. 358 und M. q. 559 vor; vgl. 
Steinschneider, Bibl. math. 1898, p. 73f#f. Auch Cod. Palat.-Medic. 271 und 
286 (Firenze) sollen diese Redaktion enthalten. 

56) Diese Redaktion liegt in India Office (London) 741 vor; vgl. Loth, Ca- 
talog of the Arabie Manuseripts in the library of the India Öffiee, London 1877. 
Steinschneider kennt im ganzen 15 arabische und 3 hebräische Menelaoshand- 
schriften; vgl. Arab. Übersetz. Register. 
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6. Eine hebräische Übersetzung besorgte Jacob ben Machir (Prophiat) 
(7 1307—9) aus der Familie Tibbon aus Marseille um das Jahr 1273.°7) 


Über andere Bearbeitungen oder Übersetzungen vor der Maurolyeus- 
ausgabe (1558) liegen keine Berichte vor. 


Nach den Angaben von Nassir-eddin-Tüsi war die Büchereinteilung 
und die Anzahl der Sätze sehr verschieden; letztere variierte im ganzen 
zwischen 85 und 91. Bei Halley treffen wir aber nur 63 und in der 
Übersetzung von Gerhard wegen der erwähnten Wiederholung von 4 Sätzen 
67. Dieser Unterschied kommt aber nur davon, dals die Araber die Beweise 
des griechischen Öriginaltextes zerteilt haben, und zwar nach den Figur- 
beschreibungen, sodals sie meistens für jede neue Figur einen neuen Satz 
zählen. In der Halleyausgabe haben wir in den nach den einzelnen Be- 
weisabschnitten hineingefügten „q. e. d.“ ein Kriterium für die arabische 
Einteilung. 

Rechnet man nach der Araber Art, so bekommt man bei Gerhard, 
sowie bei Halley ca. 90 Sätze. Jeder in der griechischen Darstellungs- 
weise bewanderte Forscher würde jedoch sogleich, wie es Gerhard gethan, 
die ursprüngliche Einteilung wiederherstellen. 

Dafs aber auch die arabischen Redaktionen gegenseitig eine verschiedene 
Satzanzahl haben, kommt wohl, aulser von der Wiederholung der 4 Sätze 
im zweiten Buch, von verschiedener Seandierung der ursprünglichen Sätze 
und von hinzugefügten aliter-Beweisen, welche letztere nach Besthorn als 
selbständige Sätze numeriert sind. 

Überhaupt, glaube ich, werden die Abweichungen sich auf ganz ver- 
schiedene Beweise einzelner Sätze beschränken, bei denen man leicht ent- 
scheiden kann, ob sie griechisch sind oder nicht, ferner auf aliter-Beweise, 
und übrigens auf formale Abweichungen, nämlich Sprach -Einteilungs- oder 
Figurdifferenzen, sodals es mit Herannahme hinreichlichen Handschriften- 
materials nicht unüberwindliche Schwierigkeiten bieten wird, den realen 
mathematischen Inhalt des ursprünglichen Textes festzustellen. 


57) Vgl. Steinschneider, Hebräische Übersetzungen II, p. 516. 
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Drittes Kapitel. 
Die Druckausgaben der Sphärik. 


A. Die Halleyausgabe (Oxford 1758). 


Steinschneider?®) giebt mehrmals seinem Bedauern darüber Ausdruck, 
dafs die Vorrede, mit der Costard diese Ausgabe (die erst 1758 erschienen 
ist, während Halley schon 1742 gestorben war) einleitet, in den ihm be- 
kannten Exemplaren fehlt. Das mir zur Verfügung stehende Exemplar aus 
der kgl. Bibliothek zu Kopenhagen enthält glücklicherweise diese Vorrede. 

Aus dieser geht folgendes hervor: Halley hat seine Übersetzung haupt- 
sächlich nach der hebräischen gemacht. Nach verschiedenen Zeugnissen 
glaubt Costard, dafs er namentlich Codex Huntington 6270. 524°°) (der- 
selbe wie Bodl. Uri 433) gebraucht hat. Vermutlich hat er, meint CGostard, 
auch Codex Huntington 6303. 557°®) (Bodl. Uri 431) verwendet. Derselbe 
führt den Titel: „Codex (Menelai) de figuris Sphaerieis ex Versione R. Isaaci 
filii Honammi.“ Die beiden Handschriften sind hebräisch, letztere defekt. — 
Aus Halleys Noten erhellt, dafs er auch arabische Handschriften ver- 
glichen hat. Costard glaubt, dafs es die im Archiv Selden A. Nr. 5 u. 6 
sind (d. h. Bodl. Uri 875 u. 895). Im Schluls der Vorrede polemisiert 
Öostard gegen Pater Mersenne und die von diesem mit ganz ungenügen- 
den Erläuterungen versehene, im Jahre 1644 besorgte Menelaosausgabe. 

Ich glaube jedoch, dafs Halley die arabischen Codices sehr wenig 
benutzt hat. In seinen Noten sagt er stets, dafs er hier wie sonst den 
hebräischen Handschriften gefolgt ist; mehrmals referiert er hebräische Worte, 
nur einmal ein arabisches. Deshalb bezweifle ich nicht, dals wir in der 
Halleyausgabe eine freie lateinische Übersetzung der hebräischen von Jacob 
ben Machir vor uns haben.) Ob aber letzterer dieselbe arabische Re- 
daktion wie früher Gerhard verwendet hat, oder ob er vielmehr Gerhards 
lateinische Übersetzung gebraucht hat, ist von geringerem Interesse; denn 
in beiden Fällen ist die direkt nach dem Arabischen vom gewissenhaften 
Gerhard unternommene Übersetzung zuverlässiger als der Text der Halley- 


58) Zeitschr. f. Math. u. Physik 10, p. 481—482; Hebräische Übersetzungen 
I, p. 516. 
59) Vgl. Cat. Mss. Angliae et Hyberniae und die Erläuterungen von Stein- 
schneider. 
60) Vgl. oben Seite 16. 
Abh. 2. Gesch. d. math. Wirsensch. XIV, 2 
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ausgabe, der entweder den Weg arabisch-hebräisch-lateinisch oder gar ara- 
bisch-lateinisch-hebräisch-lateinisch zurückgelegt hat. Aus einem Vergleich 
zwischen den Texten Gerhards und Halleys ergiebt sich folgendes: 

Halley beginnt mit 6 Definitionen®'), die wir bei Gerhard nicht 
finden. Die Echtheit dieser Definitionen steht doch über allem Zweifel, 
denn: 

1. finden wir sie in mehreren arabischen Codices (z. B. Leidensis 399), 

2. ist der in der ersten Definition definierte Begriff „reinAevgov" (sphü- 
risches Dreieck) nach Pappos von Menelaos benannt, °?) 

3. liegt eben in der Umschreibung des Wortes rolmievgov im ersten 
Teil der Gerhardschen Übersetzung die Erklärung des Weglassens der somit 
unnotwendigen Definitionen. 

4. läfst es sich leicht erklären, dals die Definitionen mit der Vorrede 
weggefallen sind. Ein Vergleich mit anderen Übersetzungen von Gerhard 
zeigt nämlich, dafs dieser immer die arabische Vorrede ausschlielst. 

Die Büchereinteilung, die ja in den arabischen Redaktionen sehr ver- 
schieden war, ist bei Halley die einzig natürliche, wenn überhaupt mehr 
als ein Buch da war, und dafür bürgen uns die Berichte des Theon. 

Dafs wir bei Gerhard eine andere Einteilung fanden, kam davon, 
dals die von ihm gebrauchte arabische Redaktion von zwei Rezensenten 
gemacht war. Halley aber folgt hier ausnahmsweise und mit Recht den arabi- 
schen Oxforder Codices und nicht der hebräischen Handschrift, wo übrigens 
die Bücherabteilung doppelt war.) — Wir müssen also die Halleyausgabe 
als eine gewissermalsen kritische betrachten; leider hat er aber seine Quellen 
schlecht gewürdigt und die schlechteste zur Hauptquelle gewählt. 

Folgende Teile aus der Halleyausgabe, meistens kursiv gedruckte Zu- 
sätze von Halley, sind unecht: 

Die Corollaren zu I, 20, 29, 30, 31, 32, 33, 34 u. 35. — Die nach 
I, 30 Corollar 2, kursiv gedruckten 4 Zeilen. — Die 9 Seite 63 mit kursiv 
gedruckten Zeilen im Beweise zu Il, 7. — Lemmata und Theorema nach 
III, 1. — Die Corollaren zu III, 2, 3, 5 u. 15. — Der ganze Beweis zu 
IH, 5. — II, 11 Lemma. — Die Kursivzeilen Seite 106—-7 in III, 14. 

Die Scholien sind fast alle von Halley verfalst. — III, 1, der sogen. 
Satz des Menelaos, nimmt eine besondere Stellung ein.) So wie dieser 
Satz in der von Gerhard und Halley benutzten Redaktion redigiert war, 
war er es nicht in der Sphärik; denn die Protase fehlt und die Figur- 
buchstaben fangen mit A, M, T u.s. w. an. Hier liegt entweder eine arabische 


61) Vgl. unten Seite 25—26. 62) Vgl. oben Seite 4 und unten Seite 26, 
63) Vgl. die vorhergehende Seite. 64) Vgl. unten Kap. 6, b. 
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Interpolation vor, oder aber gehört der Satz in dieser Form einem astro- 
nomischen Werke griechischen Ursprungs an. Wie der Satz ursprünglich war, 
können wir doch mit Hülfe von od. Leid. 930, Ptolemaios und Theon 
ausfindig machen. — Wie der ganz unechte Beweis III, 5 entstanden ist, 
werden wir in einem späteren Kapitel genauer erörtern. 

Mit den hier genannten Korrektiven lälst sich nun die Halleyausgabe 
ganz gut verwenden, wenn man nicht ins Detail gehen will. Der mathe- 
matischen Beurteilung genügt es, dals die Sätze alle und der Gedanken- 
gang der Beweise, mit Ausnahme von IIL 1 u. 5, echt sind. 


B. Die Maurolycusausgabe ®) (Messina 1558). 


Aus der Vorrede referiere ich folgenden Passus: 

„Hos Menelai libellos cum ego in antiquis ex membrana codieibus re- 
perissem conatus sum eos, quoniam corruplissimum erat exemplar, emendare 
et restituere, nec non quam plurimis tum necessarüs tum argutis adaugere 
proportionibus.“®®) 

Mehr erfahren wir über Maurolycus’ Hülfsmittel und Arbeits- 
methode nicht; das genügt aber vollständig, um die Anwendbarkeit, oder 
vielmehr die Unanwendbarkeit dieser Ausgabe zu beurteilen. Eine weitere 
Bestätigung dafür giebt uns der offenbare Unterschied zwischen dieser 
Ausgabe und der Gerhardschen Übersetzung. Dieser Unterschied zeigt uns 
auch, dafs die bisherige Vermutung, Maurolyceus habe letztere ver- 


65) Zur Zeit des Maurolycus war man sehr eifrig, eine Druckausgabe von 
Menelaos’ Sphärik zu erledigen. Auria berichtet in der Vorrede zu seiner Aus- 
gabe von Theodosios’ de diebus et noctibus (Romae 1591, vgl. oben), dals Her- 
zog Ferdinand beabsichtigte, viele mathematische Klassiker im Druck erscheinen 
zu lassen, darunter auch Menelaos' Sphärik; schon Regiomontanus beabsich- 
tigte, eine Menelaosausgabe herzustellen. 

66) Genauere Aufschlüsse habe ich später in einem erst in der Neuzeit 

. edierten Werke des Maurolyeus erhalten. Es steht da (Bulletino Boncom- 
pagni 9, p. 28): „Post huec, locus dandus est Menelao, quem et Mileum quwidam 
uocant, qui Traiani tempestate clarwit; et religua de sphaericis ingeniosissime pro- 
secutus est in totidem libellis: unde Ptolomeus astronomus praecipuas demonstra- 
tiones mutuatur Mihi olim libros curiose perquirenti oblata sunt exemplaria duo 
Menelai manu sceripta in membranis: quorum utrumque mutilatum et mox male 
vesartum fuerat: nam pro demonstrationibus, quae maxcimi fuerint momenti conti- 
nebat inuolucra quaedam nihil coneludentia. Neque author ipse, si rewixisset, suum 
agnouisset opus. Hoc ego, antea diw desideratum multo labore, vigiliisque rewisum 
restituere conatus compluribus tam iucundis, quam necessariis adauzi propositiontbus. 
Ex hoc quidem pendelt tota fere sphaeralium triangulorum doctrina, et tabularum 
primi mobilis caleulus.“ 


9;% 


En 
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wendet, falsch ist. Am wahrscheinlichsten ist es, dals er arabische Hand- 
schriften gebraucht hat; denn nach der vorhergehenden Untersuchung lagen 
zur Zeit des Maurolycus eben nur arabische Handschriften verschiedener 
Redaktionen, Gerhardsche Mileuscodices und einige hebräische Handschriften 
derselben Redaktion wie die Mileushandschriften vor. Dafs Maurolyeus 
in der Vorrede „nadir areus“ evwähnt, sagt dagegen nichts; denn diese 
Bezeichnung für „corda dupli arcus“ war schon von Gerhard eingebürgert; 
ebensowenig sagt es, dals er den Namen Menelaos und nieht mehr Mileus 
verwendet; denn die Identität dieser Namen war schon dem mathematischen 
Kleeblatt: Kardinal Bessarion — Georg Peurbach — Johs. Regiomon- 
tanus in der Mitte des 15. Jahrhunderts bekannt. 

Wie gesagt, bietet uns die Maurolycusausgabe kein anmutiges Bild. 
Als Beleg mögen folgende Beispiele genügen: 

Menelaos’ Definitionen „mit anderen hinzugefügten“ stehen in der 
„Vorrede* (!). 

Unecht ist: I, 1 — die Corollaren, aulser dem ersten, zu 12 —1,7,8 
— der Beweis zu I, 11 — der letzte Beweis zu 1, 12 — das Corollar zu 
1,14 — L, 15, 16, 17, 18, 19 — I, 20 teilweise — 1, 36 — das Lemma zu 
I, 42 — der Beweis zu I, 44 — II, 1—6 (bei Halley II, 1—2) hat 
Maurolycus ganz umgearbeitet. 

Unecht ist ferner: H, 8, 11—16, 19—20, 23—26, 30—32, 34—36, 
39—40, 43—44 u. 47—-48, während ein Halley Il, 9 entsprechender Satz 
fehlt. — III, 2 ist unecht. — III, 7—8 ist frei umgearbeitet. — III, 11°, 
12—14, Lemmata 1—4 zu III, 21, III, 22 mit Lemmata sind alle unecht. 
— Dagegen fehlen die Halley II, 7?, 11—14 u. 15° entsprechenden 
echten Sätze; sie finden sich aber in der Sphärik des Maurolyeus, deren 
Kern sie bilden. 

Man sieht sofort, wie wenig Wert der Maurolycusausgabe beizumessen 
ist. Es wäre durchaus besser gewesen, wenn sie nicht erschienen wäre, 
sodals man auf die Gerhardhandschriften hingewiesen worden wäre. 

Wir führen gleich an dieser Stelle an, zu welchen Mifsverständnissen 
diese Ausgabe Anlals gegeben hat. 

Cantor, Geschichte der Mathematik I, p. 349, schreibt dem Menelaos 
den Satz zu: „Die Summe der drei Seiten jedes sphärischen Dreiecks ist 
kleiner als ein gröfster Kreis der Kugel.“ Dieser Satz ist; aber ein Zusatz 
von Maurolyeus (1, 7).°°) A. v. Braunmühl, Geschichte der Trigonometrie 
I, p. 15 ff. hat nicht wissen können, dafs die Definitionen des „sphärischen 


67) Denselben Fehler finden wir auch bei R. Wolf, Geschichte der Astro- 
nomie, p. 118. 
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Dreiecks und Winkels“, die in Maurolycus’ Vorrede stehen, hauptsächlich 
dem Menelaos angehören; v. Braunmühls Beschreibung der Einführung 
dieser Begriffe ist daher nicht zutreffend, — Den Satz: „Die Winkelsumme 
des sphärischen Dreiecks liegt zwischen zwei und sechs Rechten“, schreibt er 
dem Menelaos zu; das stimmt aber nur in Bezug auf die erste Hälfte 
des Satzes. — Die Bemerkung, die Menelaos über eine Menge von Eigen- 
schaften der sphärischen Dreiecke, die den ebenen nicht zukommen, nach 
v. Braunmühl hinzugefügt haben soll, rührt von Maurolycus her. — Der 
Satz, der Seite 28 dem Theon beigelegt wird, die erste Formel Seite 62 
unten, die dem Ibn-Junos, sowie die Theorie, die Seite 152 ff, dem 
Maurolyeus zu Ehren gerechnet werden, gehören meistens zu der Sphärik 
des Menelaos und zwar zu den Sätzen III, 11—15 derselben, die Mauro- 
lycus weggelassen hat.®®) 

Die Sätze dagegen, die Delambre, lVastronomie ancienne I, p. 243—45, 
aus der Sphärik zitiert, sind alle echt, natürlich weil Delambre die Halley- 
ausgabe verwendete. 

Man sieht, wie viel Unfug eine schlechte Ausgabe anstiften kann, und 
mufs bedauern, dals eben dem Verfasser, dem zuerst die Bedeutung des Me- 
nelaos in die Augen gefallen ist, nur diese Ausgabe zur Verfügung stand. 


C. Die Mersenneausgabe®®) (Paris 1644). 


Wir sahen, wie Costard in der Vorrede zur Halleyausgabe den Pater 
Mersenne wegen seiner Menelaosausgabe tadelte. Jedoch verdient Mer- 
senne die Rüge nicht in ihrem ganzen Umfange. Hätte Costard nur 
die Ausgaben von Mersenne und Maurolycus verglichen, so hätte er 
gleich gesehen, dafs Mersennes Verbrechen sich darauf beschränkt, dals 
er mit anderen griechischen Werken die Vorrede und die Sätze (ohne Be- 
weise) nach der Maurolycusausgabe abdruckt, allerdings (vermutlich wegen 
Druckfehler) mit Quellenangabe nur zu Menelaos’ zweitem Buch. 


D. Die sogen. Huntausgabe (Oxford 1707). 


In Paulys Realencyklopädie,'®) bei Hoffmann u. a. versiert die Nach- 
richt, dafs Johs. Hunt seiner Theodosiusausgabe (Oxford 1707) hinten 
Menelaos’ Sphärik hinzugefügt habe. In vier augenscheinlich ganz voll- 

68) Vgl. unten Kap. 6, b. 

69) Umiversae geometriae mixtaeque mathematicae Synopsis, studio et opere 
F. M. Mersenni, Parisiis 1644, p. 204—230. 70) Artikel „Menelaus“, 


22 Drittes Kapitel. 


ständigen Exemplaren dieser Ausgabe (aus der kgl. Hof- u. Staats-Bibl. zu 
München, der Bibl. Angelica, Casanatense und der Vatikanbibl. zu Rom) findet 
sich aber nur der griechische Text von Theodosios und hinten eine lateinische 
Übersetzung desselben. Die Nachricht über die Huntausgabe gehört also wohl 
zu den Irrtümern, die, einmal eingebürgert, immer wieder abgeschrieben 
werden. Es wäre ja auch sehr merkwürdig, wenn Costard 1758 in der 
Vorrede zur Halleyausgabe eine andere Öxforder Ausgabe von 1707 mit 
keinem Wort erwähnt hätte, obgleich er die andere frühere Ausgabe nennt. 


Ehe ich zum ersten Buch Menelaos übergehe, möchte ich gern eine 
Bemerkung darüber einschalten, wie viel Vertrauen man überhaupt zu dem 
durch das Arabische vermittelten Menelaostexte haben kann. Zur Entscheidung 
dieser Frage haben wir zwei Mittel. 

Das erste ist, in den arabischen Codices die Spuren des Griechischen 
gewissenhaft nachzuforschen. Das ist aber nur die Sache eines schon mit 
den arabischen Übersetzungen griechischer Mathematiker vertrauten Arabologen. 

Das zweite Mittel ist, den überlieferten Text mit eventuellen Zitaten 
oder Analogen anderer griechischer Verfasser zu vergleichen. In Betracht 
kommen hier: 

1. Ein Vergleich zwischen III, 1 (Satz des Menelaos) nach dem ara- 
bischen Texte und den griechischen Redaktionen desselben im Ptolemaios 
und Theon. Dieser Vergleich hat geringeren Wert, weil dieser Satz, der 
Hebel aller sphärischen Berechnungen der Griechen, schon im Altertum in 
vielen verschiedenen Redaktionen vorgekommen sein mag. 

2. Ein Vergleich zwischen der arabischen Überlieferung von Menelaos 
I, 13—14 und dem Referat derselben im Theon. Diesen Vergleich habe 
ich mit Hülfe der Gerhardschen Übersetzung gemacht. 


Menelaos I, 13 (Figur 1-2). 


Nach Gerhard Nach Theon 
: s | (Baseler Ausgabe p. 342). 
Cum aequantur duo anguli duorum ’ EI nr , 
r .. . Övvarov dE Eorıv Angt- 
triangulorum ex arcubus circulorum magno- 


5% } he FA 
BEoregov radrag Epodsveiv, T90- 
rum super superficiem sphaerae, et aequan- j _ s i 

{ ; kaußavousvov TÖv To 0brav ÖvVo 
tur arcus continentes duos angulos alios - ; ; 2 

BF ; ı Mewonudrav Öaiydevrav Ev Tolg 
utrorumque, scilicet omnis arcus suo rela- | ; R 
j j Meve),cov opaıgınois. 
tivo, et est unusquisque duorum angulo- 


rum religuorum non reetus;!) tune arcus N eo % 
yoviav wit yavia ionv E47, 
PESERENE EEE # # 4 


'Eüv ÖVo Tolnkevga wiev 


% ee 14 # x 
1) Einige Handschriften haben statt „non | Tegl de &dug yavlug rag mAev- 
N + . x % [4 2 L 
rectus“: „maior aut minor recto‘. ‚ og loug Enaregav Enareon, Tag 
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religuus unjius duorum triangulorum est | d& Aoınacs Yywvias Äyue dvolv 
aegunalis arcui reliquo alterius, et duo | 6gBeis um ioag, nal tag koınag 
anguli reliqui sunt aequales duobus angu- | ndlıv ioag ahkikag (sie!) Eeı. 
lis reliquis, omnis angulus suo relativo. | 


7 

/ 

| 
\ 
/ 


Figur 1. 


Der nun folgende Beweis dieses 
Satzes im Theon und in Gerhards 


& 
Menelaosübersetzung ist ganz verschie- Be 
den. Weil jedoch die arabischen Redak- Pe 
tionen in diesem Falle übereinstimmen, 
wagen wir zu vermuten, dals Theons a 
RL 


Beweis sein eigener. ist, oder aber dals . Az 
zu Theons Zeit verschiedene Menelaos- Bi HERE all 
rezensionen vorlagen, wie es z. B. mit u 

Euklids gawvöueve der Fall?!) war. Der nächste Satz giebt zum Ver- 


gleich besseren Anlals. 


Menelaos I 14 (Figur 3—4). 


| Nach Theon 
Nach Gerhard. (Baseler Ausgabe p. 342). 


Omnium duorum triangulorum ex | Ev Vo Teinksuge Tag ÖVo 
arcubus eireulorum magnorum super | yaviag teig Övoi yavlaıs Isag Eyn 
superficiem sphaerae si aequantur duo | Exarigev Enariga, al mv dom 
anguli unius duobus angulis alterius, | rn dos konv En Thv meös Teig 
unusquisque suo relativo, et duo arcus, | yavlaız, zul rag. homag mAevgüg 
super quos sunt anguli aequales, sunt | raig Aoımaig mlevonig loug Eeı. 
aequales; tunc duo arcus reliqui sunt 
aequales duobus arcubus reliquis, omnis 
arcus suo relativo, et reliquus angulus 
reliquo angulo aequalis. 


71) Vgl. unten Kap. 5, b, 
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Cuius exemplum est, ut!) sint duo 


trianguli abg, dez super superficiem 


sphaerae, et angulus d sit aequalis angulo 
ä, et angulus z aegualis angulo g, 


arcus dz sit aequalis areui ag. — Dico 
ergo, quod arcus de est aequalis arcui 
ab, et 
angulus b aequalis angulo €. 


et arcus ze aequalis areui gb, 


Cuius demonstratio haec est. Unus- 
quisque duorum angulorum ä, d aut: est 
rectus aut non rectus. 

Sit itaque in primis unusquisque 
eorum rectus. Et arcus ag est aequalis 
areui dz. Si ergo fuerit punctum g po- 
lus eirculi ab, tune punctum Z iterum 
erit polus ceireuli de. Erit ergo arcus 
gb aequalis arcui ze, et arcus ab aequa- 
lis arcui de. 

Et iterum non sit punctum g po- 
lus eireuli ab, neque ?) z polus cireuli 
ed, et quia angulus ä est rectus, rn 
arcus ag est super polos eirculi ab; 
producam arcum ag usque ad a 
cireuli ab supra t. Et similiter iterum 
arcus 2d, cum producetur,”) transit su- 
per polum eireuli de; producam . ergo 
ipsum usque ad polum eirculi de su- 
per h; et protraham duos arcus tb, he 
duorum eirculorum magnorum. 

Arcus igitur at est aequalis areui 
hd; sed arcus ag est aequalis arcui 
dz; ergo arcus tg est aequalis arcui 
hz, et arcus tb aequalis arcui he, et 


angulus bgt aequalis angulo ezh, et 


1) Andere Handschriften haben „Verbi 
gratia sint duo... ete,* 

Einige Handschriften haben: 2) neque 
ergo erit, 3) producitur oder productus 
fuerit, 
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"Estwoav ÖVo reimkevga T& 
aßy def rag ÖVo yarlag raig dvci 


# bi ’ u \ nd hl 
yoviaız loaug Eyovre, mv uEv Uro 


aßy [enteprioht ä bei Gerhard] r 
vo def [Ad], nv de ümo Beyt) [g] 
eh Aevgav dE Tv 
By [ag] ry && [dz] donv, Ayo örı 
sa Tag Avımag mAevgüg Taig Aoı- 


en dmb &d£?) 


nos mievgais ioeg Eeı. 
Nor yüg öodel eioiv wi Uro 
aßy [5] 4 [a], # 


fove. 


n &Adrrovg, N uel- 


Eoracev o6TEgoV oodel, ot 
&oa zov aß [ba] de [ed] aUzAov 


ini züov By [ag] :£ [az] 


nönhav Eiol. nal eiolv af By lag| 


nokor, 


e£ [dz], Fros rergayovor, # uel- 
Goveg, 7 &Adocoveg. Eormoav ngöte- 
00v Tereuyarov. rergayavov üge 
za al ya | sb]. ö£ [ez], dvo owv wi 
By [ag] y« gb] dvoi reis sE [dz] 
&ö |ze] ioaı eiot. 


Bya [agb] IRRE en Umo 8Ld [dze] 


ion Eori, Büoıg &ge 7 ap [ba] Bdosı 
2 de [ed] ion Zoriv. 


„al yavla 1) bo 


Eoraoev dt Eidrroveg Terge- 
yovav ai By [ag] s£ [de], zul 
neloYdn0av Terganyorov Fonı al Bn 
[ah] &8 [dt]. za} dı& zw «9 0 
hbta] ueyıoroı abakoı Yeygd- 
peooev of na [hb] 96 [te]. Teroa- 
yavov &ga Endregoi. al Emei Isa 
elolv ahhmhaıs al Bm | [ah] &# [dt], 
av ei Br lag] e£ [dz] _ koer, zei 
koınei &oa ai iz [gh] 9 [ [tz] locı 
siotv. el} dt vol af na [hb] 68 [et] 
ice. sel yavla n Imo ayı [bgh] 

1) Bay ist in öy« zu korrigieren. 
2) edX ist in 26 zu korrigieren. 
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unusquisque duorum angulorum tbg, hez 


est minor recto, ergo arcus bg est 


aequalis arcui ez. 


Sed arcus ga est aequalis arcui | 
dz, et angulus agb aequalis angulo | unv Önd ayn [het]: rn do 088 [ezt), 
dze; ergo arcus ab est aequalis arcui | 
| rag nlevgas 


de; ergo angulus b est aequalis angulo 
e, Et illud est, 
luimus. 


quod declarare vo- 


Et iterum sit unusquisque duorum 


angulorum ä, d non rectus. 
Manifestum est igitur, quod..... 


Dem restierenden Teil des Beweises 


sprechendes. 


b 
N es 
N \N 
‚N \\ 
\ 


f \ 
| |\ 
@ Je Mn 


I 
Figur 3. 


Figur 4. 


in dmd 069 [ezt] Ton, die Td nal 
tag Epekiig Toag elvaı. Övo dN} Tel- 


nhevgd Eloı Ta aym [bel] 66% [ezt], 
wiov yaviav | wie IR ionv Eyovre, 


swegl ÖE rüg Ömd ya [chb} £96 [zte] 
ioag, tüg d& Aoısckg 
yavlag rag uno yan [gbh] 56% [zet] 


| &ue Övoiv ögdeis Avioovg. dıa To 


zo ö (sie N) dag rüg dm Ban [abh] ö$ 
[det], dVo bgPäg eivaı. zul wi Aoıei 
dow slevooi raig Aoımwig kevgaig 
iocı eisiv Enorege Enaröge. Ton 200 
3er [bg] un 74 [ez]. &ori dt nei 7) 


bei Gerhard hat Theon nichts Ent- | P lag] :5 & & [dv] ion. dio dn ai 


ßy lag] ya [g eb] dvoi zeig s£ [dz] 


£ö [ze] iocı siolv Erorrege Enwrege. 


zal yavla 9 Immo ya [agb] 7 Umo 
e£ö [dze] Ton, Baoıg &ge ı aß [ba] 
Pasa N öde [ed] !on Eoriv. 


!orwoav Oh mdhv ai By [ag] 
st [dz] uelfoves Tergayavov. nal 


Zu diesem dritten Falle hat 


| Gerhard keinen entsprechenden. 


Während das im Theon Bewiesene mehr umständlich dargestellt ist 


als das Entsprechende bei Gerhard, 
Spezialfall bewiesen. 


ist im Theon überhaupt nur ein 
Den nur halb vollendeten Beweis schliefst Theon mit 


folgendem Passus: „raüre dt Meviiaog amideıtev Ev TE nenro TÜV opar- 


gunav.“ 
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Wir hätten mit Fug eine bessere Übereinstimmung erwarten können, 
umsomehr, weil wir nach Theons Worten, wenn uns der Text der Sphärik 
sonst nicht bekannt gewesen wäre, keinen Augenblick bezweifelt hätten, dals 
Theon die Sätze wörtlich nach Menelaos zitiert. Nun müssen wir doch 
dies in Abrede stellen. Einen gewissen Trost finden wir darin, dafs Theon 
auch nicht die sphärischen Beweise des Ptolemaios so genau referiert, wie 
wir es nach seinen Worten hätten erwarten dürfen. 

3. Ein Vergleich zwischen dem arabisch überlieferten Menelaostext 
und den vier Sätzen aus Menelaos, die Pappos beweist, ist für text- 
kritische Zwecke ohne Wert; denn Pappos giebt offenbar nicht die Sätze 
wörtlich an, sondern referiert sie möglichst kurz. 


Viertes Kapitel. 
Menelaos erstes Buch und Euklids Elemente. 


a. Menelaos’ Definitionen. 


Nach Halley sind die Definitionen, deren Echtheit wir schon festgestellt 
haben’?), folgende: 

I. Triangulum Sphaericum est spatium comprehensum sub arcubus cir- 
culorum magnorum in superficie Sphaerae. 

II. Atque hi arcus, qui semper minores sunt semicirculo, dieuntur latera 
vel crura Trianguli. 

II. Anguli autem eorum sunt anguli, quos continent eirculi magni in 
superficie Sphaerae. 

IV. Et hi Anguli aeqwales dieuntur, quando inclinantur ad invicem plana 
arcuum eosdem continentium aequali inclinatione. 

V. Et si duorum arcwum plana inclinentur ad invicem maiori inclna- 
kione quam duorum aliorum arcuum plana inter se, erit angulus ab üsdem 
arcubus contenlus eliam maior. 

VL Et si plana arcuwum contineant angulum rechum, ipsi arcus eliam 
dieuntur continere angulum rechum. 


72) Vgl. oben Seite 18. 
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Menelaos beschränkt sich also auf die Definitionen, die sich auf das 
sphärische Dreieck beziehen, obwohl er für verschiedene Definitionen aufser 
den in den Elementen vorkommenden Verwendung hat, so z. B. Kugelpol, 
Grölster Kreis, Zirkelpol auf der Kugel, die aber alle in Theodosios’ Sphärik 
stehen. Es scheint dies nicht ein Zufall zu sein. Menelaos hat eben nur 
die von ihm selbst neu erfundenen Begriffe definieren wollen; wie trium- 
phierend hebt er diese und nur diese Definitionen hervor. Er hat eingesehen, 
wie fruchtbar die in der Aufstellung des Begriffes „Dreieck auf der Kugel“ 
enthaltene Abstraktion ist, und hierauf beziehen sich wohl die stolzen 
Worte seiner Einleitung: „inveni ego rationem demonstrativam praestantem“.'?) 
Dafs Menelaos unzweifelhaft der Erfinder dieses Begriffes ist, dafür bürgen 
uns also nicht nur Pappos’ Worte: „nalei Ö& 6 roiüro oyiue Mevehuog 
Ev roig GpaıgıRoig TeimAevgov“, und der Umstand, dals wir diesen Begriff 
nie vor, dagegen allgemein nach Menelaos verwendet finden, sondern die 
Definitionen selbst durch ihre Beschränkung. 

Wie wir später sehen werden, strebt Menelaos immer, sogar Sätze, die 
ihrer Natur nach sich nicht auf Dreiecke beziehen, als Dreieckssätze zu formu- 
lieren. Deswegen bezweifeln wir auch nicht, dafs es Menelaos war, der zuerst 
die Lehre vom sphärischen Dreieck (Kugelgeometrie), wie auch die sphärische 
Trigonometrie aus der Astronomie und der älteren, ganz stereometrischen Sphärik 
ausgeschieden hat. Es dürfte dies das grölste Verdienst unseres Verfassers sein. 

Menelaos fand in Euklids Elementen schon das Wort reimksvgov 
(I, def. 6—7), womit Euklid „eine ebene dreiseitige Figur“ bezeichnet. Das 
ebene Dreieck nennt Euklid jedoch in der Praxis immer relywvov; also stand 
das Wort roimlevgov zur Verfügung, weil die Anwendung dieses Wortes 
zur Bezeichnung sphärischer Dreiecke nicht mit Euklids Anwendung kolli- 
diert. — Wenn erst das sphärische Dreieck als von gröfsten Kreisbogen 
umschlossen definiert ist, überträgt Menelaos die Begriffe mAsugov (Seite) und 
yaviov (Winkel) von der Ebene auf die Kugel. — Um die Gleichheit der 
sphärischen Winkel zu definieren, mus er zu Euklid XI, def. 6—7 oder 
Theodosios I, def. 6, d. h. zu den Definitionen der Raumwinkel Zuflucht 
nehmen. — In den Definitionen 5 und 6 sucht Menelaos die nämlichen 
Definitionen des Euklid zu ergänzen. 


b. Übersicht des ersten Buches. 


Betrachten wir nun die Sätze im ersten Buch, und beginnen wir mit 
einem Resume über dieselben nach ihrem Inhalt gruppiert, damit wir gleich 
einen Überblick gewinnen. 


73) Vgl, oben Seite 15. 
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1. Einen sphärischen Winkel, einem gegebenen gleich, zu konstruieren. 
Dieses Problem muls als ein Hülfssatz betrachtet werden, der nur deswegen 
initgenommen wird, weil Menelaos denselben gebraucht, um die drei folgen- 
den Theoreme zu beweisen. 

Mit Anwendung moderner Zeichen bezeichnen wir im sphärischen Drei- 
ecke ABC die den Winkeln A, B, € gegenüberliegenden Seiten bezw. mit 
a,b,c und haben nun folgende Satzgruppen: 

2. Die Winkel an der Basis eines gleichschenkligen Dreiecks sind gleich, 

d.h. wenn va=b, wrd [A=B. 


3. Umgekehrt, won /A=DB, wirdva=b. 

9. Wenn a>b, wird A>B. 

7. Umgekehrt, wenn A>DB, wird a>b. 

5. Die Summe zweier Seiten ist grölser als die dritte, dh. a+b>.e. 


10. Je nachdem « + 5 180°, wird 180 - 4S B, und umgekehrt. 


11. Die Nebenwinkel eines Dreieckswinkels sind kleiner als die Summe der 
zwei anderen Dreieckswinkel, d. ı. B-+ 0 > 180° -- A, oder aber: 

Die Winkelsumme des Dreiecks ist gröfser 'als zwei rechte: A + B 

+ C> 180°. 

Diese Sätze geben die Haupteigenschaften des sphärischen Dreiecks. 2, 3, 7 
und 9 bilden eine Gruppe; 5, 10 und 11 eine zweite. Letztere behandelt 
die dreiseitige körperliche Ecke. 

In den Sätzen der folgenden Gruppe werden die Stücke zweier sphü- 
rischen Dreiecke ABC und A,B,C, verglichen. 

6. Wenn c=c, A>A, und B>B, wirdb -c>b, + c.. 
19. Wenn c=c«, A>4A, B<B, und C>90°%, C, > 90°, wird 
a>a, und b<b,. 
8. Wenndb=b,c=ca und A>A, wird a>a,, 

und umgekehrt, wenn b=b,, c=c, unda>a, wird A> .A.. 
18. Wenn A=4A, B=B, und C>C,, wird, je nachdem a—+ 13 180%, 

auch 2,53, und jedenfalls ce > e.. 

6 und 19 sind Erweiterungen von bezw. 5 und 7. — 18 und 19 
stehen mit 4 und 17 in der folgenden Gruppe in enger Verbindung. Diese 
nthält die Kongruenzsätze. 

Menelaos macht keinen Unterschied zwischen Kongruenz und Sym- 
metrie. Er beweist ganz einfach, dafs, wenn diese und jene Dreieckselemente 
gleich sind, werden auch die übrigen gleich. Auf diese Weise gelangt er 
zu folgenden Kongruenzsätzen: 

Zwei sphärische Dreiecke sind kongruent, wenn: 


N 
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4a. zwei Seiten und der von ihnen gebildete Winkel gleich sind, d.h. 
wenn a=a,b=b undC=(; 

4b. alle drei Seiten gleich sind, d.h. wenn a=a,b=b, und c—=c; 

14. eine Seite und die beiden ihr anliegenden Winkel gleich sind, d.h. 


wenn a=4,B=BR udC=(; 
17. alle drei Winkel gleich sind, d.h. wenn A=A, B=B, und 
C=(; 


12. ein rechter Winkel, die gegenüberliegende Seite und einer der anderen 
Winkel gleich sind, letzterer jedoch nicht recht, d, h. wenn A=A,—=90), 
a=a und B=Bb, 2 90°; 

16. eine Seite, der gegenüberliegende Winkel und einer der anderen 
Winkel gleich sind, vorausgesetzt, dafs die Summe der zwei den 
letzteren Winkeln gegenüberliegenden Seiten nicht 180° ist, d. h. 
wen A=A,a=a,B=B, wid b-+b, £ 180; 

13. ein Winkel, die gegenüberliegende Seite und eine der anderen Seiten 
gleich sind, vorausgesetzt, dafs die jenen zwei Seiten gegenüber- 
liegenden Winkel beide entweder stumpf oder spitz sind, d. h. wenn 
a=a, A=4A, c—=c, und entweder © > 90° und (, > 90° 
oder U < 90° und (,< 90°; 

15. zwei Seiten und die gegenüberliegenden Winkel gleich sind, voraus- 
gesetzt, dals diese Stücke nicht alle recht sind. 

Von diesen Sätzen geben 14 und 17 zu keinen Bemerkungen Anlafs. — 
12 ist ein spezieller Fall von 16. — In 13 ist ein spezieller Fall ein- 
geschlossen (a=a,, e=c, und A—=A, = 90°), der schon oftmals vor 13 
vorausgesetzt wird; dieser Spezialsatz ist nämlich in Theodosios’ Sphärik 
bewiesen (II. 11), jedoch nicht als Dreieckstheorem. — In Menelaos 13 ist 
übrigens ein anderer Spezialfall weggelassen, der nämlich, welcher hervor- 
geht, wenn die Winkel © und ©, beide = 90° sind. Wahrscheinlich haben 
wir hier die Ursache zur Aufstellung des Satzes 15, wo dann die Kongruenz 
im erwähnten Spezialfall mitgenommen ist. Dieser überbestimmte Satz 15 
mit vier gleichen Elementen ist jedoch nicht notwendig, weil wir für den 
in 13 vernachlässigten Fall (C = (C, = WI, A—=A, Z 90°) schon durch 
12 die Kongruenz beweisen können, und weil, falls sowohl der Winkel € als 
A == 90°, die Kongruenz nicht existiert, eben was Menelaos in 15 bemerkt. 

Vom ersten Buche bleiben uns noch die Sätze 20—35 übrig. Von 
diesen sind: 

21. Wenn B> 90°, a< 90° u. c< 90°, wird A< 90° u. C< 90°, und 

22. Wenn A > 90%, a< 90° u. ce< 90°, wird 5< 90%, B< 90° u 

C< 90° 
eingeschaltene Hülfssätze. 
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23. Wenn M die Mitte von a, N von b, wird MN > = e, 
24. Wenn J/ die Mitte von a, N von ce und B> 90", wird _ BMN 
<ZC und LBNM<A und 
25. Wenn A> 90°, M,N,P bezw. die Mittel- 
punkte von a,b,c, wird LMNC<A und 
MPB<A 
bilden eine Gruppe für sich. 
20. Wenn M die Mitte von « ist, wird AM Sze a, 
je nachdem A = B+C 
S_ ist ein isolierter Satz, der sich zunächst der Gruppe 
A c 26—35 anschlielst.‘*) Die Sätze dieser Gruppe, aufser 
dem Hülfssatz 32, können wir auf folgende Weise 
zusammenfassen: 
Seien (Figur 5) vom Scheitel B die Bogen BD uud BE gezogen, die 
den Bogen b in D und E treffen, so haben wir: 


Figur 5. 


Wenn: So wird: 
B N a+.eS 180°, a>e, AD=EOC, LABDZEBC, BD+BESate, 
33 eoroll. = > 
rt < < < 
Fi 2 |e+ c=180°, a>c, LABD=EBC, ADZEC, BD+-BEZa+s 
[86 osoll e 
35 
<< 0 > Y > 1 Y 
at+c=BD-BEZI8O, a>e, ADSEU, LABDSEBC 
en. = + > < } = : 


Fallen die Punkte D und E in D zusammen, bekommt man Spezial- 
fälle, die im Menelaos doch vor den allgemeinen Fällen bewiesen werden. 


Wenn: So wird: 


29 
26 a+cS180%, a>e, AD=DO, LABDZDBC, 2BDS Sa ae, 
29 coroll. Pa = 


30 

Pa 

26 a+cZ180%, a>c, LABD=DBC, ADSDE, 2BDS a 
30 coroll. > > 

5 < = 2 
(26) Lk a+ce=2BDS 180%, a>e, ADZDE, LABDZDBCN”) 
31 coroll. 


74) Das Corollar zum Satz 20 ist ein Zusatz von Halley. 

75) Das Resum6 ist hier nicht ganz zutreffend. Etwas von dem, was wir 
unter 30 aufgeführt haben, ist eigentlich schon in 29 bewiesen. — (26) bedeutet, 
dafs der Fall (gegeben vat+c=2BD=180°% a>ec, zu beweisen: vAD= DE 
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Es dreht sich also hier um die drei Elementpaare, die Bogen AD und CE, 
die Winkel ABD und EBC und die Bogensummen BD+ BE und a-+e. 
Wenn die Gleichheit eines dieser Elementpaare gegeben ist, wird die Gleich- 
heit oder Ungleichheit der zwei anderen Paare bewiesen, je nachdem 


a-+ 3180), also für drei verschiedene Gattungen sphärischer Dreiecke. 


Das Mittel zu den Beweisen für die allgemeinen Fälle leistet der 
Hülfssatz 32, welcher sagt: 

Sei D die Mitte von b und E ein beliebiger Punkt auf BD, und sei 
ferner a + e<180° und «>c, so kann man beweisen, dafs _BAE> BCE. 

Sollte man den Inhalt dieses ersten Buches charakterisieren, könnte 
man sagen, dals das Buch uns die allgemeine Theorie über konvexe drei- 
seitige Ecken und über die Kongruenz sphärischer Dreiecke giebt nebst 
einem Anhang solcher Sätze, die wir wohl eher als Übungsbeispiele hinzu- 
fügen möchten. Dieser Inhalt überschreitet nirgends, was man in einem 
modernen Lehrbuch über die elementare Stereometrie zu finden erwartet; 
dagegen vermissen wir die neuere Lehre von Polardreiecken und die obere 
Grenze der Winkelsumme (540°). 

Dennoch mufs man bewundern, dals ‘mit einem Schlag von demselben 
Manne, der zuerst den Begriff „sphärisches Dreieck“ definierte, doch so viel 
geleistet wird. 

In der That würden wir vergebens in der griechischen Geometrie vor 
Menelaos eine Folge von Sätzen suchen, die ganz oder teilweise mit den- 
jenigen bei Menelaos zusammenfallen. Für die Beweise hat Menelaos 
allerdings vieles von den älteren Arbeiten über Sphärik vorausgesetzt; was 
dagegen die Theoreme betrifft, so liefert die ebene Geometrie ihm dieselben. 
Niehtsdestoweniger finden wir hie und da stereometrische oder sphärische 
Sätze, die mit denjenigen im Menelaos zufälligerweise zusammenfallen. 

XI, 20 in Euklids Elementen fällt mit Menelaos I, 5 zusammen, 
während wir im Menelaos keinen Satz finden, der Euklid X1,21 entspricht. 
Die Beweise bei Euklid und Menelaos sind ganz verschieden, die Satz- 
formulierung ebenfalls: das Zusammenfallen ist offenbar ein zufälliges. Ohne 
Zweifel erhält Menelaos seinen Satz I, 5 vom analogen in der Ebene, 
Euklid I, 20. 

Theodosios’ Sphärik IIL,3 ist fast genau derselbe wie Menelaos ], 4a, 
wie verschieden die Sätze auch formuliert sind. Die Gleichheit geht jedoch 


und <ABD=DDBC), den einzigen, den Menelaos vernachlässigt, hier einzu- 
fügen ist. Maurolycus fügte den fehlenden Fall als Satz I, 36 in seiner Mene- 
laosausgabe ein. 
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ganz deutlich hervor, wenn wir den Gebrauch von Theodos. III, 3 in Theodo- 
sios’ egl juspiv zei vuzröv II, 10—14 betrachten. Wie wir sehen werden, ’®) 
ist der Satz übrigens schon in Euklids guamousvae 12 vorausgesetzt. 

Theodosios’ Sphärik II, 11 kann man leicht in Menelaos L, 4a um- 
bilden. Den umgekehrten Satz Theodos. II, 12, Spezialfall von Mene- 
laos 1,13, verwendet Menelaos, wie oben erwähnt, oft. 

Diese Zusammenfälle sind ganz sporadisch, und ich finde hierin eine 
Stütze meiner Annahme, nicht dafs das erste Buch Menelaos mit Hülfe 
des ersten Buches Euklid entstanden ist, denn das kann man überhaupt 
nicht bezweifeln, sondern dafs Menelaos der erste ist, der diese Übertragung 
von der Ebene auf die Kugel unternommen. 

Ich möchte nun nachweisen, wie und in welchem Umfang Menelaos, 
um die sphärischen Dreieckstheoreme zu erhalten, das erste Buch Euklids 
gebraucht hat, und zwar in der Voraussetzung, dafs er versuchte, Euklids 
Dreieckstheoreme jedes für sich zu übertragen. 


c. Übertragung der Dreieckssätze aus der Ebene auf die Kugel. 


Euklid IL, 1, ein gleichseitiges Dreieck auf einer gegebenen Seite zu 
konstruieren, hat keinen entsprechenden Satz bei Menelaos. Dies macht 
nieht Wunder, wenn man beachtet, dafs eine Reihe von solchen ganz ein- 
fachen Konstruktionen von Menelaos ohne Beweis vorausgesetzt werden, 
gerade als ob sie bewiesen wären.) Für diese Konstruktion hat Mene- 
laos übrigens keinen Gebrauch. 

Euklid 2 ist kein Dreiecksproblem; folglich berührt Menelaos es nicht. 

Euklid 3 ist auch kein Dreiecksproblem; Menelaos setzt es aber oft 
als Satz auf der Kugel ohne Beweis voraus. 

Euklid 4, analog Menelaos I, 4a sagt: „Wenn zwei (ebene) Drei- 
ecke swei Seiten und den von ihnen gebildeten Winkel gleich haben, werden 
die Dreiecke gleich“ WEuklids Beweis lälst sich nicht übertragen, weil er 
die Deckungsmethode verwendet, die auf der Kugel für symmetrische Drei- 
ecke unverwendbar ist. — Wenn also Menelaos den Deckungsbeweis nicht 
überträgt, haben wir darin ein Zeugnis dafür, dafs er den Unterschied zwi- 
schen Kongruenz und Symmetrie auf der Kugel erkannt hat. Eben deswegen 
sagt er nie (wie mitunter Euklid von ebenen Dreiecken), dass die Dreiecke 


76) Vgl. unten Kap. 5, b. 

77) Vgl. Euklid, Elementa I, 9—15. — Euklid I, 1 trug Maurolycus 
auf die Kugel über und setzte das so erhaltene Problem als Satz I, 1 in seiner 
Menelaosausgabe ein. 
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gleich werden, sondern immer: „wenn diese und jene Stücke gleich. sind, 
dann werden auch die anderen gleich.“ 

Euklid 5, 6, 8 sind von 4 abhängig und entsprechen. bezw. Mene- 
laos 2, 3, 4b, während Euklid 7, der lediglich als Mittel zum Beweise 
von 8 dient, von Menelaos nicht‘ mitgenommen wird. Also entsprechen 
Euklid 4—-8 den Sätzen Menelaos 2—4; nur die Reihenfolge ist ver- 
schieden, weil der Beweis des Hauptsatzes (Euklid 4) nicht übertragbar ist. 
Für diesen hat Menelaos indessen einen neuen Beweis gefunden und zwar 
durch die Sätze Theodosios II, 11—12 (vgl. oben), deren Anwendung nahe 
liegt, weil Theodosios 12 und Euklid 4 fast ganz analog sind. Der Unter- 
schied ist nur, dafs im Theodosios 12 die Winkel am Scheitel recht sind. 

Deshalb kann Menelaos die zwei Sätze im Theodosios sehr leicht 
benutzen, um damit Euklid 4—6 und 8 zu beweisen, nur muls er wegen 
der: speziellen Annahme bei Theodosios über die Scheitelwinkel die Kon- 
struktion Euklid I, 23 vorausschicken. So erklärt sich folgende Satzfolge 
und Beweisart im Menelaos: 

Menelaos I, 1— Euklid 1,23: Auf der Kugeloberfläche einen Winkel 
zu konstruieren, der einem gegebenen gleich ist (Figur 6). 


D 


/ NN \ 
EN \ Ü LÜ DU Ja 
Figur 6. mn 


C 
Figur 7. 

Seien gegeben LCDE und Punkt 5; dann zieht man mit D und B 
als Pole gleiche Kreise CE und AZ. Der Bogen AZ wird gleich EC ge- 
macht. Die Schnittlinien von den Ebenen AB und BZ, sowie die von Ü.D 
und DE stehen senkrecht bezw. auf den Ebenen der Bogen AZ und CE 
|Theod. I, 15 und Euklid XI, 19]. Die Winkel jener zwei Paare von 
Ebenen sind gleich den Bogen CE und AZ [Euklid III, 26]. Die Winkel 
jener Ebenen sind aber gleich den Winkeln B und D [Euklid XI, def. 6]. 
Also [de. 4] /B=D. 

Corollar. Auf derselben Figur wird folglich, wenn 
auch LB= D, und umgekehrt. 

I, 2 = Euklid I, 5. (Figur 7): 

Die Winkel: an der Basis in einem gleichschenkligen sphärischen Drei- 


’ 
> 


eck sind gleich. 
Abh. z. Gesch. d, math. Wissensch. XIVY. 3 
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Sei gegeben: v AB = BC. 
Zu beweisen:  [CAB = BCA. 
Man zieht die Kreise AE und CD bezw. mit den Polen € und A, 
folglich / D= E = 90° [Theod. I, 15]; die Bogendifferenz DB= BE, 
D und vOB== BA (gegeben), folglich „OD 
—= AE [Theod. II, 11]; also _A=( 
[1, corollar). 
1,3 = Euklid ], 6 (Figur 8): 
Ein sphärisches Dreieck, dessen zwei 
Winkel gleich sind, ist gleichschenklig. 
Bei gegeben: / BAC = BCA. 
4 Zu beweisen: vAB= BC. 
Man zieht die gröfsten Kreise ZE.D 
und DHT bezw. mit den Polen A und €. 
Dann wird D der Pol des Bogens CA,®) d.h. vZD= DT. Ferner v EZ 
— HT [1, corollar], und die Bogendifferenz ED= DH, und wil|E= H 
E —= 90° [Theod. 1,15], wird vEB 
—= BH|'Theod. 1,11], und die Diffe- 
renzen vAB= BC. 
IL, 4a = Euklid 1,4 (Figur 9): 
Wenn in zwei sphärischen Drei- 


Ü A 


Figur 8, 


ecken zwei Seiten und der von ihnen 
eingeschlossene Winkel gleich sind, wird 
die dritte Seite auch gleich. 

Sei gegeben: _B=E, vBC=EZ, vBA=ED. 

Za beweisen: v AC = DZ“) 

Die Bogen HA und DT, mit den Polen B und E gezogen, sind ein- 
ander gleich (1, corollar), 7 =[T = 90°, die Bogendifferenz CH = ZT, 
dann wird die Gerade AC = DZ [|Theod. II, 11], d.h. vAC= DZ. 

I, 4b = Euklid I, 8 (Figur 9): 

Wenn zwei sphärische Dreiecke alle drei Seiten gleich haben, werden 
auch die Winkel gleich. 

Der Beweis folgt durch die entgegengesetzten Schlufsfolgerungen des 
vorigen Beweises [statt Theod. II, 11 wird somit Theod. II, 12 gebraucht]. 

Wir sehen, wie mit Hülfe des vorhergehenden Problems (Menel. I, 1), 


Figur ®. 


78) Hier setzt Menelaos folgenden Satz voraus: „Die Durchschnittspunkte zweier 
gröfsten Kreise sind die Pole eines gröfsten Kreises durch ihre Pole.“ Dieser Satz findet 
sich weder in Theodosios' Sphärik noch in den älteren astronomischen Werken. 

78°) Satz I, 4a ist kein vollständiger Kongruenzsatz; das Fehlende (/ A= D 
u./LC=Z) folgt offenbar durch I, 4b. 
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seines Corollars und Theodosios I, 11—12 die Sätze 4—6 und 8 aus 
Euklid mit einfachen und von einander ganz unabhängigen Beweisen ver- 
sehen worden sind. Hätten aber die Sätze des Theodosios nicht so be- 
quem zur Verfügung gestanden, wäre die Beweismethode ganz anders aus- 
gefallen. Eine Frage stellt sich doch ein: Warum hat Menelaos nicht 
das Problem I, 23 (Euklid) ohne Beweis vorausgesetzt, so wie er es mit 
den Euklidischen Problemen zu thun pflegt? Die Antwort ist diese: Weil das 
Problem bei Euklid von eben dem Kongruenztheorem (Euklid I, 8) abhängig 
ist, wegen dessen Beweises im Menelaos (I, 4b) es vorausgeschickt ist. 

Demnächst Euklid I, 9-——15. Dies sind Probleme (9—12) oder Theo- 
reme (13—15), die sich nicht auf Dreiecke beziehen; sie können alle ohne 
Änderung der Beweisführung auf die Kugel übertragen werden. Obwohl 
man in den älteren sphärischen Werken von diesen Propositionen keine Spur 
findet, gebraucht Menelaos sie doch sehr oft ohne jeglichen Beweis. Bei 
Euklid dienen diese Sätze als Existenzbeweise, und wir müssen die Sache 
so betrachten, als ob Menelaos die Sätze dem Euklid entliehen, was für 
ihn hinreichend war, um die Existenz auf der Kugel zu sichern. Als Bei- 
spiel des gelegentlichen Gebrauches dieser Sätze mögen aus der Halleyaus- 
gabe folgende Stellen zitiert sein: 


vorausgesetzt im Menelaos: 


Euklid I: Satz: Seite: Zeile: 

9 1, 30 36 16 von unten 
10 I, 24 29 21 von oben 

| 1,22 27 16 von oben 
„ \ u, 2 49 5 von unten 
R 189 1m 11 von oben 
= u. 42 4 von oben 
13 I, 11 11 20 von oben 
15 512 12 8 von oben. 


Eine andere Konstruktion, die Menelaos oftmals ohne Beweis voraus- 
gesetzt (z. B. Halleyausgabe II, 1. 2.4 u. III, 7 Seite 92 Zeile 14—15 ff.), 
ist diese: „Auf der Kugeloberfläche von einem gegebenen Punkt au/serhalb eines 
gegebenen Bogens einen Bogen zu ziehen, der mit dem gegebenen einen ge- 
gebenen Winkel bildet“ Die entsprechende Konstruktion in der Ebene finden 
wir nicht in Euklids Elementen; sie ist aber in den Daten (Satz 30) von 
demselben Verfasser vorausgesetzt. 

Betrachten wir ferner Euklid I, 16: In jedem Dreieck, wo die eine 
Seite verlängert ist, wird der dadurch entstandene Aufsenwinkel gröfser als 
jeder einzelne der gegenüberliegenden Innenwinkel‘“ 

g* 
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Indem Menelaos es versucht, den Beweis dieses Satzes zu übertragen, 
stöfst er (Figur 10) auf die Ungleichheit: _ ECD> ECZ. Auf der Kugel 
gilt dies aber nur, wenn v BE << 90°; denn nur dann wird [| ECZ ein Teil 
von [ ECD (Euklid, xowei Evvoı 8). Der Satz läfst sich also nur mit 
verändertem Resultate übertragen. In demi Spezialfall, dafs das Dreieck 


Figur 10. 


gleichschenklig ist, vAB = AC = 90°, sieht man aber sofort, dafs der 
Aufsenwinkel 180° —- C—= B= 90° wird. Wenn man die Figur auf der 
Kugel derjenigen in der Ebene analog ergänzt, erhält ınan offenbar das 
sphärische Zweieck, So kommt man auf ganz natürliche Weise zur Bildung 
des Zweiecks und zur Zerteilung des Problems in mehrere Fälle mit 
einem Grenzfall, wo 180°-- C—= B. Durch Figurenbetrachtung erhält 
man nun vAC= AD, wenn v AB + AC = 180°, und umgekehrt, und 
ferner mit Benutzung des Satzes Menelaos I, 2, indem a LB=D, dals 
die Bedingung für / 180°--C—=B eben vAB-+AC = 180° wird. Wenn 
aber vAB-+ ACZ 180°, wird vA 2 AD, und man braucht nur, un 
die zwei allgemeinen Fälle zu erhalten, den Satz Euklid I, 18: „Einer 
gröfseren Seite gegemüber liegt ein gröfserer Winkel,“ zu übertragen; dann folgt 


ja, dafs 180° —- es B, je nachdem vAB-+ AC = 180°. Erst müls aber 


Euklid 1,18 für das sphärische Dreieck bewiesen werden. In der Ebene 
hängt dieser Satz von Euklid I, 16 ab, bei dessen Übertragung wir gerade 
verweilten. Deshalb. wird Menelaos gezwungen, einen neuen Beweis für 
Euklid L, 18 zu suchen. 

Er legt (Figur 11) nun die kleinere Seite AB auf die grölßsere AC, 
jedoch von CE und nicht wie Euklid von A aus; dann wird: AC=AB 
-#AD>BD (Euklid I,20), und wenn er Euklid I,25 in Bezug auf 
die Dreiecke ABC und DCB, die zwei Seiten gleich, die dritte aber un- 
gleich haben, in Anwendung bringt, folgt / B:> C, und somit ist der neue 
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Beweis erledigt, allerdings mit Hülfe der noch nicht übertragenen Sätze 
Euklid I, 20 und 25. 

Indem nun Euklid I, 21 eine direkte Folge oder Erweiterung von 20 
ist, und 24 und 19 die umgekehrten von 25 und 18 sind, stellt sich folgende 
Ordnung bei Menelaos als die natürliche dar: 


Menelaos: Euklid: 

[5 analog 20 

I6 5 21 

18a . 24|. ae 
' 1NVers 

sb : 25) 

2 in 18). u 

7 £ 19] ınvers 

10 R 16. 


Sonderbar ist es allerdings, dals 8 (Menelaos) zwischen die inversen 
Sätze 7 und 9 eingeschaltet ist. Dies erklärt sich vielleicht dadurch, dafs 


. 


Fignr 11. Figur 12, 


Satz 7 im Menelaos durch 5 auf eine ähnliche Weise wie 6 bewiesen wird. 
Jedenfalls haben die Sätze Menelaos 5—10 folgende Ordnung: 

Menelaos I, 5 = Euklid I, 20 (Figur 12): 

In einem sphärischen Dreieck ist die Summe zweier Seiten gröfser als 
die dritte. 

Seien gegeben: vBC> BA und vBO>AC. 

Zu beweisen: „BA AC>BC. 

Man zieht den Kreis EAD mit B als Pol, also vCA> CD [Theod. 
II, 1]; man addiert vBA= BD, und erhält vBA+ AC> BC.) 


79).Durch Verlängerung der Bogen. AB und AC bis zum Schnitt in dem A 
entgegengesetzten Pol H wird man beweisen können, dafs die Summe der Seiten 
jedes sphärischen Dreiecks kleiner ist als ein grölster Kreis der Kugel; vgl. oben 
Seite 20, 
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I, 6 = Euklid I, 19 (Figur 13): 
Durch 5 erhält man: 


vABLBCOC>AE+EC>AD-+ DC. 
B A 


A B 
Figur 13. Figur 14. 


I, 7 = Euklid 1,19 (Figur 14): 

In jedem sphärischen Dreieck liegt eine gröfsere Seite einem gegebenen 
gröfseren Winkel gegenüber. 

Sei gegeben: _Ü>B. 

Za beweisen: vAB> AC. 

Sei LBCD=B konstruiert (1), so wird vBD=DCÜ (3), folglich 
v„AB=AD-+DC>AC (5). 


1,8 = Euklid I, 24—25 (Figur 15): 

In zwei sphärischen Dreiecken, die zwei Seiten gleich haben, wird eine 
dritte gröfsere Seite durch einen gegenüberliegenden gröfseren Winkel bedingt. 
e B a. Sei gegeben: v AB 

=DE, BC=EZ und 
JE LB>E. 
Zu beweisen: v AC 
D A >D2Z. 
Seien gezogen die Kreise 


zZ er 


Figur 15. 


TD und HA mit E und B 
als Pole; dann wird die 
Bogendifferenz TZ= HC. 


Dagegen DT’ < AH, weil 

LB>E (def. 5 und prop. 1). Dann wird aber die Gerade und also auch 
der Bogen AC> DZ [Theod. IL 1]. 

b. Sei gegeben: vAB=DE, „BC=EZ und vAC>DZ. 

Zu beweisen: / B>E 

Dies wird durch die umgekehrte Schlufsreihe von a. bewiesen (vgl. Seite 45). 

Anm. Vor dem Beweise 8a steht im Cod. Leid. 399, bei Gerhard und 
Halley, dafs der Beweis dieses Satzes sowie der des umgekehrten 8b wie in der 
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Ebene geführt werden kann. Wenn diese Bemerkung nicht eine spätere Interpola- 
tion ist, was nicht wahrscheinlich ist, liefert sie uns den direkten Beweis der Über- 
tragung von Euklids Sätzen auf die Kugel. B 


I, 9 (invers von 7) = Euklid I, 18 
(Figur 16): 

In jedem sphärischen Dreieck liegt ein A 
gröfserer Winkel einer gegebenen gröfseren Seite 
gegenüber. 

Sei gegeben: v BC > BA. 

Zu beweisen: LA>O. Ü 

Figur i6. 

Mache vOD= AD, dann wird vBC 
= AB-+-BD>AD (5), und mit Anwendung von 8 auf die Dreiecke 
ACD und CAB wird bewiesen B 
LAS 

I, 10 = Euklid I, 16 
(Figur 17): 

Ein Aufsenwinkel eines sphä- 
rischen Dreiecks ist S als der 


A D 


FA 


Figur 17. 


Innenwinkel am anderen Endpunkie der verlängerten Seite, je nachdem die 
Summe der zwei anderen Seite >= als 180° ist, und umgekehrt. 

Sei gegeben: vAB + BC > 180°. 

Zu beweisen: / 180° —- C S A 
Indem D der dem Pol A entgegengesetzte Pol ist, wird vAB + BC 


>ZAD= 180° [Theod. I, 11], d.h. v BCZBD, wodurch L BCD — 180° 


-(Ü <D —= A (9 und 2). Der umgekehrte Satz wird ohne Beweis postuliert. 


Wie man sieht, ist Menelaos 1,5 nicht wie der analoge Satz I, 20 
im Euklid bewiesen. Es D 
kommt daher, dafs Menelaos 
beim Übertragen des Beweises 
aus der Ebene, in dem Falle 
wo v BA+AC> 180°, auf B 
ein Dreieck BCD stölst (Fi- 
gur 18), das nach seiner De- ce 


finition kein sphärisches Drei- 
eck ist; jedenfalls wird in Eee 
den Definitionen in der Halleyausgabe ausdrücklich vorausgesetzt, dals die 


Seiten des sphärischen Dreiecks kleiner als der Halbkreis sein sollen, 
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Menelaos I,6 dagegen ist durch 5 bewiesen, ganz wie der analoge 
Euklid I, 21 durch 20. 

Für 7 (Euklid 19) hat Menelaos den Euklidischen Beweis gebrauchen, 
d. h. die Sätze 2 (Euklid 5) und 9 (von 7 unabhängig) zum Aufbau 
eines antithetischen Beweises benutzen können. Nichtsdestoweniger giebt er 
einen neuen Beweis durch 3 (Euklid 6) und 5 (Euklid 20). Für Mene- 
laos, der ja doch gezwungen war, Euklid 20 so früh zu beweisen, wird 
der Beweis durch diesen einfacher. Hier wie immer, wo die Beweismittel der 
Übertragung wegen sich für Menelaos anders stellen, giebt er gern neue, 
einfachere Beweise; die antithetischen vermeidet er immer. 

Bis jetzt haben wir die Sätze Euklid I, 1—16, 18—21 und 23—25 
mit Menelaos parallelisiert. 17 und 22 haben wir übergangen. 

Euklid I, 17: „In jedem (ebenen) Dreieck ist die Summe von irgend 
zwei Winkeln kleiner als 180°“ folgt direkt aus Euklid 16, dem Satze 
über den Aufsenwinkel, der, auf die Kugel übertragen (Menelaos I, 10), 
drei Fälle giebt. Deshalb läfst sich 17 nicht übertragen; er gilt nicht auf 
der Kugel. 

Euklid I, 22: „Ein Dreieck von drei gegebenen Seiten zu konstruieren“ 
ist übertragbar, wenigstens wenn die Seiten (Bogen) gewisse Bedingungen 
erfüllen. Konstruktionen wie diese setzt Menelaos (vgl. oben) ohne Be- 
weis voraus. Gerade diese braucht er aber nirgends. 

Wir kommen nun zu Euklid I, 26. Seine verschiedenen Teile ent- 
sprechen den Sätzen 12, 14 und 16 im Menelaos. Dieser hat also seinen 
Satz 11 eingeschaltet, dem wieder Euklid 32 entspricht. 

Euklid I, 32 ist der Hauptsatz über Dreiecke: „Ein Aufsenwinkel ist 
der Summe der zwei gegenüberliegenden Inmenwinkel gleich“ Ein Versuch, 
den Beweis des Euklid zu übertragen, würde zu dem Beweise führen, dafs 
auf der Kugel der Aufsenwinkel kleiner als die Summe der Innenwinkel sei. 
Der Beweis aber, weil er im Euklid mit.Hülfe der Parallelentheorie geführt 
wird, würde hier stereometrisch und nicht sphärisch werden, und eine Unter- 
suchung über die von gröfsten und parallelen Kreisen gebildeten Dreiecke 
erfordern. Dies hat für Menelaos keinen Zweck. Er findet leicht einen 
Beweis auf der Kugeloberfläche, denn der Inhalt des Satzes bindet denselben 
auf der Kugel ganz naturgemäfs an den ähnlichen Satz 10, mit dessen Hülfe 
er leicht bewiesen wird. Somit haben wir: 

Menelaos I, 11 = Euklid I, 32 (Figur 19): 

In jedem sphärischen Dreieck ist: 

L180-- CO <A+B, ode ade LA+B-+ C> 180°. 
Sei nämlich D der dem Pol A entgegengesetzte Pol, so erhält man _A=D 
= DCE (1), femer vED= EC (2) oder vBE + EC.< 180°. Zur Un- 
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gleichheit _BCE<B ( 10) addiert man / A, wodurch _BCE+A 
—= BCE+DCE = 180° --C< A -+ B. Ferner durch Addition von | C 
erhält man: 
180° <A+B+C.*) 
Euklid 1,26 ist in zwei Teile geteilt: 
a. Zwei Dreiecke, die eine Seite und die dieser anliegenden Winkel gleich 
haben, sind gleich. 
Dieser Satz mit: Beweis kann auf die Kugel übertragen werden. Der ana- 
loge sphärische Satz im Menelaos (I, 14) ist jedoch auf eine andere, und 
zwar eine schwierigere Weise durch die eingeschalteten Sätze 12—13 bewiesen. 
b. Zwei Dreiecke, die einen Winkel, die gegenüberliegende Seite und noch 
einen Winkel gleich haben, sind gleich, 
entspricht Menelaos I, 16 mit 12 als Spezialfall. Der Euklidische Beweis 
kann nicht übertragen werden wegen seiner Abhängigkeit von Euklid I], 16, 
der auf der Kugel drei Fülle hatte. E ER: 
Einen neuen Beweis erhält Menelaos 
durch den 26a entsprechenden Satz D Ad 
(Menelaos 1,14). Der Spezialfall 12 


ist aber offenbar aufgestellt wegen e i 


r er 5 Figur 19. 
des Beweises von 13. Mit Anwendung 


von 12 und 13 zum Beweis von 14 wird die Ordnung der Sätze 12—16 
ganz natürlich; es wäre aber leichter gewesen, mit 14 (wie im Euklid 
bewiesen) zu beginnen, dann 16, der nur von 14 abhängig ist, und zu- 
letzt 12, 13, 15 folgen zu lassen. Wie dem auch sei, die schwierigere 
Methode steht da, und wir werden aus diesem und anderen Gründen ge- 
zwungen zuzugeben, dafs Menelaos von der Kongruenztheorie aus freier 
gearbeitet hat. Ihm ist diese Theorie das Ziel, dem Euklid dagegen nur 
ein Mittel; im Gegensatz zu Euklid hat er dann diese Theorie erschöpfend 
behandelt, wie es übrigens seine Gewohnheit ist (vgl. die Sütze I, 26—35). 
Gelegentlich bemerken wir, dafs Menelaos sich bemüht, die inversen Sätze 
mitzunehmen und die Dualitätsfälle aufzustellen (I, 17—18). In dieser Be- 
ziehung kontrastiert er mit Euklid, von dem es oft genug hervorgehoben 
worden ist, dafs er alles Überflüssige vermeidet. Der Unterschied der Ziele 
und der Entwickelungsstandpunkt der Mathematik -zur Zeit der zwei Verfasser 
machen aber, dafs man sagen kann, beide seien in ihrem guten Rechte. 
Von Euklid 26 aus arbeitet Menelaos nur gelegentlich unter Euklids 
Einflufs. Auch würde er nunmehr in den Elementen nur sehr wenig Sätze 


80) Hier schaltet Maurolycus seinen Beweis, dals | A-+ B-+C<540° ist, 
ein; vgl. oben Seite 31. I, 11 ist in Gerhards Übersetzung verstümmelt oder 
milsverstanden, Ich folge deswegen der Halleyausgabe. 
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finden, die zur Übertragung geeignet wären. Weder die Theorie der Parallele 
und der Parallelogramme im 1. und 2., noch die Kreistheorie im 3. und 4., 
noch die Ähnlichkeitstheorie im 6. Buche sind zur Bildung sphärischer 
Dreieckssätze geeignet. Nachdem also Menelaos nach Euklid die sphä- 
rischen Fundamentalsätze gebildet, sucht er seine weiteren Sätze hie und da 
in der Geometrie der Ebene, oder er findet sie selbst. Was in jedem einzelnen 
Falle stattgefunden hat, läfst sich natürlich nicht leicht entscheiden. Bevor 
wir diese einzelnen Fälle von Abhängigkeit nachzuweisen versuchen, geben wir 


ein Resume über die Kongruenzsätze. 


Menelaos I, 12. 

Sei gegeben: LA=D=%W, LÜ=ZSW, vBC—=EZ. 

Zu beweisen: vAC=DZ,  „AB=DE, LB=E. 

Sei (Figur 20) .COH=BC, vCT=DZ, so wird ACHTZZED (A), 
dh.LTHOC=E, LHTO=-D=%° und „HT—=ED. DavKT und 
KA beide senkrecht auf TA 
stehen, ist X Pol für 7A [Theod. 
I, 13]. Also AKBCOTLHC 
(4), ferner die Bogendifferenz AB 
= HT=DE,und LB=-THC 
— FE, udda AHCTDBCA 
(4,wrdvAC=(CT=DZ, 

I, 13 (Figur 21): 

Sei gegeben: _/A=D, „BC=EZ,  vAC= DZ und entweder 
LB<90%, LE<%0® odr LB> WM, LE>M. 
an beweisen: AB=DkE, 


K 


Figur 20, 


a. Er ie Seien 
vOT und HZ senkrecht auf 
vAB und DZ gefällt, so wird 
NACTZDZH (12), d.h. »CT 

age El. —= HZ, dadurch BT = HE 
[Theod, II, 11] und addiert man vAT=DH, so wird vAB=DE. 
Dann folgt _C=Z und LB=E (4). 

b. _4= D= 90° In diesem Falle kann man den letzten Teil des 

Beweises a von „Y CT = HZ“ aus benutzen. 


I, 14 = Euklid I, 26, 1 (Figur 22): 
Sei gegeben: _[A=D, LCÜ=Z, vA0=DZ. 
Zu beweisen: _B=E, vAB=ED, „BC=EZ. 
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a. LA=D= 90), C und Z Pole für beew. AB und ED. Dann 
wird vBC = EZ== 90° und die betreffenden Dreiecke werden kongruent (4). 
bb /A=D B 


— 90°, C und Z | ri 

nicht Pole für AB 

ind ED. Dann 4 2 

und n f; p z 


sind z.B. Tund H | D H 


diese Pole, so wird 

AÄCBTSZZEH 

(13), denn vECT 

= ZH (gleiche 

Bogendifferenzen), 

vET= EH 

— 90°, L BOT 

—= EZH (siehaben 

gleiche Supplement- Yigur 33, 

winkel) und /B 

u. E< 90°. Weil also v BC= EZ, hat man A ABC IT DEZ (4 oder 12). 
ce. /A= D2 90°. Seien J und H Pole bezw. für AB und ED, 


so wird LJAC=HDZ, AJAC | P 
SHDZ (4), dh. vJC=HZ, ya X 
LJCB=HZE, woraus, da _JBC = 


und HEZ beide entweder spitz 
oder stumpf sind, folgt AJBC 
> HEZ (13), d.h. vBOC=EZ, 


also AABCI DEZ (4). = | 

1,15 (Figur 23): D \ 

Sei gegeben: _[A=D, LC C 
=2Z, vBC=EZ und AB zZ 
= DEZ. 

Zu beweisen: AC= DZ. 
a. VAB=DE<M. = 
Figur 23. 


b. vAB=DE>M. 

Sei J der dem Punkte B entgegengesetzte Kugelpol, und vAK=DZ, 
v„AQ=DE, dann wird e.u.b. vDES AJ, femer AAKQTDZE (A), 
also: vKQ—=-ZE=BC, LK=Z=(, woraus (da (13) für den Fall 
LA=D = 90° unbrauchbar ist): 

„EKL-+-LC=180°'=vBCVJ. (10) 

a. subtrahiert man v LO, b. subfrahbiert man v JC, so erhält man: 

v„BC+-LJ=KL, v„BC=KL-+LJ, 
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und wel vBC=KQ, wird vZQ=1J und [(Q=J=B,.d.h. 
NAKQTACB(4), ode vAC=AK= DZ. 


I, 16 = Euklid I, 26, 2 (Figur 24): 

Sei gegeben: /A=D, LC=Z, »BC=EZ und vAB-+- DE 
180°. 

Zu beweisen: vAB=DE, vAC=DZ, LB=E. 

Sei ./ der dem Punkte A entgegengesetzte Kugelpol, „JT’= DE 
und vJK= DZ, dann wird, dd _D=J, ADEZZEAJITK (4), oder 
LTKJ=EZD, worus vOL=LK (3), 
v„TK= EZ= BC, also die Differenzen 
BLB=EITLBET CH AABCSJITK 
S DEZ (14). 

1,1% (Figur 25), ungültig in der Ebene. 

Seien gegeben: [A=D, LB=E, 
LC=2. 

Zu beweisen: vAB=DE, vAC=DZ, 
vBC=K&Z. 

Seien „BT=ZE und BJ= ED; dann 
wird ADEZZJBT(4),d.h4..LJ=D=A, 
LT=Z=(C und.» TJ=ZD. Danun /C 
(als Aufsenwinkel des Dreiecks OTK)= (CTK, 
hat man vOK + KT = 180° (10) und analog vJK-+- KA = 180°; da 
also vKA—-CK=KT--JK, bekommt man vAC=TJ/=ZD und 
ferner AN ABC DEZ (14). 

Zu dem 13. Theorem des Menelaos finden wir bei Euklid keinen ent- 


Figur 24. 


sprechenden Satz; man kann ihn jedoch mit dem analogen Ähnlichkeitssatz in 
der Ebene VI, 7 vergleichen. Dieser zeigt 
uns die Methode, die Euklid wahrschein- 
lich verwendet hätte, um Menelaos 1,13 
in der Ebene zu beweisen. Er würde sicher 
Euklid I, 17 und 32 gebraucht haben. 
Diese gelten nicht auf der Kugel, sodals 
'Menelaos aus Euklid VI, 7 jedenfalls 
keinen Beweis für Menelaos I, 13 hat 


ableiten können. 
Die beiden folgenden Sätze, Mene- 
laos 1,18 und 19, stehen wie 1,8 in enger 


Figur 25. 


Verbindung mit der Kongruenztheorie. Sie sagen nämlich: wenn diese und 
jene Stücke zweier Dreiecke gleich sind, diese und jene ungleich, so werden 
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auch diese und jene ungleich. I, 18 (vgl. das Resume oben Seite 28) mit 
einem langen dreiteiligen Beweis knüpft sich dualistisch an 17, hat aber 
kein Analogon in der Ebene. 

1,19 (Figur 26): 

Gegeben: vAC=DZ, LA>D, LC<Z und L_B>%°, LE> 90°. 

Zu beweisen: vBC>EZ, DE>AB. 

Sei konstruiert A AJCD DEZ. Weil nun die Winkel CBJ und 
AJB spitz sind, wird LABJ > AJB, folglich vAB<AJ= DE (7); 
durch denselben Schluls / BJOC> CBJ und vBC>(J = ZE. 

Trotz unermüdlichen Suchens in den Werken von Euklid, Archi- 
medes, Apollonios; Pappos u.a. ist es mir nicht gelungen, den analogen 
Satz in der Ebene zu finden. Der Satz, eine direkte Folge von Euklid 
1,19 (Menelaos ],7), ist 
somit wahrscheinlich eine 


RER 


Erfindung von Menelaos. 
Für Sätze dieser Art hatte 
er offenbar eine besondere 


Vorliebe. Ein Theorem der- Figur %6. 
selben Art war es, welches 
nach Proklos’ Bericht von ihm anders als von Euklid bewiesen wurde, nänı- 
lich Euklid I, 25 = Menelaos l,8b. Jedoch ist der Beweis, den Mene- 
laos für diesen Satz in der Sphärik gab, nicht derselbe, den er nach Pro- 
klos in der Ebene aufstellte, wie ein Vergleich zeigen wird. 

Sei nämlich gegeben: vAB= DE, AC= DZ, BC> EZ, so wird 
es auf folgende Weise bewiesen, dafs LA >D: 


Euklids Elemente | Menelaos nach Proklos! Menelaos’ Sphärik 
1,25 (Fig. 27). (Figur 28). ' 1,8% (Figur 29). 
Wäre LA=D,so| Sei BH—EZ, LHBT) Ziehe die Kreise HC 

wäre auch BÜ = EZ| = E [Eukl.1,23 = Menel. und Z7' mit bezw. A und 

[Eukl. 1,4 =Menel.|L1] und B7= DE, so wird | D als Pole, so wird v H.B 

1,4a], was unmöglich | AEDZSBTH [Eukl, L4|= ET, und weil v OB 

ist. Wäre A<D,so|—=Menel, I,4a], d.h. HT|>EZ, wird vCH>ZT 

wäre auch BÜU<EZ|J=AC= DZ, also TK]|[Theod. IT, 1], d.h. 


[Euk1.1,24=Menel. | >AC>AK, dh LKAT LA>D. 
I,8a], was unmöglich! >KTA [Eukl.1,19=Me- Anm. Theod. II, 1 


ist. Also A > D.|nel:I,7];jaddiertman_BAT| ist durch Euklid I, 47 
= BTA [Eukl. 1,5 = Me-|. III, 7 bewiesen. Letz- 
nel. I, 2], hat man / A |terer ist von Euklid I,20 
>BIK=D. |= Menel. I,5 abhängig: 
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Euklid beweist also den Satz antithetisch durch den vorhergehenden 

(I, 24), letzteren durch I, 4, 5, 19, 23. Was Menelaos gethan, ist lediglich, 

dals er 1,25 mit einem dem des Satzes 24 analogen Beweise versehen hat, 
® 


D 


Figur 27. E zZ 
Figur 28, 
wieder mit Hülfe von I, 4, 5, 10, 23. Den neuen Beweis hat er also kaum 
durch seine sphärischen Untersuchungen gefunden; in der Sphärik giebt er 
ja dem kürzeren direkten Beweis durch den oft be- 


D 


nutzten Theodosios III, 1 den Vorzug. Vielmehr 
gehört der von Proklos referierte Beweis einem 
Werk von Menelaos über die Geometrie der Ebene 
an, das als ein Ergänzungsbuch zu den Elementen ge- 
dacht war, und wo namentlich oder ausschliefslich 
Dreieckstheoreme sich befanden, ein Buch der .Drei- 


ecke, wie es die Araber dem Menelaos beilegen. 
Dafs Proklos’ Bericht falsch ist, ist an sich 
unwahrscheinlich, umsomehr, weil man von der 
c $Sphärik weils, dals Menelaos immer die antithe- 

u ar tischen Beweise vermeidet und analoge Sätze analog 
beweist, wie die Beispiele Menel. ,4au.b, 2u. 

3, Sa u.b, 7u.9 zeigen. Jedenfalls, wenn irgend 

Figur 39. jemand, beeinflufst von den wenigen Fällen über- 
einstimmender Beweise im Euklid und Menelaos, 
vielleicht die intime Verwandtschaft der beiden Werke bezweifeln möchte, so 
kann er diesen Zweifel Proklos’ Bericht gegenüber nicht gut aufrecht halten. 
— Gelegentlich bemerken wir, dafs es an sich interessant ist, zu wissen, 
dafs man schon zu Menelaos’ Zeit die „Eemente kritisierte und ergänzte. 


Der letzte Teil vom 1. Buch Euklids gab, sagten wir, zur Übertragung 
keinen Anlafs. Nichtsdestoweniger können die Paralleltheoreme in der Ebene 
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sphärische Sätze ergeben, wenn wir überall für „parallele Gerade“ „parallelen 
Kreis“ und für „schiefe Gerade“ „gröfsten Kreis“ substituieren. Als Beispiel 
nennen wir Euklid I, 33,1 und Theodosios II, 15,2. Das Beispiel steht 
ganz isoliert, und Sätze, die man durch diese Art von Übertragung erhalten 
kann, fallen so in die Augen, dafs sie durch Übertragung aus der Ebene 
nicht entstanden zu sein brauchen. 

Vom 3. Buch Euklids, welches die Kreise in der Ebene und die bei 
ihnen vorkommenden Winkel behandelt, können die meisten Sätze über- 
tragen werden, indem man die Begriffe „sphärisches Zentrum“ und „sphäri- 
schen Abstand“ einführt ®') und dann folgende Substitutionen macht: 

„Kreis auf der Kugel“ für „Kreis in der Ebene“, 
„Zärkelpol“ für „Kreiszentrum“, 
„gröfster Kreis“ für „@erade“. 
Die so erhaltenen Theoreme sind der Art, wie wir sie im Theodosios und 


überhaupt in den Sphäriken vor Menelaos treffen. Folgende Beispiele dieser 
Art von Korrespondenz springen namentlich in die Augen. 


Euklid III, 11. Theodosios’ Sphärik II, 4, 
Eiv do aönAoı Epanravreı dAkıjkmv ’Eav Ev opalge Ivo vurloı 
Evrög, zul ANpIH airöv ra aevroa, 7) En | Epdmıavını alkıjlav, 6 dw 


z& #Evrga adrov Emrißevyvuuen ebdein nal | Tv molövr wurov ueyıorog 
nBakkouevn Em Tv Gvvopıv meositu Tv | nünkog yonpöusvog Kal dia tie 
#vaAov. | ovvopig air@v Ehevoerer, 

111, 12. | 


’Eiv dVo zunloı dpdnrovra aAkıjLov 


9 ? e 3 ı ‘ f % om [4 
ERTOS, N) EI TR KEVTOR AUTWV Enılevyvvucon 


dıc is Enapig Ehsvoerar. | 


And roö dodtvrog 0m- Kunkov dodevrog Ev opalga E.docovog 


uslov Tod doPevrog xunkov | toü ueylorov, xal omuslov Tivög Emi Tg 
ipanroutvnv ebdeiev yoruunv | Irugpavelag ig opaloas, 6 Lori uerabb aurod 


b Pf \ Fe | L AA Mi . en 
eyayeiv. TE #0 TOÖ 100v TE Aal agahhrkov AUTO, 


II, 17. IL, 15. 


yocayaı dic Tod omuelov weyıorov HuRkov 
Epantöuevov od Ödodevrog nürkorv. 


Vielleicht hat die ältere Sphärik auf diese Weise durch Übertragung 
einige Propositionen errungen. Weil sie sich nieht auf Dreiecke beziehen, 


81) Dafs in der That diese Begriffe dem Theodosios bekannt waren, zeigen 
die Definitionen in seiner Sphärik I, def. 4—5. 
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haben sie für Menelaos keinen Zweck; das in dieser Beziehung Notwendige 
findet er auch bei seinen Vorgängern. 

Euklids 4. Buch kann wie das dritte übertragen werden; von einer 
solchen Übertragung treffen wir jedoch keine Spur. 

Euklids letztes geometrisches Buch, das 6., behandelt ähnliche Figuren; 
solche existieren nieht auf der Kugel. Wahrscheinlich hat doch die Trans- 
versalentheorie, namentlich Euklid VI,2, die Idee zu den sphärischen Sätzen 
Menelaos I, 23—25 gegeben (vgl. oben Seite 30). 

Mit Ausnahme von Menelaos I, 20—22, die nur auf der Kugel gelten, 
35. Die Theo- 
reme dieser Gruppe vergleichen die drei Elementenpaare (siehe Figur 30): 

v„AD und EC 
LABD und EBC 
vBA+BC und BD-+-BE. 


Vorausgesetzt, dafs vBC > BA, und dafs die Elemente eines dieser Paare 


restiert uns vom ersten Buch lediglich die Satzgruppe 26 


gleich sind, beweist man die Gleichheit oder die Ungleichheit der anderen 


zwei. Je nachdem »BA-+ BCS 180° ist, bekommt man verschiedene 
Fälle. 

Ein Scholion von Halley im Schluls des ersten Buches fügt hinzu: 
„Die Sätze 30-—35 gelten auch in der Ebene; denn die kleinsten sphärischen 


B 


A 


E 


Figur 30. Figur 31. 


Dreiecke haben die Form und Natur der ebenen Dreiecke.“ Der Herausgeber 
hat. sagen wollen, dafs die Fälle v BA + BC </ 180° entsprechende Resul- 
tate in der Ebene haben, nämlich: 


Spezialfall (Figur 31): 


Gegeben: Zu beweisen: entsprechen im Men. 
1. ma’ Ly>a, a-tc>2d | 
2. [y=aua | atece>2d <a|] 1, 30 
3. a—c=2d Ly>a, ce >a 131. 


Voraussetzung: a > c. 
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Allgemeiner Fall (Figur 32): 


Gegeben: Zu beweisen: entsprechen im Men. 
4. cu’ :Ly>a, atce>d+ d” | I, 33 
5. L.y=u ' as I, 34 
6. aHc=d+d|iLy>a, ce >a I, 35. 


Voraussetzung: a > ec. 

Finden wir nun diese Theoreme in der Geometrie der Ebene vor Me- 
nelaos? Es ist mir nicht gelungen, sie als Ganzheit zu finden; nur hie 
und da habe ieh ihrer verschiedene entweder als Sätze oder Voraussetzungen 
angetroffen, nämlich: 

Euklid, Optik 4°) „Tov isov dieornudrav xel Ent rg wurig eidelag 
övrov T& Eu nAslovog Öraorjucrog bomusve Ehkrrova peivercan”, d.h. es wird 


Figur 82, 
Figur 33. 


hier dasselbe bewiesen, wie im obenerwähnten Falle 1a, Menelaos 1,30, 2 
entsprechend. 

Euklid, Optik 7 „T& Zi rg aurig ebdelag dvra Ice ueyEdn wi) 
epeäig dAhmkoıg refkvra Hal Avıcov dıesnaöre Tod Öuuarog Avıoa palvera“, 
ist eine Erweiterung des vorigen Satzes für den Fall, wo die Linien- 
stücke, die betrachtet werden, nicht kontinuiert sind, also 4a. oder Mene- 
laos I, 33,1. 

Euklid, sei dınıg&senv 28%): „Die Figur ABZC (Figur 33) 
mittels einer Geraden in zwei gleiche Teile zu teilen.“ Die Figurenkon- 
struktion zeigt uns, dafs Euklid 1a und 2a der obigen Fälle gekannt hat. 

Archimedes, zzol Zilaa» 13.) Hier wird vorausgesetzt, dafs 
das Doppelte der Halbierungsgeraden eines Dreiecks kleiner als die Summe 
der zwei einschliefsenden Seiten ist, d. h. 2a oder Menelaos I, 30,3. Der 
Fall.2b (Men, I, 30,1) ist als bekannt vorausgesetzt in 


82) Euelidis opera onınia, ed, Heiberg VI, p.6 ff. 

83) Woepcke im Journal asiatique 1851, p. 240. 

84) Archimedis opera, ed. Heiberg II, p. 57, Note 2; vgl. Heiberg, 
Einige von Archimedes vorausgesetzte elementare Sätze, Zeitschr. f. Math. u. 
Physik 24, hist.-litter. Abt., p. 178 unten. 

Abh. z. Gesch. d, math, Wissenach. XIV. 4 
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Apollonios, zovır« VI, 32°°) (Halleyausgabe p. 90), wo voraus- 
gesetzt wird NX<XA (Figur 34). 


Die obengenannten Fälle la, 2, 4a haben wir also als Theoreme 
(Euklid) oder Voraussetzungen (Archimedes und Apollonios) nachweisen 
können. Möglicherweise hat ein Werk existiert, wo diese Fälle bewiesen 
wurden, vielleicht vor Euklid, jedenfalls vor Archimedes. Unwillkürlich 
müssen wir hier an die voreuklidischen Elemente denken, deren Inhalt wir 
Ja gar nicht kennen; ohne Zweifel ist es nicht das ge- 
R_ ringste Verdienst des Euklid, dals er solche Satzreihen, 
F fl die ohne prinzipales Interesse waren, aus dem Bereich 
der Elemente verwiesen hat. 

Wahrscheinlich ist es doch Menelaos selbst, der 
die Elemente «+ c und vBD-+ BE in die Unter- 


suchung hineingezogen hat; denn diese Figurenteile hatte 


Figur 34. 


er im zweiten Buch (II, 10) nötig, und diesem Umstand verdanken wir offen- 
bar die ganze Satzgruppe 26—35 im ersten Buche. 

Die langatmigen sphärischen Beweise dieser Sätze können aus der 
Ebene übertragen worden sein. Durch Euklid VI, 3 erhält man jedoch in 
der Ebene viel leichtere Beweise. Die Beweise in der Optik geben in dieser 
Beziehung keinen Aufschluß. 


Als Erfolg der Untersuchung über Menelaos’ 1. Buch ergiebt sich: 

„Menelaos hat den Begriff "sphärisches Dreieck’ in die Mathe- 
matik eingeführt, definiert und demselben einen Namen gegeben (teinkevgov). 
Mit Hülfe des ersten Buches der Euklidischen Elemente hat er die elementare 
Lehre dieser Dreiecke gegründet. Zu diesem Zweck hat er die übertragbaren 
Dreieckssätze aus Euklid auf die Kugel übertragen. Die Anzahl dieser 
Sätze ‚hat er mit den reziproken und dualistischen Sätzen ergängst. Die Kon- 
gruenztheorie hat er im Gegensatz zu Euklid erschöpfend behandelt. Was 
die Beweisführung betrifft, hat er eher von Euklid gelernt, als er ihm ge- 
folgt ist, Euklids antithetische Beweise vermeidet er immer und zieht die 
analogen vor. Sonst hal er immer den leichtesten Beweisen den Vorzug ge- 
geben und deshalb oft Sätze aus den früheren sphärischen Werken voraus- 
gesetzt. Ein besonderes Interesse hat er für die Gattung von Sätzen, die 
wir in Euklid I, 2d—25 finden. In Verbindung mit seiner Arbeit über 
die Sphärtk steht eine Arbeit über ebene Dreiecke, die als eine Ergänzung des 
ersten Buches Euklids dienen sollte, und wo er auch die Euklidischen Sätze 


55) Apollonsi Pergaei conica, ed, Halley, Oxford 1710, 
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gelegentlich mit neuen Beweisen verschen hat. — Das ganze erste Buch des 
Menelaos ist als ein originelles zu betrachten.“ 


Bei Menelaos’ nächstem Nachfolger, Ptolemaios, kann man erwarten, 
die Sätze dieses ersten Buches als Voraussetzungen zu finden. 

In dieser Erwartung wird man nicht getäuscht. Als Beispiele nennen 
wir die Sätze Menelaos ], 2, 4a u. 4b, deren Gebrauch in Ptolemaios’ 
Syntaxis deutlich genug ist.) Deswegen hegen wir kein Bedenken, zu 
behaupten, dafs Menelaos’ Sphärik für das Studium der Syntaxis von Be- 
deutung war, was Tannery zu leugnen scheint. ®”) 

Pappos referiert, wie oben erwähnt, Menelaos I, 5, 6, 30 u. 33°°); 
Theon von Alexandria I, 4,13 u. 14.°°®) Letzterer gebraucht aufserdem 
oft Sätze aus Menelaos’ erstem Buch ohne Quellenangabe. — Überhaupt, 
wo man den Namen roinkevgov im Ptolemaios, Pappos und Theon 
findet, bezieht sich der Text meistens auf eine Anwendung von Menelaos’ 
erstem Buch. 


Fünftes Kapitel. 
Menelaos zweites Buch. 


a. Übersicht des zweiten Buches, 


Dieses Buch, das mathematisch ganz ohne Bedeutung ist, bietet da- 
gegen vielerlei Interessantes, wenn man es mit den älteren sphärischen oder 
astronomischen Werken vergleicht. Deshalb brauchen wir den Inhalt nur 
kurz zu referieren, um ihn dann mit dem Inhalt anderer Werke vergleichen 
zu können. Entweder müssen wir nämlich mehrere der „mittleren Bücher“ 
in unsere Untersuchung mit hineinziehen, oder aber können wir ebenso gut 
Menelaos’ zweites Buch stillschweigend übergehen. Um nicht die Unter- 
suchung zu weit auszudehnen, möchten wir sie gern auf die Sphärik be- 
schränken und die Astronomie ausschliefsen. Das geht aber nicht. Die 


86) Ptolemaei Syntaxis math., ed. Heiberg |, p. 96,24 — 119,7 — 148, 3 
- 149,8 — 155,2 — 161,18 — 168, 16. 
87) Tannery, Recherches sur Phistoire de P’astronomie ancienne, p. 35, Note 2, 
88) Pappus, ed. Hultsch, p. 476; vgl. oben Seite 4 und unten Seite 55. 
89) Vgl. oben Seite 5 und 22 ft. 
4* 
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griechische Sphärik und Astronomie sind, wie wir sehen werden, so eng 
mit einander verbunden, dafs man sie nicht einzeln behandeln kann. Es 
ist jedoch nicht unsere Absicht, eine erschöpfende Geschichte der griechi- 
schen Sphärik zu geben; dazu fehlen aulserdem genügende Ausgaben der 
betreffenden Werke. Wir beschränken uns auf die Hauptprobleme, die wir 
von einem Verfasser auf den anderen verfolgen, um somit die Entwickelung 
bis Ptolemaios klar legen zu können. Zuerst aber resumieren wir den In- 
halt des zweiten Buches Menelaos. 

II, 1—2: „Von einem beliebigen Punkte der einen Seite eines sphärischen 
Dreiecks einen gröfsten Kreisbogen zu ziehen, der mit der Basis einen Winkel 
bildet, einem der an der Basis liegenden Dreieckswinkel gleich.“ 

Diese Konstruktion ist für verschiedene Gattungen von Dreiecken aus- 
geführt, für solche nämlich, wo dieses Problem den Existenzbeweis der 
in den folgenden Theoremen behandelten Fi- 
guren bildet. 


11,3. Seien (Figur 35) im Dreieck ABC, 
wo LBSW, »AB<MuvBC<RM), 
gezogen die Bogen JDE und TDZ (J auf 
AB, T auf BC), so das [LDZE=A 
u. _L. DEZ=(. 

Dann ist zu beweisen, dals: 

„BT<DJ und „BJI<DT. 

Beweis: Man verlängert dieBogen AB 
und ZT, CB und EJ bis zum Schnitt 
bezw. in Z und K. Dann wird vLA-+ LZ=180° (L 10) oder vBL 
+ LD< 180°, wodurch _JBD> BDL (1,10). Analog wird / TBD 
>BDKdh. W>B>TDJ (=D), oder LB-+ D< 180%. Weil nun 
im Viereck BTDJ die Winkelsumme > 4R (durch Erweiterung von I, 11), 
wird /_7-+J> 180°, und somit (durch Erweiterung von I, 19) 


»„BT<DJ, -BJ<DT ae.d. 


Es ist dies der Fundamentalsatz des zweiten Buches, mit dessen Hülfe 


Figur 35. 


alle die folgenden bewiesen werden. 

Die Sätze II, 4—9 können wir in Bezug auf eine und dieselbe Figur (36) 
so zusammenfassen: 

Vorausgesetzt, dafs im sphärischen Dreieck ABC mit den Seiten «a, b, c 


1. LBSW, LA=y=- LA und a<M, ce <M°, 


so wird, 
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wenn: auch: 
=b, a>Se |<, md c+,<a4+g, [UL 4 u 5], 
7 Ey Paz b,>b, und e+o S A 
je nachdem aSe [I1,.4*,6 u. 79], 
c+o,=4 I 5, b,>b und a, 2 Üg; 


2. Wenn LA<MO, LO<W, LA=A,=4,=4, 
«<90, ce <M md ce>au, 
so hat man fr = a, das b,>b, [I 9]. 
3. Wenn LB<W, LA,=A, MW>a>e, 


4w=% und bb =b,, 


| je nachdem ac [1, 7? w 4], 


so hat man, das /4,>A, wenn /4A, =4, und 
dass  [A, <A, wenn L[4,=4[U,8] 


Es ist dies eine bunte Mischung von Sätzen, die aulserdem so wenig 
erschöpfend behandelt sind, dafs sie nicht einmal eine zusammenhängende 
Theorie bilden. Man ahnt sofort, dafs es mit diesen Sätzen eine ganz be- 
sondere Bewandtnis haben mufs; und so B 
ist es in der That. Das, worauf es an- 
kommt, wird erst in den letzten 4 Sätzen 
(10—13) bewiesen; dieselben sind eigent- 
lich nur Wiederholungen der oben zitierten, 
die diesmal nur nicht als Dreieckssätze 
formuliert werden. II, 10,12 u.13 können 
wir so zusammenfassen: 

Seien (Figur 36) gegeben die gröfsten 
Kreise AC und CB, LC spitz, und seien 
auf BC (< 90°) genommen zwei gleiche 
Bogen a, =Aa,. Durch die Endpunkte 
dieser Bogen a, und «@, sind gezogen Kreise parallel mit AC und ferner 


Figur 36. 


grölste Kreise, die 

II, 10 senkrecht auf AC stehen, also durch den Pol der Parallelkreise 
(=# vAC) gehen, oder 

II, 12 mit AC gegen C gleiche stumpfe Winkel bilden, also einen 
Parallelkreis, kleiner als den von AB berührten, tangieren, oder 

11,13 mit AC gegen C gleiche spitze Winkel bilden, also einen Pa- 
rallelkreis, gröfser als den von AB berührten, tangieren, aber auf entgegen- 


gesetzter Seite. 
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In allen drei Fällen wird bewiesen, dafs die Bogen auf AC ungleich 
werden und zwar: b, >b, [H,6 u. 9], 

ferner dals die Differenzen der Bogen zwischen AC und BC ungleich 
werden, und zwar: 


in 10 für A= 90° 
in 12 für A > 90° 


in 13 für A<ZI0P cu. > —-% (1, 9). 


e=-u<g-+: (IL6) 


Satz II, 11 endlich sagt: 

Wenn (Figur 37) zwei gröfste Kreise AE und HL einander in C 
schneiden, und auf dem Kreise AE die Stücke CEB=ÜD (B auf AC, 
D auf CE), ferner auch die Stücke AB= ED, und wenn durch A, B, 
D, E vier grölste Kreise gezogen werden, die durch den Pol Z entweder 
von AE oder von HL gehen, so schneiden diese gröfsten Kreise in beiden 
Fällen auch von HL gleiche Stücke ab, also HT = KL. 


Bei Menelaos diese 4 Sätze (II, 10—13) zu treffen, die ganz im 
Gegensatz zu allen seinen anderen Sätzen nicht als Dreieckstheoreme for- 
muliert sind, ist in dem Grade auffällig, dafs wir unwillkürlich hier astro- 
nomische Anwendungen und Wiederholungen aus älteren Werken zu spüren 
glauben. So verhält es sich in der That 
auch. Um die Verhältnisse klar zu legen, 
müssen wir uns folgende Thatsachen vor 
Augen halten. 

1. Theodosios’ Sphärik TIL 5 fällt 
mit Menelaos II,10°, Theodosios III, 6 
mit Menelaos II, 10! zusammen, nur dafs 
bei Theodosios die Bogen «a, und 
(siehe Fig. 36) kontinuiert liegen. Diese 
Beschränkung findet aber bei Theodo- 


Figur 37. 


sios III, 9 nicht statt, welcher Satz so- 
mit ganz mit Menelaos II; 10' zusammenfällt. — Theodosios II, 7—8 
fallen mit Menelaos II, 12» ?® zusammen, doch mit der eben erwähnten Be- 
schränkung. — Menelaos I, 11 ist eine Erweiterung von Theodosios 
IL, 13. — Die Beweise dieser Sätze sind bei Theodosios und Menelaos 
ganz verschieden, bei ersterem meistens sehr langatmig.°®) 


p, 


90) Menelaos weist selbst darauf hin und verspricht die Darstellung des 
Theodosios verbessern zu wollen. Eine Übersetzung der betreffenden Stelle findet 
sich unten Seite 64—65. 


cr 
Di 
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2. Die, wie wir sehen werden, in der Geschichte der Astronomie wich- 
tigsten dieser Sätze, T’heodosios III, 7—8 (Menelaos II, 12) setzt schon 
Euklid (in den gawwvöusve) als bekannt voraus, um damit zwei astrono- 
mische Hauptsätze zu beweisen.’") 

3. Pappos giebt im 6. Buche seiner ovvayoyı) einen umfangreichen 
Kommentar zu mehreren der Werke des uıxgög dorgovonovuevog.””) Er fängt 
hier mit Theodosios’ Sphärik an, und als Hülfssätze zu diesem Werke 
führt er gleich an: 

Pappos VI, 1: „Wenn auf der Oberfläche einer Kugel drei gröfste 
Kreise, deren jeder kleiner als ein Halbkreis ist, einander schneiden, ist die 
Summe je zweier gröfser als der dritte“ 

Dieser Satz ist aber mit Menelaos ],5 identisch. Den Beweis führt 
Pappos im Gegensatz zu Menelaos auf Euklid, elem. XI, 20 zurück; 
letzteren haben wir auch oben mit Menelaos I, 5 identifiziert.”) Nun 
folgen die schon mehrmals erwähnten Worte: „Eine solche Figur nennt in 
der Sphärik Menelaos tolnkevoorv.“ 

Pappos VI, 2—4 sind identisch bezw. mit Menelaos I], 6, 30° u. 33. 
Die Beweise führt Pappos wie Menelaos. 

Danach sagt Pappos: „Wenn dieses bewiesen ist, können wir Theodo- 
sios III, 5 anders beweisen.“ Dieser neue Beweis folgt als Pappos VI, 5. 
VI, 6 beginnt mit den Worten: „Beweisen wir es, wenn die gleichen Bogen 
nicht kontinwiert sind; dies bewies nämlich Theodostios nicht“ Der Beweis 
folgt und ist mit dem in Menelaos II, 10° identisch. 

Mit anderen Worten: Pappos hat Menelaos’ Sphärik wie die des 
Theodosios vor sich gehabt; er hat erkannt, dafs Menelaos den 
Hauptsatz III,5 des Theodosios verallgemeinert und mit einem 
neuen Beweise versehen hat, und durch die notwendigen Excerpte 
aus Menelaos hat er seinen Schülern beim Studium von Theodo- 
sios’ Sphärik dies klar gemacht. 

4. Erinnern wir uns aufserdem des schon oben erwähnten Berichtes®*) 
des Pappos, dafs die in Euklids gawvousve behandelten Probleme über Auf- 
und Untergang der Tierkreiszeichen auch von Menelaos behandelt und von 
Hipparch numerisch gelöst wurden, so schlielsen wir mit Grund folgendes: 
Menelaos’ zweites Buch behandelt eigentlich ein astronomisches Problem, 
das man auf die Zeit des Euklid zurückführen kann. Dasselbe ist in den 
pawöueve erörtert und von Hippareh trigonometrisch gelöst. Auch Me- 


91) Vgl. unten Seite 57 HF. 

92) Pappos, ed. Hultsch, p. 474—632. 
93) Vgl. oben Seite 4 und 31. 

94) Vgl. oben Seite 4 und unten Seite 70. 
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nelaos: hat eine astronomische Abhandlung darüber verfalst. — Das Problem 
veranlafste sehr früh die Aufstellung sphärisch-astronomischer Sätze, die 
dann in rein mathematischer Form in Theodosios’ Sphärik reproduziert 
wurden und zuletzt den Gegenstand des ganzen zweiten Buches von Me- 
nelaos’ Sphärik bildeten, wo mit Hülfe der neugefundenen sphärischen Drei- 
eckssätze die alten Sätze neu bewiesen werden. 

(relegentlich können wir schon hier noch mehr Schlüsse ziehen, von 
denen wir später Gebrauch machen werden, nämlich: 

1. Zu Pappos’ Zeit war Theodosios’ Sphärik das klassische, das 
allgemeine sphärische Lehrbuch, während die schwerer zugängliche Sphärik des 
Menelaos wahrscheinlich nur von den weiter vorgeschrittenen gebraucht wurde. 

2. Es besteht wahrscheinlich ein kausaler Zusammenhang zwischen den 
Problemen, die wir von Euklids gawouev« durch Theodosios bis zu 
Menelaos verfolgen können, und der ältesten sphürischen Trigonometrie. 

Wir werden deswegen versuchen, zuerst den Umfang der älteren Sphärik 
möglichst genau festzustellen, um dann die weitere Entwickelung bis auf 
Ptolemaios klar zu legen, weil wir erst dadurch eine sichere Grundlage er- 
halten werden für die Untersuchung der viel wichtigeren Frage, worauf uns 
Menelaos’ 3. Buch hinweist, der Erfindung der Trigonometrie. 


b. Die voreuklidische Sphärik. 


Nokk®®) hat zuerst bemerkt, dafs Euklid in den paswöueve mehrmals 
sphärische Sätze vorausgesetzt hat, und dals sie fast alle sogar mit dem- 
selben Wortlaut, mit dem sie Euklid zitiert, im Theodosios sich finden. 
Er schliefst daraus, dals eine voreuklidische Sphärik existiert haben mulfs. 
In der Autolykosausgabe und anderswo hat Hultsch®®) bewiesen, dafs mit 
Autolykos, einem älteren Zeitgenossen von Euklid, ganz dasselbe der 
Fall ist. Was die pawöueve betrifft, so hat Heiberg””) sie unabhängig 
von Nokk aufs neue eingehend erörtert. Die beiden letzten Forscher sowie 
Tannery°®) stimmen darüber überein, dafs die voreuklidische Sphärik der 
Schule in Kyzikos oder gar deren Gründer, dem berühmten Eudoxos, zu- 
zuschreiben ist. 


95) A. Nokk, Über die Sphärik des Theodosios, Karlsruhe 1857. 

96) Fr. Hultsch, Bericht der phil.-hist. Klasse der Kol. Sächs. Gesellsch. der 
Wissenschaften 1885, p. 167—174; Aruuare sig t& opaugind, Neue Jahrbücher 
1883, p. 415-420; Autolyeus, ed. Hultsch, Leipzig 1885, Praefatio, p. XI ff. 

97) J. L. Heiberg, Litterargeschichtliche Stwdien über Euklid, Leipzig 1882, 
p. 41-52. 

98) P. Tannery, La geometrie greeque, p. 133—134; L’astronomie ancienne, 
p. 57 ff.; Rezension im Bulletin des sciences mathömatiques 2° serie, X, 1, 
Paris 1886, p, 195 ff, 
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Euklids pamwöueve. 


Aus diesem Werke zitiert: Heiberg eine Reihe von Anwendungen 
sphärischer Sätze und stellt die entsprechenden Sätze des Theodosios da- 
neben. So konstatiert er, dafs Theodosios I, 1,12, 13,15; II, 5, 9, 13, 
15, 17,18, 19, 22; III, 7 von Euklid wörtlich zitiert sind. Zu 
Vergleich wendet Heiberg jedoch nur gawvousv« 1-—-8 an, weil der Gregory- 


diesem 


ausgabe, wie er nachweist, eine jüngere, wahrscheinlich von Theon aus 
Alexandria herrührende Redaktion zu Grunde liegt, während im Codex Vindob. 
graec. 103 eine sehr abweichende, aber weit ursprünglichere Redaktion vor- 
liegt. Diese Handschrift hat Heiberg kollationiert; er hat sie aber nicht 
benutzen wollen, ohne sie herauszugeben. Daher kommt es, dals er die 
Vergleiche, wozu die Sätze 9—18 Anlafs geben können, nicht mitgenommen 
hat, weil eben hier die zwei Redaktionen ganz von einander abweichen. 
Seine Kollation hat er mir freundlichst zur Verfügung gestellt, damit ich 
das Material zum Feststellen des Inhalts der voreuklidischen Sphärik er- 


gänzen kann. 


Aufser den von Heiberg zitierten Stellen gebe ich also aus seiner 
Kollation des: Codex Vindob. gr. 103 folgende: 


e. Vindob. prop. 12 (Figur 38). 
’ \ T ’ ‚6 { a 
... Emel 00V Ev Opaloe uEyıorog 
r r rn # 4 E4 7 ui 
nurdog 6 ußy nunkov Tivog TÜV Ev Tf) 
opalge Tod E07 Epanterau' ükdog ÖE 
tig ulyıorog aUndos 6 any wellov!) 
4 f u a a2 17 , 
ipdrreren, 7 @v 6 @Py Epdnreran; xol 
eneihnuevar?) eisiv Isa megipägsicı 
al ad, Da, an Eiig Emmi 1& wurd Toü 
usylorov röv mageilnkov Tod Bnh' 
dic Tüv U, # onuslov ueyıcror KUKÄor 
[4 y.. BEE 3 # 
yeyoauuevor Eiciv ol GP, Tr Epanmıo- 
usvos toö 007 winkov, 00 Hui 6 & 
coyig aßy Epnnrero, dobuntore mor- 
oöVreg T& And TOv 6, T Erapov Yuı- 
| 6. Br Fr ’ n 
aunhıa @g EL TE %, DB uson TO ud 
e ’ m f DI | u | 
nunvnklo tod Ögıfovrog, &p 00 Lorıy 
7) svvogn tod Aogoü nuxkov, 7 nerasd 
ToÜ TE pavegod noAov zul Tod weyl- 
1) ueıtoron? 
2) arsılnumerei? 


Theodosios II, 8. 

’Eav Ev opeloe weyıorog wündog 
zıvög nunAov TOV Ev Ti opaige Epd- 
swenre, @hkog ÖE tig weyıorog munkog, 
Aogög &v moög robz magalkmkovg, wer- 
kovov ipdaınra, 7 @v 6 8 deyäg 
ipimzero' Fur dd wi dpal cv Eni 
tod 2E doyig ueplorov wunkov' do 
dE Toü Aofod zinkov locı megıpkgzieı 
oroAmpiöcev Eng Enmi Ta ara Eon 
Tod ueylorov tv megallniov" dia dE 
ov yıroukvav onuelwv Yoapbsı WE- 
yıoroı #önkoı Epamröusvor, od nei 6 
E doyäg dpnmrero, Önolag dpugoöv- 
zeg negipeoelas rov negeihijkmv %U- 
#Aov, rag ueragb auröv, Lovuntore 
noÜvreg ra ind TÜV Enapöv Mw- 
nurhıe, WG Erri ra uson TÜV Onuelov, 
di’ &v Eyodpnoav, To Numvnklo Tod 
25 deyig weylorov »Uxkov, to, dp’ 0b 
ev. N ovvopn tod Aogod munkon, 7) 
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Rn (2 ü RS 3 I x} Pr Pr BD ‘ er 
orov röv nwpeilijlonr' risovg dno- | usrafV tod re pavegod molov zei roü 
Aıpovres megipegelug Tod ueylorov | ueylorov rÖv mugeklnamv" duvlsovg 
röv magailylov, rag ueresd abröv' | eroinborrai sregipegeiag TOD weyiorov 
usifov ügu Eoriv 9 usv dp egipe- | zöv rugehhnAmv, Tag NeraVb alrür, 

m (x y en I ui je 
gxe TÜaS PX N GE PL TÜS m > +. | zab uelßove dei mv Eyyıov Tod & 

| Ggyfig meylorov alahov tig mogonregov. 


e. Vindob. prop. 12 hat aufserdem folgenden Passus (Figur 38) °®): 

... al ion Zoriv 7 am ri mA"), ion äge dor zul do ri By, zul 
dor wiyıorog zöv mugehlikov 6 Bro, wat megdAhnloı nunkoı ol Wr, WA°) 
ioog &ga Zoriv 6 wr ı& A, Öore #el 7 BE cn Bo?) Ion doriv, zei 7) dmb Tod 
© &ga Emi zo %, Üors nei  @& negiplgsie Ton Lori MOD... 

Vergleichen wir diesen Passus mit Theodosios II, 3, so können wir 
nicht bezweifeln, dafs letzterer von der alten Sphärik herstammt. Auch Theo- 
dosios IL, 13 u. 17, die Heiberg 
schon verglichen hat, werden hier 
verwendet. 

Heiberg zeigt ferner, dals 
Theodosios O, 1u. 8 dem Eu- 
klid bekannt waren. Aulserdem 
zitiert; er einen Satz: „ai Zei 
zarc Öıdustgov Eotı TO utv A 0n- 
usiov 1ö B, wo de E to Z, ion 
üge: Eoriv 9) EB negıpigae ii AZ 
negipegeie", dem Theodosios 
keinen genau entsprechenden hat. 
Dieser Satz läfst sich aber leicht 
durch Euklid, elem. 1,15, III, 26 
und Theodosios I, 11 beweisen, sodals letzterer wahrscheinlich in der alten 
Sphärik stand. 


Figur 38. 


Hierzu kommt Theodosios II, 20, der in den Worten: „zei Emei uei- 
Eov Zoriv 7) duo 7 AA negıplosıe tig HMO meoipegeiag, 7 de HMO 
tüs KZA, zei Zu n KZA vg BI“ liegt.) 


1) Korrig. aus »4. 2) Korrig. aus #e. 3) Korrig. aus o£. 

99) Auf dieser Figur sind «ßy, op und ry verschiedene Lagen des Hori- 
zontes; eor die Grenze der immer sichtbaren Sterne; Bnd der Äquator; «= und y& 
die Wendekreise; «any und aß verschiedene Lagen der Ekliptik; « der Null- 
punkt des Krebsee, n der der Waage; »®, &x, oA und zu sind Tagebogen; die 
Bogen #x und xn sind gleich. 

100) Euklid, gamwousve, ed, Gregory, p. 574. 
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Aus den Worten: „zei Ewei Ev opalge ueyıorog nunklog 0 ABI’A xv- 
»lov tıvög EZ ipdnrerer, Eregov ÖE Tovrw mwgdlhnaov reuverı rov BA, nal 
goriv 6 tod ABT’A nöhog ustetb Tüv AB, EZ, ul "yeyonuutvor &iol weyı- 
oror zurAoı od OQKH, AMN £yarıousvo tod BA, usifov Eoriv n OME neoı- 
pegsıa vis OA negipegeiag“*!") sieht man, dals entweder Theodosios II, 22 
und III,2 oder ein diese beiden remplazierender Satz in der alten Sphärik stand. 

Aus den gaıvousve lassen sich also mit Sicherheit oder gröfster Wahr- 
scheinlichkeit folgende Sätze herauslesen: 

Theod. I, 1, 11, 12, 13, 15; 
I, 1, 5, 8, 9, 13, 15, 17, 18, 19, 20, 22, 
m, 2,3,7,8 
(die wörtlich zitierten Sätze sind fett gedruckt). 


Autolykos. 
weol Kıvovusvng opalgag und 
negl EnıroAöv nal Öboewv. 
Wie erwähnt, zitiert Hultsch in der Autolykosausgabe Theodosios. 
Die betreffenden Stellen, die also der alten Sphärik angehören, hat er in 


305) 


den Anuuare eig Ta opwıgızd gesammelt. Diese Zusammenstellung sowie 
die ganze Frage über die voreuklidische Sphärik erörtert er in der Vorrede 
zur Autolykosausgabe. Die Sätze aus Theodosios, deren genauen Wort- 
laut wir im Autolykos finden, sind: 
Theod. I, 7, 8, 15; 

II, 2, 10a, 13; 

III, 1b; 
alle in wegi Kıvovusrng opelgeg. 

Von diesen sind 1, 15 und II, 13 schon durch die pemwöusve paralleli- 

siert. Die übrigen lassen wir hier folgen: 


Autolykos’ | RADAR j 
a Aue Theodosios’ Sphärik. 


x f # 
TEOL KIVOovuEvng Opaioug. er 
s i (Buch, Satz) 


(Seite, Zeile) 
46, 3: LT: 
\ 3 i ’ ‚ ‚ a % ”% ;_ 4 f} ‚ | % 
zul Ertel Ev Opalge wunkog Eotiv &&v N Ev Opealgg Hürkog, amd ÖE 
ö yöß, do ÖE Tod AEvroov tig opeal- | Tod Aevrgov tig Opaigag Ei TO %Ev- 
gas Tod DB Eni To Aevroov Tod yOß | To0v aurod Zmbevydn tig ebdeid, N 
nurhov Enrefevarar ebdele m de, 9) De | Enuıkevydeioe bed Eorı moög rov wunkor. 
üga bed Eorı moög rov yoß zünkor. | 
101) gaıwöuere, ed. Gregory, p. 586 oben; Cod. Vindob. gr. 103 hat den- 
selben Satz, aber in verstümmelter Form. 
102) Seite 83 in der Autolykosausgabe zitiert Hultsch, T’heod. sphaer. ], 20 
statt II, 15, 
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4, 21: | I, 8: 
DI { as N 3 ’ 4 .. 
zul Yavegov Or ra a, B onueie &üv n Ev opalga nündog, amo de 


£4 „ au # , m # a # +? > BER | 
moloı E0ovraı TOD Yyoapevrog KUndov, | TOÜ xEvrgov TI Ogpaigug Em auroV 


Ar nn: en en ”»n» ’ 
enuönmeg amd. Tod nevrgov rüg opel- | ndderog Erd nel EuBAndn Er Augpo- 


2 ch R ch ErBEßı N fe ugon' Er Tobg noAovs Te- 
gas Haderog Tara na EnBeßinrer N | rege Te ueon' Em $ go H 


uB Emg tig Emmipavsiag tig opelgug. | oeiteı Toü wünkov. 


* ‘ ” 
6,1: | oO, 2: 

. % x h| Kl % [4 #e % 4 > \ j4 D 

oi ÖdE neol Tobg wurodg moAovg | 0L not ToVg aürovdg mökovg Ovres 
övreg Ev ogpelgg magdAlmkoı wunder |:Ev Opeige nurkor magahinkoi eicıv. 
eiol. | 

8,3: II, 10, erster Teil: 
, % a B # ‚ +. “ ’ # ‚ 
enret Ev Opalgu stagakinkor wundor | &av Wo Ev Opel mragdAAnkor 


eiolv ol ye, ÖL, nal dia TÖV noAmv | wunlor, dia de rov moAwv airüv uE- 


airöv yeyıoros wURAoı Yeygaupevor  yıoroı AUndoı yoapdcır, al usv TO 
eloiv ol aydß, de£ß, öol« üge Eoriv | nagaAlnkov aurAwv megipegeiw al WE- 


n ye megipegeie vi 06 megupegeie. ze&b Tov eylorwv Hunhov Oworl 
eioıw, . » 
24,6: | IIT, 1, letzter Teil: 
xuxAov Ön Tivog Tod aßdy Eni ev eig aunkov biegbi tig Ebdeie 


dieusrgov Tag n® Tunue aundov bgdbV | eig ärıca Teuvovon Tov AUrkov, nel 
IR x ye 2 en | ı DR 2, a 14 14 j > 
EpeornKEeV TO nd, za N TOÜ Epeoıd- | En wurig Tune AUslov 00F0v zmuı- 
" h IF OREERS, ou ER, 5 
Tog Tunuerog Tod m$® megipigeie eig | oradn um ueifov Munuxklov, duuged) 
Ävıca rerumtar Kork to & Onueiov, Kal | de N TOÜ Epeotörog TwijueTog TTEgIpe- 
E77 4 , . f} rn e % ” +, 4 e in 
eorıv EAcoowv m {m megıpegsie' N In |:gsıa Eis üvıoa ..... &av de m die- 
ou zbHeie Ehaylorn Eoriv nasov row | yHeisae diduergog 7 ToÖ Aurkov, Te 
ano Toü L onusiov moög Tov aBdy | de Aoıma Ta aora ündorn' EAdoomv 
ninkov TOoCnLnTOVoÖV EDV" Kal | wev Eoraı 7) mp0CRELUEUN Edel ra- 
n Eyyıov üga rüg {m Eildssaw Eoriv' | cv r@v amd tod aurod onuslov moog 
’ s au f ' m I R) Pr # 
EAcoowv &gu Eoriv m de rhs BP. ı rhv vod EE doyig winhov meoupegsiev 
nooOTNToVoBV EÜdELÖV, ueylorn Ö8 N 
ind nv uelfova megipägeiav Ürorel- 
| vovoe gÜdEiR. 


An diese Sätze schlieist sich aber eine Reihe von Sätzen, die Auto- 
Iykos gebraucht hat, deren Wortlaut er aber nicht so genau zitiert, dafs 
wir sie wörtlich mit Theodosios vergleichen können. Es sind dies: 

Theod. I, 1, 6a, 20; 
I, 3, 8,78, 20; 
alle in wegl zıvovunevng opulgag vorausgesetzt, und Theodosios II, 15 in 
megi Emurolßv Hal Övcewv. 
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Der Gebrauch von Theodosios II, 3 in ee. zır. op. p. 20,1 ist un- 
sicher; als Voraussetzung für die wörtlich parallelisierten Sätze Theo- 
dosios II,8 u. 15 wird seine Existenz vor Euklid jedoch ziemlich sicher 
gestellt. — Ganz unsicher ist der Gebrauch von Theodosios I, 9 in ee. 
%1v. 69. p. 1,15. 

Durch die Anwendungen im Euklid und Autolykos läfst sich also 
konstatieren, dals folgende Sätze voreuklidisch sind: 

Theod. I, 1, 6a, 7, 8, 11, 12, 13, 15, 20; 

II, 1,2, 3, 5, 8, 9, 10a, 13, 15, 17, 18, 19, 20, 22; 
IT, 1b, 2, 3, 7,8 
(die wörtlich zitierten Sätze sind fett gedruckt). 

In der Übersichtstafel Seite 136 ist das ganze Material gesammelt. Neben 
den Sätzen aus Theodosios’ Sphärik stehen bei jedem Satz die Sütze aus 
demselben Werk, durch welche er bewiesen wird. In den drei letzten 
Kolonnen sind aus bezw.. Autolykos’ zwei Werken und Euklids gaımvo- 
usve die Stellen angeführt, wo sich die Sätze aus Theodosios (in erster 
Kolonne) finden; mit fettem Druck, wenn der Wortlaut derselbe ist, in einer 
Parenthese, wenn der Gebrauch unsicher ist. 

Gelegentlich bemerken wir hier, dals die Begriffe, die Theodosios 
gebraucht und definiert, zur Zeit eines Autolykos und eines Euklids 
geläufig waren. Der ältere dieser Verfasser (Autolykos) hat sie nämlich 
alle benutzt, wie die Beispiele in der Tafel es bestätigen. 


Die Untersuchung über den Inhalt der voreuklidischen Sphärik ist mit 
dieser Übersicht nicht erledigt. Wir müssen noch untersuchen, welche Sütze 
wir ihr mit Wahrscheinliehkeit noch beilegen und über welche wir über- 
haupt nichts entscheiden können. Ein Kriterium dafür finden wir in Theo- 
dosios’ Beweisverfahren, in der gegenseitigen Abhängigkeit seiner Bätze, 
Wenn z. B. die Existenz eines Satzes vor Euklid nachgewiesen ist, ist es 
an sich wahrscheinlich, dafs auch die Sätze, mit deren Hülfe Theodosios 
den betreffenden Satz beweist, voreuklidisch sind. Am besten wäre es, wenn 
wir in solchen Fällen die Notwendigkeit der Voraussetzungen nachweisen 
könnten; das läfst sich jedoch nicht leicht thun mit einem Werke wie dem 
des Theodosios, wo eine geänderte Definition oder eine andere Anwen- 
dung von den Sätzen der Elemente zu immer neuen Beweisen führen können. 
Dennoch dürfen wir diese Untersuchung nicht unterlassen, weil es sich schon 
gezeigt hat, dafs Theodosios’ Sphärik und die alte einen so ähnlichen 
Inhalt haben, dafs es mehr als wahrscheinlich ist, dafs auch ihre Beweis- 
methoden hauptsächlich einander gleich sind. 
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Zu dieser Untersuchung gebrauchen wir die eben deswegen hinzugefügte 
zweite Kolonne der Tafel Seite 136. 

Ganz vereinzelt stehen offenbar: 

Theod. I, 3, 4, 5, 16, 18, 19, 22, 23; 
I, 11, 14, 16, 23; 
II, 5, 6, 9—14; 
sie werden weder direkt noch mit anderen Sätzen als Zwischenglieder zum 
Beweise irgend eines der parallelisierten Sätze gebraucht. Von den nicht 
parallelisierten Sätzen bleiben also zu näherer Untersuchung folgende übrig: 
Theod. I, 2, 6b, 10, 14, 17, 21; 
11,:4,:6..7, 12..21: 
IN, 2,743 
von denen III, 2 schon als wahrscheinlich voreuklidisch bezeichnet werden 
könnte (vgl. oben Seite 59). 

Von L,2 wird nur das Corollar in I, 10 gebraucht; I, 10 ist die natür- 
liche Voraussetzung von dem wörtlich zitierten I, 15. Die Stellung von I, 2 
ist also unsicher, während I, 10 wahrscheinlich alt ist. — I,6b ist die 
natürliche Voraussetzung von I, 11; I, 11 wieder von dem wörtlich zitierten 
11,5; I, 6b und 11 sind somit wahrscheinlich voreuklidisch, umsomehr, weil 
wir schon vorher (siehe die Tafel) Grund hatten, dies von I, 11 anzunehmen. 
— 1,14 ist Voraussetzung von I], 21, dieser Satz wieder von den wörtlich 
zitierten II, 6 und 17; die Art dieser zwei Sätze ist jedoch eine solche, dals 
dieser Gebrauch nicht genügt, um sie als alte festzustellen. — 1,17 ist die natür- 
liche Voraussetzung von I,20 und II, 15, die beide der alten Sphärik ge- 
hören; I, 17 ist somit wahrscheinlich voreuklidisch. — II, 4 ist Voraussetzung 
von II, 5, der doch durch II, 2—3 ohne 4 als Zwischenglied bewiesen werden 
kann. Die Stellung von II, 4 ist also unsicher. — II,6 und 7 fallen ganz inner- 
halb des Bereichs der pawwousve, bilden ferner die natürliche Voraussetzung 
des wörtlich zitierten II, 8 und sind also der alten Sphärik zuzuschreiben. — 
IT, 12, der inverse Satz von II, 11, remplaziert mit letzterem im T'heodo- 
3108 die Kongruenzsätze bei Menelaos. Aufserdem ist Il, 12 Voraussetzung 
der wörtlich zitierten IE, 15,17 u. 22, die notwendigerweise einen Kongruenz- 
satz voraussetzen. Ohne Zweifel gehört also II, 12 der alten Sphärik an. — 
1, 21 ist Voraussetzung von II, 22, der doch sehr wohl ohne II, 21 be- 
wiesen werden kann. Die Stellung des letzteren ist also unsicher. — II, 2, 
dessen Gebrauch in den pawwousve unsicher war, und III, 4, den wir bisher 
nicht angetroffen haben, sind, wenn wir der alten Sphärik nicht ganz andere 
Beweismethoden als der des Theodosios zumuten wollen, notwendige Voraus- 
setzungen der wörtlich zitierten III, 7—8 und somit der alten Sphärik an- 
gehörend. 
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Als Endresultat dieser Untersuchung (deren Details wir natürlich nicht 
haben wiedergeben können), sowie der vorhergehenden Erörterungen, ergeben 
sich als ganz oder doch ziemlich sichere Bestandteile der voreuklidischen Sphärik: 

Theod. I, 1, 6, 7, 8, 10, 11, 12, 13, 15, 17, 20; 
II, 1, 2, 3, 5, 6, 7,8, 9, 10, 12, 13, 15, 17, 18, 19, 20, 22; 
m1,2,3, 47,8 
(die ganz sicheren mit fettem Druck), während die Stellung von Theod, 
I, 2, 9, 14, 21; DJ, 4, 21 unsicher ist. 

Es ergiebt sich also, dafs von den 60 Sützen im Theodosios 20 
ganz sicher und 14 wahrscheinlich der alten Sphärik angehören, während 6 
unsicher sind und nur 20 übrig bleiben, über die wir nichts entscheiden 
können. 

Wenn Tannery !®) sagt: „Certainement on ne doit pas concevoir la 
Spherique primitive comme developpede swivant le plan de Theodose; on doit 
imaginer plutöt quelquwe chose comme le traite d’Autolyeus sur la Sphere en 
mouvement, qui, en douze propositions, dit tout le necessaire“, so ist dies so 
falsch wie nur möglich.'%*) . Wir würden vielmehr Grund zum Erstaunen 
haben, wenn wir nachweisen könnten, dafs ein Satz in Theodosios’ Sphärik 
(die Sätze nach III, 10 doch ausgenommen) nicht vor Euklid bekannt wäre; 
ja! nach der vorhergehenden Untersuchung finden wir es sogar berechtigt, zu 
behaupten, dafs Theodosios’ Sphärik nur eine Art Neuausgabe der vor- 
euklidischen ist, wahrscheinlich lediglich zu Schulzwecken eingerichtet. Da- 
gegen wollen wir nicht behaupten, dafs sie von A bis Z eine Abschrift der 
alten Sphärik ist. Im ersten und zweiten Buch können allerdings nur hie 
und da. ein Paar Sätze von Theodosios eingeschaltet sein. Dagegen glauben 
wir nachweisen zu können, dals die Sätze III, 11—14, der Schlufls von Theo- 
dosios’ Sphärik, nicht voreuklidisch sein können, obgleich sie wahrschein- 
lich nicht Theodosios selbst zuzuschreiben sind. 

Vergleichen wir Theodosios’ Sphärik mit dem untrigonometrischen 
Teil der des Menelaos (Buch I—II), so müssen wir letzterer den Vorzug 
geben; aber wir vergleichen ja eigentlich auch nicht zwei einander in der Zeit 
naheliegende Werke, sondern vielmehr Werke, zwischen denen die ganze 
Blütezeit der griechischen Mathematik liegt; folglich steht es- gar nicht so 
arg mit dem Werke des Theodosios, das wir ja doch ganz anders beur- 
teilen müssen, wenn wir es z.B. Eudoxos’ Sphärik nennen. Für Eudoxos’ 
Zeit ist die Leistung durchaus nicht schlecht. 


103) Tannery, Pastronomie aneienne, p. 38. 

104) Das Richtige hat schon Hultsch herausgebracht; siehe Ayuuar« sig r& 
spareixd, p. 416; Autolykosausgahbe, Praefatio, p. XII; Bericht vom Jahre 1885 (vgl. 
oben) p. 171. 
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Eine Frage, der wir sonst eine grofse Bedeutung beilegen würden, ver- 
liert nun ihr Hauptinteresse, nämlich wann Theodosiös lebte. Wenn seine 
Sphärik durchaus keine originelle ist, so ist es uns ziemlich gleichgültig, 
wann sie geschrieben wurde. Wir wollen dennoch kurz die Frage berühren, 
weil die Lösung derselben für die Schätzung der astronomischen Arbeiten 
des Theodosios vielleicht von Wert sein kann. 


c. Wann lebte Theodosios? 


Diese Frage hat Tannery kurz und klar auseinandergesetzt.!0°) Der 
Kern derselben ist, ob der Bericht des Suidas!®) riehtig ist. Dann ist 
nämlich Theodosios als Zripolitaner zu betrachten und wach Ptolemaios 


zu'setzen; wenn nicht, so ist er nach den Zeugnissen von Vitruvius!) 


108 
) 


F 


und Strabo 
(ca. 20 n. Chr.). 

Um den Bericht des Suidas zu entkräften, führt Tannery an, dafs 
ein Verfasser, der zwischen dem Sonnenjahr eines Meton und dem eines 


aus Bithuymien und jedenfalls nicht jünger als Vitruvius 


Kalippos schwankt, nieht wohl jünger als Ptolemaios sein kann. Das geben 
wir zu. Wenn aber Tannery sagt: „il est d’autre part bien pew admis- 
sible, que ses Spheriques aient did composees, telles qu'elles sont, apres celles 
de Menedlas“, so sind wir wegen unserer abweichenden Auffassung über Theo- 
dosios’ Originalität nicht damit einverstanden. Eine Neuausgabe der alten 
Sphärik, die immerhin die Voraussetzung aller hierher gehörenden Werke (auch 
der Sphärik des Menelaos) bildete, könnte zu jeder Zeit erschienen sein. 

Wenn wir doch mit Tannery den Bericht des Suidas für eine 
Mischung zweier Berichte über zwei verschiedene Personen halten, so ge- 
schieht dies: 

1. Wegen Pappos’ Erwähnung von Theodosios II], 5, welcher Satz 
mit Propositionen aus Menelaos’ Sphärik neu bewiesen wurde. !®) 

2. Weil Menelaos öfters Theodosios’ Sphärik und Theodosios 
selbst erwähnt, ohne dafs wir Grund haben, die Echtheit der betreffenden 
Stellen zu bezweifeln, zumal da sie, wie es scheint, in allen den arabischen 
Rezensionen übereinstimmend vorkommen, z. B. im Cod. Leid. 399119) (Re- 
daktion von Al-Harawi) p. 99: „Menelaos sagt: Da wir schon die ein- 
leitenden Sätze, die notwendig sind, erklärt haben, so wollen wir uns zu dem 

105) Tannery, Fastronomie ancienne, p. 36-37, 

106) Suidas, Lexikon, Artikel „Theodosios“. 

107) Vitruvius, de architectura IX, 9. 

108) Strabon, @Geographia XII, p. 566. 

109) Vgl. oben Seite 4, 31 und 55. 

110) Mitteilung von R. Besthorn. 
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wenden, was Theodosios erklären wollte; und wir werden es mit Hüälfe 
N 2... . beweisen, ohne dafs das Absurde darin Platz findet; und wir 
werden seine Irrtümer aufklären und seine Fehler verbessern“, und' die- 
selbe Stelle in der Gerhardschen Übersetzung: 


5°» 


Et quia nos iam ostendimus 
res, que premisse sunt, tune nos seoguamur illud cum demonstrationibus omnium 
rerum, que sunt in libro theodosii de speris cum comwersione illius üterum 
sceundum modum communem aggregantem fortem. Et surgamus in primis el 
werificemus proposita earum ipsis premissa. Et iüllud ideo quoniam in eis 
sunt quedam falsa“ (vgl. auch die Halleyausgabe p. 75, Zeile 5—9). — 
Mehrere ähnliche Stellen liefsen sich zitieren. 1!) Die obige haben wir ge- 
wählt, weil sie gerade vor Menelaos’ neuem Beweis zu Theodosios III, 5 
steht, und Pappos’ Worte sich offenbar auf sie beziehen. 

Wir betrachten also mit Tannery Theodosios als Bithynier und älter 
als Menelaos. — Seine astronomischen Werke verweisen ihn zunächst in 
die Zeit vor Hipparch, oder stempeln ihn wenigstens als einen unab- 
hängigen Zeitgenossen desselben. 


d. Zusammenhang zwischen Sphärik und Astronomie, 


Nachdem wir nach Vermögen Fug und Recht gestiftet haben zwischen 
den Vorläufern des Menelaos, wollen wir die Hauptprobleme, die wir in 
Menelaos’ zweitem Buch fanden, verfolgen, und zwar von der Zeit vor Euklid 
bis auf Ptolemaios, um nachzuweisen, wie sich die Sphärik aus der Astro- 
nomje entwickelt hat, und ferner, um das Material zur Untersuchung der 
Trigonometrie zurecht zu legen. Die Hauptsätze in Menelaos Il waren 
10, 12 u. 13. Zu 13 fanden wir keinen entsprechenden Satz im Theodosios. 
Als möglicherweise neueren Datums heben wir also vorläufig diesen Satz auf. 
Die Menelaos II, 10 entsprechenden Sätze waren Theodosios III, 5—6, 
die wir nicht als voreuklidisch feststellen konnten. Fangen wir also mit 
Menelaos Il, 12 = Theodosios III, 7—8 an, die in den gaıvoueve zitiert 
werden und also in der alten Sphärik wörtlich wie im Theodosios standen. 

Theodosios III, 7 wird zum Beweise des Satzes 8 in den gaıwvoueva 
verwendet; letzterer lautet: 

„Die Zeichen der Ekliptik gehen in ungleichen Abschnitten des Horizontes 
auf und unter, und zwar in den gröfsten die am Äquator, in kleineren die 
zunächst folgenden, in den kleinsten die an den Wendekreisen, in gleichen aber 
die, welche gleich weit vom Äquator entfernt sind.“ 

Beweis: Seien (Fig. 39) 4BAI’ der Horizont, AI’ und BA die Wende- 
kreise, ®X die Grenze der immer sichtbaren Sterne, Z’B die Ekliptik und 
111) Vgl. unten Seite 116. 

Abh. z, Gesch. d. math. Wissensch. XIV. D 
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EZ der Äquator; dann ist zu beweisen, dafs die Tierkreiszeichen I'N, NK, 
KH, HII, IIT und TB in ungleichen Horizontbogen auf- und untergehen. 
Diese Bogen sind aber I'E, ZA u. s. w., die (hier wird dann Theod. III, 7 
wörtlich zitiert) 4?) von T' bis Z wachsen und dann wieder abnehmen. 
Das TE= AT u. s. w., folgt durch Theod. II, 17. 

Diese Anwendung von Theodosios III,7 zeigt deutlich, dafs dieser Satz 
nur als ein astronomischer Satz in mathematischer Abfassung aufzufassen 
ist. Die Entwickelung ist offenbar folgende. Ursprünglich wurde ein astro- 
nomisches Problem bewiesen. Als mathematischer Satz abgefalst, wurde 
dasselbe wie andere ähnliche ein Haupttheorem der voreuklidischen Sphärik. 
Das astronomische Problem ging in Euklids guswvöueve über, wo der 
Beweis nur in einer Zurückführung zum mathematischen Satze bestand. 
Dieser ging in Theodosios’ Sphärik über. Der Satz aber war und blieb 
derselbe und zwar, dafs die Auf- 
gangsbogen gleicher Ekliptikbogen 
(oder eigentlich die Differenzen der 
Morgenweiten der nach einander 
folgenden Nullpunkte der Tier- 
zeichen) gegen den Nordpunkt bezw. 
Südpunkt wachsen. InPtolemaios’ 
Syntaxis'"?) wird es angegeben, wie 
man die Morgen- oder Abendweiten 
berechnen kann, wenn man die 
Deklination der betreffenden Eklip- 
tikpunkte und die Polhöhe kennt. 
Für Ekliptikpunkte, die denselben 
Abstand vom Äquator haben, be- 
weist Ptolemaios, dafs die ent- 


Figur 38. 


sprechenden Horizontbogen (zwischen Parallelkreisen durch die zwei Ekliptik- 
punkte und dem Durchschnittspunkt des Horizonts und Äquators) gleich 
werden, und zwar durch den Kongruenzsatz Menelaos I, 4a. 

Ptolemaios behandelt also das alte Problem über die Horizontbogen, 
aber nur kurz, weil er desselben fernerhin nicht bedarf. Dieses Problem ist 
also für die berechnende Astronomie sehr unfruchtbar gewesen. Anders ver- 
hält es sich dagegen mit dem folgenden, Theodosios III, 8, welcher Satz 
in den pawöusve 12 zitiert wird.) Er lautet: 


112). Vgl. oben Seite 57; und Heiberg, Jatt. Stud. p. 45. 
113) Ptolemaios, Syntaxis I, cap. 3, ed, Heiberg I], p. 9. 
114) Vgl. oben Seite 57. 
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„Die gleichen Bogen des Halbkreises nach dem Krebse gehen in ungleichen 
Zeiten unter, und zwar in der längsten die an den Berührungspunkten der 
Wendekreise, in kürzerer die zunächst folgenden, in der kürzesten aber die 
am Ägquator; dagegen gehen die Bogen, welche gleich weit vom Äquator ent- 
fernt sind, in gleichen Zeiten auf und unter.“ 

Beweis (nach Cod. Vindob. gr. 103): Seien (Fig. 38) «ßyd der Horizont, 
oor der Grenzkreis der immer sichtbaren Sterne, «s und $y bezw. der 
Sommer- und Winterwendekreis, ßnd der Äquator und «ny die Ekliptik, 
von der «ny der Halbkreis nach dem Krebse (d.h. Krebs — Schütze) und 
über der Erde ist. Seien ferner die Tierzeichen «®, 9x, #n, ni, Au, uy 
(alle gleich), so gehen «® und uy in der längsten Zeit auf, in kürzerer 
aber 9% und Ag, in der kürzesten «7 und nA. 

Indem wir durch $ und # gröfste Kreise ziehen, die den Kreis g0r 
berühren (diese Kreise sind also verschiedene Lagen des Horizontes), so 
haben wir: Während & den Bogen $»v durchläuft, geht «9 unter; — wäh- 
rend # den Bogen #v durchläuft, durchläuft y den Bogen yp, und in dieser 
Zeit geht 9x unter; — während n den Bogen „77 durchläuft, geht #n unter. 
— gy und yn repräsentieren also die Zeiten, in welchen bezw. die gleichen 
Ekliptikbogen 9% und %#n untergehen. „Aber“, sagt Euklid, „in dieser 
Figur, wenn (hier wird Theod. III, 8 zitiert) 
usw ...„i1sb @47>xn“, womit der Satz 
sofort bewiesen ist. 

Wegen der Wichtigkeit dieses Satzes in 
der Geschichte der Astronomie referieren wir 
ausnahmsweise die Beweise von Theodosios 
(d. h. nach der alten Methode) und Mene- 
laos. 

Theodosios II, 8 (Figur 40): Die 
mathematische Abfassung des Satzes hat weniger 
Interesse. Ein Vergleich mit der Figur in gaı- 


Figur 40, 


vöusve 12 (Fig. 38) zeigt aber, dafs die Figur bei Theodosios astronomisch 
so aufzufassen ist: AEB, AHA, MON und £KO sind verschiedene Lagen 
des Horizontes, A4M# ist der Grenzkreis der immer sichtbaren Sterne, BZ 
der Äquator, EZ die Fkliptik, H® und ®K gleiche Ekliptikbogen. 

Zu beweisen ist die Ungleichheit der Äquatorbogen AN>NO. 

Beweis: ZT>ZII (Theod. IH, 7, vgl. oben), ZT= OT, ZI=®P 
(Theod. II,13), also @r>®P. Sei nun DB®@=®P, dann wird HP=©K 
(Theod. II, 3). Zieke X<®P#-- TTK, so wird die Schnittlinie der 
Ebenen X® P und EKO == dem Durchmesser des Kreises ZKO, also steht 
auf einer Sehne des Kreises FKO ein Segment FPX, gegen denjenigen 


5* 
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Bogen von EKO, der kleiner als ein Halbkreis ist, geneigt. Dann wird 
(Theod. II, 2) DP<®K = HP. Aus der Ungleichheit der Kreise X® P 
und IIHP folgt die der darin liegenden Sehnen ®Y und HP und zwar 
vHP>@YW;, da aber vHPw AN und „PP NO, wird auch 
vAN>NO.g.e.d. 

Der entsprechende Satz Menelaos II, 12° hat eine andere Figur (41), 
wo BA als Ekliptik, BC als Äquator, DAE als Wendekreis, TX, KR, 
LU und MQ als verschiedene 
Lagen des Horizontes aufzufassen 
sind. Zu beweisen istXR>UQ. 

Es ist dies eine direkte Folge 
von Menelaos II, 6, 1. Teil 
(Fig. 42), welcher sagt: Seien im 
sphärischen Dreieck ABC: LB 
< 90°, 90° >25bC 90° > BA 
„BD=EZ, Date 
und seien DJ, ET und ZK 
gröfste Kreisbogen. Beweise dann: 
vAJ>TK. 

Beweis: Seien „JL=KC 

T— LAN und LALM—=C, so fällt N auf 
AB (Menel. I, 2). Dann ist 
Bi 4. vMN> DB=EZ (Menel. 11,3; 
vgl. Seite 52). Seien fomer vUX=EZ md LXPC=4A, so wird 
(Menel, I, 14 oder 16) APXL = TEC und wir haben: 
v„PL=CT 
-[VJZ=KC] 
u AJ >PJ=TK 
q. 0. d. 


Theodosios gebraucht also direkt 

—>[ seine Sätze III, 2,3 und 7 und im- 
plieite III, 1 und 4; Menelaos da- 

Figur @. gegen nur den Fundamentalsatz Menel. 


II, 3 und einen Kongruenzsatz des ersten Buches. 

Der so bewiesene Satz, sowie das darin verborgene astronomische Pro- 
blem hat eine überaus grolse Rolle gespielt. Wie viel für die Griechen 
im Begriffe „Auf- und Untergang der Sterne“ lag, wollen wir nicht hier 
erörtern. Es genügt, daran zu erinnern, dafs es ganz einfach das Haupt- 


Menelaos’ zweites Buch. 69 


problem der ganzen Astronomie bis auf Apollonios war. Es enthielt den 
Kern der alten Sphärik und bildete das astronomische Fundament der Astro- 
logie. Hauptsächlich lenkten doch die Griechen ihre Untersuchungen auf 
drei Hauptpunkte, und zwar: 


1. den gleichzeitigen Auf- und Untergang der Sterne !®), 


2. die Zeit, die die Konstellationen zum Auf- und Untergang ge- 
brauchen "6), 

3. die Zeit, welche die Zwölfteteile der Ekliptik (die Tierzeichen) zum 
Auf und Untergang gebrauchen. 


Letzteres Problem haben wir eben vor uns in den oben referierten identischen 


115) Der gleichzeitige Auf- und Untergang der Sterne wurde in Eudoxos’ 
und Aratos’ guwoöueve erörtert. Der Zweck dieser Erörterung war die Zeit- 
bestimmung bei Nacht (vgl. Hipparchs Kommentar zu Aratos, p. 122, 5—7). Eine 
eingehende Kritik der älteren Behandlungen hat Hipparch in seinem Kommen- 
tar (ed. Manitius, p. 120—183) gegeben. Seine eigenen Resultate, die er in dem 
Kommentar nur durch kurze Zahlenbeispiele angiebt, sagt er, habe er in einem 
anderen Werk genau auseinandergesetzt, und zwar so, dals er immer die Auf- 
und Untergänge der Sterne mit den gleichzeitigen Auf- und Untergängen der 
Punkte der Ekliptik vergleicht. Hipparchs Hinweisungen auf dieses verlorene 
Werk lauten: Kommentar, p. 128,5: „dmodedeiyausv yap r& rorwöre dere Ev toi 
zeol Tor ovvararolar.“ — p. 148,20: „tor ubvr yao Eni nielor meol abrod 
koyov Ev ri) TÖr svvaraeroküv Tegayuatsig xaraxezwgixauer.* — p. 150, 14: 
„Eenworor yio tüv elonuivar dmodsinvvora dıa röv yoruuör Ev reis xudolov 
sel ToP TorbroP Nuiv ovvrerayufraıg woayuareiaug.“ — In Ptolemaios' Syn- 
taxis sind die gleichzeitigen Auf- und Untergänge der Fixsterne kurz behandelt 
worden in VIII cap. 5 mit der Überschrift: „weol surararokLö» zul ovuuecovgr- 
17j0Eor nal ovyrneradvoeor Tor arkarior“, und zwar trigonometrisch; vgl. unten 
Seite 84-—86 mit Noten. 

116) In Hipparchs Kommentar, p. 183—270, ist es bei jedem Sternbild so- 
wohl innerhalb als aufserhalb der Ekliptik angegeben (vgl. Manitius, p. XXX): 
1. Mit welchen Zeichen des Tierkreises bezw. Graden der Ekliptik es gleichzeitig auf- 
und untergeht. — 2. Mit welchem Sterne der Auf- und Untergang beginnt und 
mit welchem er sein Ende erreicht. 3. Welches Zeichen und welcher Grad der 
Ekliptik bei Anfang und Ende im Meridian steht. — 4. Welche Fixsterne bei An- 
fang und Ende von Aufgang bezw. Untergang kulminieren. — 5. In wieviel Stun- 
den Auf- bezw. Untergang stattfindet. — Die Beweise für die in Hipparchs 
Kommentar nur als Resultate angegebenen Bestimmungen hat er in anderen Werken 
gegeben; denn er sagt p. 184,2: „r&g di nar& ufoog wirar dmodeifsig Ev ähhorg 
ovvrerdgausv oUTWg, More Ev mar röno oyedor rüg olnovuerns Öbvasdar rarga- 
xolondsiv raig Öiapogaiz Tov surararolör nal auyaaradöceon.“ Die Bestimmung der 
Zeit, in welcher die Sternbilder auf- und untergehen, ist theoretisch dieselbe wie 
die Bestimmung der Zeit, in welcher die Zwölfteteile der Ekliptik (die Tierzeichen) 
auf- und untergehen. Die Bestimmungen beziehen sich alle auf Stellen, wo die 
Polhöhe 36° ist. 
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Sätzen Euklid gamwöneve 12 = Theodosios II,8 = Menelaos II, 127, 
und auf seine Untersuchung werden wir uns hier beschränken. 

Erst wenden wir unsere Aufmerksamkeit auf einen Bericht in Pappos’ 
svvayoyn""), wo die Geschichte dieses Problems behandelt wird. In Über- 
setzung lautet die Stelle so: 

„Im 12. Theorem (der gawvöusva) sagt Euklid: “Die gleichen Bogen 
des Halbkreises nach dem Krebs gehen in ungleichen Zeiten unter, und zwar 
in den gröfsten die an den Berührungspunkten mit den Wendekreisen, in den 
kleinsten aber die am Äquator, und in gleichen Zeiten die vom Ägquator 
gleich weit entfernten.” Es ist unsicher, warum er vom Untergang dieser 
Bogen spricht, vom Aufgang dagegen nicht. Die Untersuchung entwickelte 
sich nämlich in Aufgangsbestimmungen, und es ist dies die ganze Sache: 
die Wohnung zu finden, wo z. B. der Krebs in gleicher Zeit aufgeht wie 
auch der Löwe. Hipparch aber zeigt im Buche über den Aufgang der 
zwölf Zeichen mit Zahlen"), dafs die gleichen Bogen des Halbkreises nach 
dem Krebs, die eine gegenseitige Zeitkomparation haben, nicht so aufgehen, 
wie sie untergehen; nämlich, dafs es gewisse Wohnungen giebt, wo immer die 
von den gleichen Bogen des Halbkreises nach dem Krebs, welche dem Äquator 
am nächsten liegen, in längerer Zeit aufgehen, als die an den Berührungs- 
punkten mit den Wendekreisen. Dadurch stellte er auch über die vom Äquator 
gleich weit entfernten fest, dafs ihre Aufgünge in gleichen Zeiten vorgehen. 
Ebenso sagt er (Euklid, geawwvöueva 13): ‘Die gleichen Bogen des Halbkreises 
nach dem Steinbock gehen in ungleichen Zeiten auf, und zwar in den längsten 
die an den Berührungspunkten (d.h. Wendepunkten), in kleineren aber die 
nüächstfolgenden, in den kleinsten aber die am Äqwator, in gleichen aber die 
vom Äquator gleich weit entfernten? Über deren Untergang sagt er nichts. 
Die Art des Beweises bezieht sich nämlich auf die Aufgangsbestimmungen, 
und darüber ist ferner eine Abhandlung |roayuwrei«] von dem Alexandriner 
Menelaos geschrieben, welche wir später untersuchen werden. Wenn aber 
der Horizont durch die Pole der Parallelkreise geht, soll es so bewiesen 
werden . . . . .“ 

Diese in mehreren Beziehungen rätselhafte Stelle läfst sich nur erklären, 
wenn wir beachten, wie es sich in der That mit den Auf- und Untergangs- 
zeiten der Ekliptikbogen verhält. Es verhält sich so: 

1. Die Zeichen, die symmetrisch in Bezug auf die Schnittlinie der 


Ekliptik- und der Äquatorialebene liegen, haben dieselben Auf- und Unter- 
gangszeiten. 


117) Pappos, ed. Hultsch, p. 598—602. 


a Bu s en = ” 2 wı ’ 2 j r 
118) „Inzapyos di Ev to neol rüs rörv ıß Lwodiwr dvapogpäg svvamodsi- 
awvorw dr doıd ur Br... .* 
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2. Die Auf(Unter)gangszeit eines Zeichens ist gleich der Unter(Auf‘)- 
gangszeit des diametral entgegengesetzten. 

3. Die Untergangszeiten der Zeichen des Halbkreises Krebs, Löwe bis 
Schütze und, was auf dasselbe herauskommt, die Aufgangszeiten der des 
Halbkreises Steinbock bis Zwillinge wachsen immer vom Äquator ab gegen 
die Wendekreise. 

4. Dasselbe gilt auch für Wohnungen der Polarzonen, insofern die 
Tierzeichen überhaupt auf- und untergehen. 

5. Die Untergangszeiten der Zeichen des Halbkreises Steinbock-Zwillinge 
und, was auf dasselbe herauskommt, die Auf- 
gangszeiten der Zeichen des Halbkreises Krebs- 
Schütze haben für Wohnungen zwischen den 
Polarkreisen kein bestimmtes Wachstum vom 
Äquator aus oder gegen denselben. 

6. Dieselben Zeiten wachsen dagegen für 
Wohnungen der Polarzonen wiederum gegen die 
Wenden, insofern die Zeichen überhaupt aut- 


und untergehen. ’ Figur 43, 

7. Es besteht zwischen den Untergangs- 
zeiten (oder Aufgangszeiten) der in Bezug auf die Solstitialkolure sym- 
metrischen Zeichen (z. B. Widder und Jungfrau, Stier und Löwe) eine Re- 
lation. 

8. Es lassen sich also, wenn die Aufgangszeiten dreier Zeichen für 
eine bestimmte Wohnung gefunden sind, alle die Aut- und Untergangszeiten 
sämtlicher Zeichen für diese Wohnung finden. 

Für den Fall 3 läfst sich das Wachstum in Bezug auf folgende Figur 
beweisen: 

(Fig. 43) N Nordpol, AA Äquator, OE, Ekliptik, 7.H Horizont, OE, 
= E,E,= E,E, Tierkreiszeichen. 

Stellen wir nun die Drehung der Erde durch eine entgegengesetzte 
Drehung des Horizontes dar, so wird, wenn wir die uns zugewandte Halb- 
kugel betrachten, 

OE, = Widder 
E, E, = Stier 'im Aufgang. 
E,E, = Zmillinge) 
Wenn wir dagegen die uns abgewandte Halbkugel betrachten, so wird: 
OE, = Jungfrau | 
E, E, = Löwe im Untergang. 
E,.E, = Krebs 
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Die Auf- und Untergangszeiten messen wir auf dem Äquator und zwar 
werden sie für OE,, E,Es, E,E, bezw. OA,, A,4,, Ag45. 

Beweisen wir nun 0A, <4A,A, <4A,A,, so ist der Fall 3 erledigt. 
Ein Vergleich zeigt sofort, dals in pawousve 12-—15 eben dieser Beweis durch 
Theodosios II, 8 erledigt ist, und in der That können Theodosios III, 8 
oder Menelaos II, 12° für die beiden im obigen Falle 3 erwähnten Probleme 
(Untergang Krebs- Jungfrau und Aufgang Widder-Zwillinge) gelten. 

;s ist nun zu beachten, dafs Euklid den Beweis des Falles 3 an den 
Untergang der Zeichen Krebs-Schütze knüpfte. Deswegen wandte man nach 
ihm zunächst seine Aufmerksamkeit auf die Aufgangszeiten derselben. So, 
glauben wir, entstand der Unterschied zwischen Auf- und Untergangs- 
bestimmungen [diogouot avarolızoi zei Övrızoi|, wie Pappos sagt, indem 
man unter letzteren den schon bewiesenen Fall 5, unter ersteren den Fall 5, 
wo man ein bestimmtes Wachstum nicht nachweisen konnte, verstand. Anders 
können wir nämlich Pappos’ Worte nicht verstehen: „Über den Untergang 
(von den Zeichen Steinbock-Zwillinge) sagt er nichts; die Art des Beweises 
bezieht sich nämlich auf die Aufgangsbestimmungen. ...“ Einen Beweis da- 
für, dafs das Interesse sich um die Aufgangsbestimmungen (Fall 5) sammelte, 
giebt uns Hypsikles’ &vapogızös. Hypsikles’ Annahme, dafs die Auf- 
gangszeiten Widder-Jungfrau eine arithmetische Progression bilden, zeigt, 
dafs man für den Fall 5 im Gegensatz zu 3 ein Wachstum gegen den 
Äquator annahm, aber nicht beweisen konnte. !!?) 

Wollen wir Pappos glauben, gelang es erst Hipparch, den Fall 5, 
die diogisuol &verokıroi, zu bewältigen und zwar mit Zahlen, d. h. durch 
Berechnung. Er bewies, dafs die Aufgangszeiten der Zeichen Krebs u. s. w. 
kein bestimmtes Wachstum haben, sodals es Klimate giebt, wo z.B. Krebs 
und Löwe (vgl. Pappos) in gleicher Zeit aufgehen. Zur Berechnung dienten 
natürlich die Sehnenbestimmungen, die Hipparch nach Theon verfafst 
haben sollen. Hipparchs Berechnungen waren also wahrscheinlich trigono- 
metrisch, und da wir später, wie wir glauben, nachweisen können, dafs 
Hipparch dieselben trigonometrischen, sowohl ebenen als sphärischen Mittel 
zur Verfügung hatte, die Ptolemaios gebraucht, wird es demnächst zu 
untersuchen sein, wie Ptolemaios diese Aufgangszeiten behandelte. 


119) Den Inhalt von Hypsikles’ Werk werden wir nicht näher erörtern, 
weil wir doch aus diesem Inhalt keine Schlüsse ziehen können in Bezug auf den 
damaligen Zustand der Astronomie bezw. Trigonometrie. Der Herausgeber des 
drapogirog hat nämlich sehr klar nachgewiesen, dafs die in diesem Werke ange- 
wandte Methode auch nach der Erfindung der Trigonometrie zur Berechnung von 
Nativitäten gebraucht wurde. Aufserdem ist es nicht genau festgestellt, ob mehr 
als die mathematische Einleitung des &vapogıxzog dem Hypsikles zuzuschreiben ist. 
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Deshalb referieren wir Ptolemaios’ Syntaxis II, cap. 7 (ed. Heiberg I, 
p. 121; ed. Halma I, p. 92) 29): 

Seien (Figur 44) EA der Horizont, HA die Ekliptik, EI’ der Äquator, 
K der Nordpol, H der Nullpunkt des Widders, 4 der des Stiers, sodals 
also HA das Zeichen des Widders ist; dann giebt der Satz des Menelaos 
(Sphärik I, 1): 

sinKd_ sinK4 sin ME 
sind! snAM snET 
(Dreieck KMT' durch den Bogen EA4 geschnitten). 

Bekannt ist hier die Polhöhe (für Rhodos, wo der längste Tag 14',, Stun- 
den dauert) X4= 36°, ihr Komplement AT= 54°, die Deklination 
AM = 11'39’30” (gefunden in der Deklinationstafel, Ptolemaios’ Syn- 
taxis I, cap. 15), ihr Komplement KA = 78°20’30” und EI'= 90°. Mit 
Hülfe der Sehnentafel wird dann der unbekannte A 
a 
Bogen ME = 8038’ bestimmt. MH, die der eklip- FR nn Dr 


tischen Länge HA entsprechende Rektascension ist 


Bi 


27°50° (gefunden in der Rektascensionstafel, Ptole- N, Al Br) 


maios’ Syntaxis II, cap. 8). Schlielslich wird also EN H# Na 

vHE= HM -- EM= 19912. X / 
HE ist aber das Mals der Aufgangszeit des r 

Bogens HA, d.h. des Zeichens des Widders, sodafs Figur 4. 


Ptolemaios hier ein Rechnungsbeispiel der trigonometrischen Behandlung des 
alten Problems giebt. 

Die den Tierzeichen entsprechenden Aufgangsbogen auf dem Äquator 
nennt Ptolemaios (ovv)avapogal; wir nennen sie Obliquascensionsdifferenzen;; 
über diese Bogen hat Ptolemaios eine grolse Tafel berechnet, die er der 
Rektascensionstafel hinzufügt. Die Tafel'?!) giebt sowohl die Obliquascen- 
sionen als ihre Differenzen für Wohnungen, wo der längste Tag eine Dauer 
von 121,, 13 u. s. w. bis zu 17 Stunden hat, und zwar für je 10° der 
Ekliptik. 

Wir müssen nach Pappos’ und Hipparchs eigenen Aussagen ver- 
muten, dafs letzterer in „wegi tig rörv ıB" fadiov dvapogäg*"??) auch eine 
Obliquascensionstafel berechnet hat, und aus drei Gründen nehme ich an, 
dafs das oben zitierte Rechnungsbeispiel aus Ptolemaios’ Syntaxis direkt 
von Hipparch stammt. 


120) Die Überschrift dieses Kapitels ist: „msg! röv im} rg Eyaexkıudrng opei- 
gug tod dia ulcor rar Sodior ninkov zul tod lonuegıwod ovrarapogar.“ 

121) Die Überschrift dieser Tafel ist: „Kavorıov tar nar& derauoiglar kva- 
gopeör.“ 

122) Vgl. Note 118. 
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1. Das Beispiel wendet die Polhöhe für Rhodos an, die Hipparch 
immer benutzte. 

2. Ptolemaios’ Tafel ist für je 10° der Ekliptik berechnet, während 
das zitierte Rechnungsbeispiel und die danach im folgenden von Ptole- 
maios näher dargelegte Methode für je 30° der Ekliptik, also für die Tier- 
zeichen berechnet sind. 

3. Dagegen lälst Ptolemaios eine andere trigonometrische Methode 
dieser Berechnung folgen, und diese zweite Methode, die er als „leichter 
und methodischer“ (ebyonorörsgov »al uedodızdrsgov) bezeichnet, erklärt er 
durch Beispiele, die übereinstimmend mit der Tafel für Ekliptikbogen von 
je 10° gelten. 

Wir werden kaum fehlen, wenn wir die erste Methode die Hipparchsche, 
die zweite die Pfolemaiische nennen.'?°) 

Ist aber diese Ansicht richtig, so folgern wir daraus, dafs Hipparchs 
Obliquascensionstafel wahrscheinlich nur für Zwölfteteile der Ekliptik, für 
die £odi« berechnet war. Auch sonst scheint mir dies das wahrscheinlichste; 
denn Pappos sagt ja, dafs Hipparch bewiesen hat, dafs es Wohnungen 
gebe, wo immer die Bogen des Halbkreises nach dem Krebs, welche dem 
Äquator am nächsten liegen, in lüngerer Zeit aufgehen, als die an den Be- 
rührungspunkten mit den Wendekreisen. Allerdings sind Pappos’ Worte 
zweideutig; denn es geht nicht deutlich hervor, ob er hiermit „einen kon- 
tinuierten Zuwachs“ gegen den Äquator meint, oder ob er nur einzelne 
Bogen von gewisser gleicher Gröfse meint. Im ersteren Falle stimmt die 
Bemerkung weder mit Ptolemaios’ Tafel noch mit der Wirklichkeit. Im 
letzteren Falle stimmen Pappos’ Worte auch nicht mit Ptolemaios’ Tafel 
über die 36stel der Ekliptik. Dagegen können sie vielleicht mit einer Tafel 


über die Aufgangszeiten der Zwölfteteile stimmen. 
v 


Summieren wir nämlich die 36stel im Ptolemaios, so bekommen wir: 


123) Delambre, l’astronomie aneienne I, p. 142 ff., hat geschlossen, dals 
Hipparch trigonometrische Methoden besafs, und zwar aus dem Inhalt des Kom- 
mentars zu Aratos und den darin enthaltenen Hinweisungen auf die verlorenen 
Werke (vgl. Note 115 u. 116). In der That ist es kaum möglich, dals Hipparch 
ohne Anwendung einer trigonometrischen Methode (vgl. doch Tannery, La geo- 
metrie greceque, p. 58) die Bestimmung der Zeit, in welcher die Konstellationen und 
die Zwölfteteile der Ekliptik anf- und untergehen, erledigen konnte. Im folgenden 
Kapitel werden wir näher erörtern, wie diese Methode war, oder vielmehr, dafs 
es wahrscheinlich dieselbe war, die wir auch in der Syntazxis finden, Wir werden 
ferner nachweisen, dals Hipparch aller Wahrscheinlichkeit nach auch die von 
Ptolemaios benutzten trigonometrischen Mittel besals; vgl. unten Seite 84 f., 
99 und 125 ff. 
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Zeichen Obliquascensionsdifferenzen 
Bar eB. für Polhöhe 9 = 
Tierkreises. 480 39’ | 510 30’ | 540 fi’ 
Krebs | 37015° | 3800° | 38047° 
Löwe 41925’ | 42053’ | 4099’ 
. Jungfrau 41920’ | 43952’ 44921’ 
Wenn die Polhöhe @ = 5230’ mitgenommen wäre, würde Ptole- 


maios für Löwe und Jungfrau gleiche Werte bekommen haben, und es 
ist immerhin möglich, dafs Hipparch, dessen Sehnentafel wohl kaum so 
genau war, wie die des Ptolemaios, für eine Polhöhe in der Nähe von 
52°30” einen kontinuierten Zuwachs der Aufgangszeiten der T’ierzeichen gegen 
den Äquator erhalten hat. Da Pappos’ Worte indessen unklar sind und die 
Kommentare za Aratos zeigen, dafs Hipparch sehr viele Aufgangsberech- 
nungen (wenigstens tiber die Konstellationen) erledigt hat, und also mit 
solehen vertraut war, bleibt die Sachlage immerhin unsicher. 

Eine andere Frage ist, ob Hipparchs Obliquascensionstafel, was die 
Klimate betrifft, eine weitere Ausdehnung als die des Ptolemaios hatte. 
In der Öbliquascensionstafel giebt Ptolemaios (vgl. oben) nur die Klimate 
bis 54° an; in II, cap. 6 dagegen rechnet er alle Klimate bis zum Nord- 
pol auf. Diese Klimate, die immer nach der Dauer des längsten Tages 
geordnet sind, wurden schon von Eratosthenes angegeben und nach ihm 
in der griechischen Geographie und Astronomie allgemein verwendet. 

Pappos’ Bericht über Hipparchs Aufgangsbestimmungen enthielt aber 
den Passus: „insofern diese (die Tierzeichen) eine gegenseitige Zeitkompara- 
tion haben.“ Dies kann man wohl nur so verstehen, dafs Hipparch auch 
Aufgangsberechnungen für Wohnungen der Polarzonen gemacht hat, wo ja 
die Ekliptik nur teilweise auf- und untergeht. 

Zum Vergleich zitieren wir aus Hipparchs Kommentaren folgende 
Stelle: „Im Folgenden werde ich für jedes Sternbild in übersichtlicher Weise 
darstellen, mit welchem der 12 Tierzeichen es gleichzeitig auf- und untergeht, 
d. h. von welchem Grade des Zeichens an bis zu welchem als Endpunkt es 
aufgeht, beew. untergeht, in den Gegenden von Griechenland, wo der längste 
Tag 14'/, Stunden lang ist [d.h. g = 36°]. Die speziellen Beweise hierfür 
haben wir anderen Ortes derartig zusammengestellt, da/s man fast für jeden 
Ort der bewohnten Erde die Unterschiede der gleichzeitigen Auf- und Unter- 


gänge verfolgen kann.“ 1) 


124) Vgl. Note 116. 
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Zur Ergänzung dient eine Mitteilung von Strabo'®): „Hipparch hat, 
wie er selbst versichert, die in den Phainomena_ eintretenden Veränderungen 
für alle Orte der Erde, welche in dem von uns bewohnten Viertel liegen, 
aufgezeichnet und zwar vom Äquator bis zum Nordpol.“ 

Wie dem auch sei, so hat Menelaos die Aufgänge (oder Untergänge) 
für die Polarzonen behandelt, und zwar in der Sphärik IL, 13. Es dürfte 
dies eine indirekte Bestätigung davon sein, dals 
Hipparchs Berechnungen sich auf alle die 
Klimate des Eratosthenes erstrecken, 

Wie wir oben den Fall 3 darstellten, so 
können wir es auch mit dem Falle 6 thun: 

Sei nämlich (Figur 45) N Nordpol, AA 
Äquator, OE, Ekliptik, HH Horizont, OE, 
— E,E, Tierzeichen (das dritte Zeichen E,E, 
ragt über den Grenzkreis der immer sichtbaren 
Sterne hinaus). Stellen wir wieder die Erd- 
drehung durch eine entgegengesetzte Drehung 


Figur 45. 


des Horizontes dar, so wird, wenn wir die uns zugewandte Halbkugel be- 


trachten: 

Bi = a Aufgang. 

E,E, = Löwe BEE 
Betrachten wir dagegen die uns abgewandte Halbkugel, so wird: 

IE =Wi 

a = =. lim Untergang. 
In Menelaos II, 13 wird es nun, allerdings ohne Anwendung von astro- 
nomischen Bezeichnungen, bewiesen, dals OA, < A,A,, d. h. in den Polar- 
zonen wachsen die Aufgangszeiten der Zeichen Krebs-Schütze, d. h. die Unter- 
gangszeiten der Zeichen Steinbock-Zwillinge, insofern die betreffenden Zeichen 
überhaupt auf- und untergehen, gegen die Wenden, d. h. Fall 6. 

Menelaos’ Beweis ist dem des Falles 3 (vgl. oben Seite 71) analog. 
Berechnungen kommen hier ebenso wenig wie im trigonometrischen Teile von 
Menelaos’ Sphärik vor. 

In der vorhergehenden Untersuchung haben wir nicht auf Hypsikles’ 
@vegpogınög Rücksicht genommen, und zwar weil dieses Werk nur für die 
Beurteilung der Erfindung der Trigonometrie Wert haben kann, wenn es 
wirklich dem Hypsikles zuzuschreiben ist, was ja Manitius bezweifelt. 
Wenn aufserdem Manitius, wie es mir scheint, darin Recht hat, dafs es 
lediglich astrologische Zwecke verfolgt, und auch nach der Erfindung der 


125) Strabon, Geographie Il, cap. 5, $ 34. 
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Trigonometrie zu astrologischen Bestimmungen verwendet wurde'?®), so hat 
es in der That für uns sehr wenig Interesse darüber hinaus, dafs es Auf- 
gangsbestimmungen und nicht Untergangsbestimmungen (wie Euklids gaı- 
vöueve) enthält. 

Die Frage: „Was hat denn eigentlich Menelaos in der von Pappos 
erwähnten astronomischen Abhandlung geleistet?“ kommt nun an die Reihe. 

Die Fälle 1—3 waren in Euklids gamöusve schon vollständig er- 
ledigt, und zwar Fall 2 in gaww. 11, Fall 3 in gaw. 12—13 und Fall 1 in 
paıv. 14, Sie dürften schon lange vor Euklid bekannt gewesen sein; denn die 
abgeleiteten sphärischen Sätze standen alle in der alten Sphärik. Ferner 
scheint Hipparch alle Aufgangsbestimmungen erledigt zu haben, und dals er 
die Relationen zwischen Auf- und Untergangsbestimmungen erkannt hat, dafür 
bürgt uns sein Kommentar sowie verschiedene Stellen in Geminos’ e&i6- 
ayayn'”) (Geminos ist älter als Menelaos). Es ist auch ganz undenkbar, 
dafs er, wenn er eine Obliquascensionstafel berechnet hat, nicht die Rela- 
tion zwischen den ÖObliquascensionen der in Bezug auf die Solstitialkolure 
symmetrischen Zeichen erkannt hat (Ptolemaios beweist diese Relation II, 
eap. 7)."®) Kurz, alle Fälle 1—8, die ganze Sachlage, müssen schon dem 
Hipparch bekannt gewesen sein, sodafs Menelaos’ Arbeit jedenfalls nur 
eine Epigonenarbeit gewesen sein kann. In welchen Beziehungen sie also 
Hipparchs Werke vervollständigt oder verbessert hat, wie viele ihrer De- 
tails sich im Ptolemaios finden, ’*”) können wir nicht entscheiden, auch 
nicht, ob das Werk rechnerisch durchgeführt oder vielmehr ein Versuch 
war, die von den Berechnungen bekannten Thatsachen mathematisch (im 
griechischen Sinne des Wortes) zu beweisen. Letzteres ist nämlich immer- 
hin möglich. Menelaos’ zweites Buch, letzter Teil des dritten und Pappos’ 
Kommentare") zu Euklids gparvöusva beweisen uns zum Überflufs, dafs die 


126) Vgl. Note 119. 

127) Geminos’ Isagoge, ed. Manitius, Leipzig 1898, p. 19 ff. und 86—98. 
Bei Geminos wird auch die Bedeutung der Auf- und Untergänge der Zeichen 
für Nativitätenberechnungen und Wetterprophezeiungen kurz erwähnt. 

128) Die Summe der Aufgangszeiten zweier solcher Zeichen, wie z. B. Widder 
und Jungfrau, ist gleich der Summe der den Zeichen entsprechenden Äquatorbogen. 

129) Den obigen Fall 1, dals Zeichen wie Widder und Fische, Stier und 
Wassermann gleiche Aufgangszeiten haben, beweist Ptolemaios (Synt. II, cap. 7, 
ed. Heiberg I, p. 118) durch Menelaos I, 4. 

130) Pappos VI, propp. 57 ff., ed. Hultsch, p. 604—632. Pappos giebt 
hier im Anschluls an den oben zitierten geschichtlichen Bericht eine Reihe weit- 
läufiger untrigonometrischer Sätze über die Aufgangszeiten der Tierzeichen. Er 
schliefst mit einer Hinweisung auf Ptolemaios’ Syntaxis. Dieser Kommentar des 
Pappos ist ganz wertlos. Es liegt die Möglichkeit vor, dafs wir hier wenigstens 
teilweise die versprochenen Auszüge aus Menelaos’ Abhandlung vor uns haben, 
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alte Behandlungsmethode auch nach Hipparch fortdauerte, und dafs die 
Bemühungen, eine ideale mathematische (d. h. unrechnerische und exakte) 
Darstellung der astronomischen Probleme zu erreichen, noch Jahrhunderte 
lang umgangen. Solche Irrsprossen zu untersuchen, hat aber für uns kein 
Interesse und für die Geschichte der Astronomie keinen Wert. Für uns 
galt es nur, durch den an sich unbedeutenden Inhalt des zweiten Buches 
der Sphärik veranlafst, die Geschichte soleher Probleme darzustellen, die die 
Entwickelungsmöglichkeiten in sich trugen. Und das ÖObliquascensions- 
problem, das A und Z der vortrigonometrischen Astronomie und Sphärik, 
das aufserdem zu allerlei, z. B. Orientierung, Zeitbestimmung, Wetterprophe- 
zeihungen und Astrologie verwendet wurde, trug eben die Entwickelungs- 
möglichkeiten in sich. Es erzwang die sphärische Trigonometrie, es zwang die 
Griechen, ihre Vorurteile gegen annähernde Berechnungen als etwas in der hohen, 
exakten Mathematik Unzulässiges über Bord zu werfen; denn sie sahen, dafs sie 
mit diesem praktischen Problem ohne Berechnung nicht aus der Stelle kamen. 

Wir erwähnten oben, dafs Ptolemaios zur Berechnung der Obliquas- 
censionen sich auf Deklinations- und Rektascensionstafeln für die Ekliptik- 
punkte stützte. Finden wir, wie bei der ÖObliquascensionstafel, in der 
Astronomie oder Sphärik vor Hipparch Sätze, die sich in solche Tafeln 
haben entwickeln können? Diese Frage müssen wir mit „nein“ beantworten. 
Theodosios III, 5 ist eine mathematische Umschreibung des astronomischen 
Satzes: „Die Deklinationen der Ekliptikpunkte wachsen den ekliptischen Längen 
nicht proportional.“ Ebenso ist Theodosios III, 6 eine Umschreibung des 
Satzes: „Die Rektascensionen wachsen den ekliptischen Längen mehr als pro- 
portional.“ In Menelaos Il, 10 sind diese Sätze neu bewiesen, und an 
dieselben knüpfte sich, wie wir sahen, Pappos’ Kommentar zu Theo- 
dosios, während er den Kommentar über die Obliquascensionen an Euklids 
parvöueve anknüpfte, Bedeutet dies vielleicht, dals diese Sätze erst von 
Theodosios oder wenigstens nach Euklid erfunden sind? Wir haben ja 
die Existenz dieser Sätze in der alten Sphärik nicht feststellen können, 
Also liegt immer die Möglichkeit vor, dafs sie erst von Hipparch oder 
Theodosios erfunden sind, in beiden Fällen wohl zuerst in Form zweier 
Tafeln, denen ähnlich, die wir im Ptolemaios finden, dann später im Sinne 
der alten Sphärik umgebildet, um in die Neuausgabe derselben eingefügt zu 
werden. Dann wären diese Sätze zuerst als Hülfsmittel zur Berechnung der 
Obliquascensionen entstanden. 

In der That ist dies nun unwahrscheinlich. Schon um das Jahr 283 v. Chr. 
bestimmte Timocharis die Lage der Fixsterne durch Deklinationen und 


obwohl ich lieber annehme, dafs letztere trigonometrisch war; vgl. unten Seite 116, 
Note 197. 
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Rektascensionen oder, was auf dasselbe herauskommt, Stundenwinkel (vgl. 
Ptolemaios’ Syntaxis VII, cap. 3)'?}); die dazu notwendigen Instrumente, 
die sogen. Armillen, waren aufserdem zur Zeit des Eratosthenes schon 
lange bekannt.'”?) Zudem dürften sich so viele 
Probleme der Sonnenbewegung an die Deklina- 
tionen und Rektascensionen der Ekliptikpunkte 
geknüpft haben, dafs die Untersuchung des 
Wachstums dieser Bogen sich sehr früh auf- 
drängen mufste. Es beruht wohl also lediglich 
auf einem Zufall, dafs wir die Existenz von 
Theodosios III, 5—6 in der alten Sphärik nicht 
beweisen können. Jedenfalls liegen sie ganz 
innerhalb des Bereichs der voreuklidischen Sphärik, 
die Beweismittel (Theodosios I, 6, 15; II,10; Figur 46. 
II, 1, 3,4) waren vorhanden, und die Sätze sind den Öbliquascension und 
Abendweite behandelnden a 8 u. 12) ganz ähnlich. 

Die Erweiterungen von Theodosios III, 5—6, nämlich IIT, 9—10 


haben kein Interesse, umsomehr aber Theodosios TIL, Lt, 
Kurz abgefalst sagt dieser Satz: Wenn der Punkt B (Figur 46) ganz 
beliebig zwischen C und M gewählt ist, so wird: 
en. 
»” A 
Bemerken wir aber, dafs R —= sin 90° — sin b, e = sin b,, so sind wir schon 
dem Sinussatze für rechtwinklige Dreiecke: 
sind sina a 139) 
sinds sam” m 
ganz nahe. Diesen Satz treffen wir aber in Menelaos’ Sphkärik LI, 2. 
Wir sehen also, dafs Theodosios seine Aufmerksamkeit auf die Figur 
AB,BMM, lenkte. Bedenkt man aber, das [WO --, =b—b,=(, 
so haben wir die Figur ABRCBMM,A, d. h. die Figur des Satzes des 
Menelaos. Kurz, wir spüren hier die Trigonometrie, etwas Neues, wovon 
wir in der alten Sphärik keine Spuren fanden, nämlich eine Bestrebung, 
die Verhältnisse der Bogengrölse mit denen Beast Linien zu vergleichen. 


131) Ptolemaios’ Syntaxis, ed. Halma II, p. 14—20. 

132) Vgl. Tannery, Pastronomie aneienne, p. 74—T6 und R. Wolf, Gesch. 
der Astron., p. 130. 

133) Theodosios' Beweis ist ganz elementar-stereometrisch und wird durch 
einen uralten, schon in Euklids Optik er Satz (vgl. unten Seite 114) er- 


ledigt. Dieser Satz kommt dem unsrigen: e = “ für => «> gleich. Dafs 


sina:sina, “a:a,, wenn nur a >d,, er schon Aristarch bekannt {vgl. 
unten Seite 114). 
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In diesem Satze wird das Verhältnis zwischen dem beliebigen Ekliptikbogen 
und der entsprechenden Rektascensionsdifferenz mit einem Durchmesserver- 
hältnis verglichen, im folgenden (Theodosios III, 12) das Verhältnis zwi- 
schen dem Ekliptikbogen und der entsprechenden Obliquascensionsdifferenz. 
Kurz abgefafst sagt nämlich Theodosios IH, 12 (Figur 47): 
4R “ 
20 et, 


, 


wo natürlich a als die a, entsprechende Obliquascensionsdifferenz aufgefalst 
werden muls. 

Eine Bestätigung dafür, dafs wir hier einen Punkt berühren, der mit 
der Trigonometrie historisch in gewisser Verbindung steht, finden wir in 
Menelaos’ drittem Buch. Da wird nämlich der erste dieser zwei Sätze 
(Theodosios II, 11) trigonometrisch bewiesen. Wie alt sind aber die 
Sätze? In der alten Sphärik erstens standen sie sicher nicht. Dagegen 
wäre es sehr natürlich anzunehmen, dafs Theodosios sie aus irgend einem 
trigonometrischen Werk abgeleitet und seiner 
Neuausgabe der alten Sphärik hinzugefügt habe. 
Es scheint aber, dafs Theodosios auch nicht 
auf diese Sätze Anspruch hat; denn nach der 
Gerhardschen Übersetzung von Menelaos’ 


' Sphärik schreibt dieser wenigstens den ersten 
dem Apollonios zu.!#) Ist diese Überliefe- 
rung richtig, und aus inneren Gründen können 
wir keinen Einwand dagegen anführen, so 


sind die Sätze nicht von der schon erfundenen 


Figur 47. 


Trigonometrie abgeleitet, sondern stehen viel- 
mehr mit ihrer Erfindung in der innigsten Verbindung und bezeichnen wahr- 
scheinlich die ersten, tastenden Versuche, Bogenverhältnisse auf der Kugelober- 
fläche mit Verhältnissen gerader Linien zu vergleichen. Ja! wenn wir beachten, 
dafs die Sätze offenbar aus der Beschäftigung mit dem Rektascensions- und 
Obliquascensionsproblem entstanden, und dafs man, während des Studiums 
der vortrigonometrischen Behandlungen dieser Probleme, wieder und wieder 
auf eben die Figuren stöfst, die wir in den drei sphärisch-trigonometrischen 
Hauptsätzen in Menelaos’ drittem Buch kennen lernen werden, so ge- 
winnt die Vermutung an Wahrscheinlichkeit, dafs die Erfindung der Trigono- 
metrie, wenigstens der sphärischen, am'Ende auf derartigen Figurenbetrach- 
tungen beruht, zu denen die Bestrebung, die widerspenstigen Obliquascensionen 
zu bewältigen, Anlals gab. 


134) Vgl. unten Seite 117. 
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Sechstes Kapitel. 


Menelaos drittes Buch und die sphärische 
Trigonometrie. 


a. Überblick über unsere Kenntnisse der griechischen Trigonometrie. 


Bevor wir zur Behandlung von Menelaos’ drittem Buch übergehen, 
wollen wir einige Bemerkungen vorausschicken über die Kenntnis der Trigono- 
metrie der Griechen, die man ohne Rücksicht auf Menelaos’ Sphärik er- 
worben hat. 

Die genauesten Untersuchungen über die Trigonometrie der Alten 
stammen von Delambre und v. Braunmühl.'®°) Delambres Darstellung 
ist jedoch mit Vorsicht zu benutzen, weil er die alten und die modernen 
Methoden so in einander mengt, dafs man schwer herausbringt, was ihm 
selbst und was den Alten gehört. 

Sonst hat man sich meistens mit den Kenntnissen, die sich Ptole- 
maios’ Synlaxis entnehmen lassen, zufrieden gestellt; mit Recht hebt aber 
Tannery'"?®) hervor, dafs man mit Ptolemaios als einziger Quelle ein sehr 
unsicheres Bild von der alten Trigonometrie bekommt, und v. Braunmühl"?”), 
dafs wir an Menelaos’ drittem Buch eine Quelle besitzen, die bisher nicht 
in der wünschenswerten Weise gewürdigt wurde. 

Ein kühnes Bild der Erfindung und stufenweisen Entwickelung der 
Trigonometrie ist von Tannery'*) entworfen. Leider hat er doch Mene- 
laos’ drittes Buch ganz aufser Acht gelassen. Es ist dies um so mehr zu 
bedauern, weil er, mit seiner beneidenswerten Fähigkeit, die geschichtlichen 
Vorgänge auch da zu ahnen, wo die Urkunden fehlen, durch eine genaue 
Untersuchung von Menelaos’ Sphärik mit so gutem Material wäre versehen 
worden, dals er sicher, die Entwickelungsgesehichte der Trigonometrie vor 
Menelaos ganz klar zu legen, vermocht hätte. 


Da wir in der folgenden Untersuchung öfters auf Ptolemaios’ Syn- 
laxcıs hinweisen müssen, werden wir gleich die trigonometrischen Grund- 
formeln, die sich in diesem Werke finden, anführen. 


135) Delambre, Histoire de Vastronomie ancienne 1—2; v. Braunmühl, 
Geschichte der Trigonometrie 1. 
136) Tannery, l’astronomie ancienne, p. 305. 
157) v. Braunmäühl, l. ce. I, p. 15. 138) Tannery, l. ce. p. 67—68. 
Abh. z. Gesch. d. math. Wissensch. XIV. 6 
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Zur Berechnung der Sehnentafel dienen folgende Sätze aus der Trigono- 
metrie der Ebene, die wir in die uns geläufige Formelsprache übertragen 
haben '?°): 

1. erd. 2 erd. (360° -:- x) entspricht unserer Formel sina—= sin (n-- «). 
2, erd.? # + erd.? (180° —- x) = 4r? entspricht unserer Formel sin *« 
+ota=1. 
3. der sogenannte Satz des Ptolemaios: 
erd. a - erd. (e +5) = erd. e- erd. (a --b)-+ erd.b-cerd. (ca). 
4. cerd, = Vr [2r -- erd. (180° -)], entspricht unserer Formel: 


:« %® 1 ecosz 
sın 2 = 5 
5. Wenn a>b, wird Re x 4 
i ! erd.b b 


Einzelne andere Beispiele der Methoden zur Auflösung ebener Drei- 
ecke geben uns Tannery (l. c. p. 305) und v. Braunmühl (l. c. p. 23 
und 27), und zwar immer nach der Syntaxis. 


Mit Hülfe von Menelaos’ Satz (Sphärik III, 1) wird im Ptolemaios 
eine Reihe sphärisch-astronomischer Berechnungen erledigt. Darin finden 
wir implicite — denn es wird als trigonometrische Funktion ausschliefslich 
die Sehne des doppelten Bogens (# önd nv dımArv) verwendet, und sin 90°, 
d. h. + erd. 180° wird nicht als Einheit genommen, sondern gleich » oder 


Korte gesetzt — folgende sphärisch-trigonometrische Formeln, die sich 
alle auf das bei A rechtwinklige Dreieck ABC beziehen '*): 

(N) sin e = sin a sin C 

(I) tgce=sindb tg C 

(IT) c08 @ = c08 C cos b 

(IV) tgb=tga cos. 


Es fehlen die wahrscheinlich erst bei den Arabern entdeckten Grund- 
formeln: 
(V) cos ÖÜ = cosc- sin B 
(VD) cos a = cot C - cot B. 

Auch in anderen Werken von Ptolemaios bekommen wir Aufschlüsse 
über die griechischen Berechnungsmethoden. 


139) Vgl. Tannery, Il. ce. p. 301—305; und v. Braunmühl, 1. ce. p. 19—22. 
140) Vgl. wieder Tannery, 1. c. p. 301—305; und v. Braunmäühl, |. e. 
p. 24-25. 
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In einer sehr genauen Untersuchung hat Delambre!*!) nachgewiesen, 
dafs dieselben sphärisch-astronomischen Probleme, die in der Synlaxis gelöst 
wurden, in einem nur in lateinischer Übersetzung überlieferten Werke mit 
dem Titel „Planisphärium“ erledigt sind. Die darin angewandten Methoden 
beruhen auf der nach Delambre schon Hipparch genau bekannten stereo- 
graphischen Projektion.'*!*) Leider sind wir genötigt, die Planisphären aus 
unseren Untersuchungen auszuschliefsen. 

Auch Delambre'?) hat zuerst darauf aufmerksam gemacht, dafs in 
Ptolemaios’ Schrift sei &veinuuerog“*?) eine Methode zur Verfertigung von 
Sonnenuhren vorkommt, die einer trigonometrischen gleichkommt. 

Diese Methode besteht in der Orthogonalprojektion der Kugel auf drei 
zu einander senkrechte Ebenen, den Meridian, den Horizont und den Verti- 
kalkreis. v. Braunmühl'*) hat sie als eine rein graphische Methode 
auffassen wollen. Wir geben gern zu, dafs dieselbe anfangs rein graphisch 
gewesen ist, müssen aber Zeuthen'®”) darin Recht geben, dafs sie sich in 
Ptolemaios’ Werk in eine trigonometrische entwickelt hat. Es werden 
nämlich die zu bestimmenden Gröfsen, sobald nur die Mittel zu ihrer Be- 
rechnung da sind, bereits als dedowtva (gegebene) bezeichnet, womit auf die 
Möglichkeit einer Berechnung mit Hülfe der Sehnentafel hingewiesen wird. 
Unten werden wir nach Zeuthen ein Beispiel von der Auflösung eines 
schiefwinkligen sphärischen Dreiecks angeben, das auf diese Weise erledigt ist. 

Vorerst müssen wir aber einige Bemerkungen einschalten: 

Wie Zeuthen meinen wir, dafs es unberechtigt ist, in Hipparchs 
Worten: „dir röv yorunav“'4®) eine Anspielung auf eine rein graphische 
Methode erblicken zu wollen. Wenn aber Zeuthen in der Bestimmung 
des Tagebogens eines Fixsterns im Analemma (ed. Heiberg p. 18) ) 


141) Delambre, l. c. II, p. 433—457. 

141%) Tannery, ]. c. p. 50-55, meint, dafs die Erfindung der stereographi- 
schen Projektion bis auf Apollonios zurückgeht, dals aber die damit verbundene 
trigonometrische Methode dem Ptolemaios gehört. 

142) Delambre, 1. e. II, p. 458—503. 

143) Ediert von F. Commandinus (lateinisch) 1562. Die lateinische Über- 
setzung hat Heiberg mit einem griechischen Mailänder-Palimpsest verglichen, 
Zeitschr. f. Math. u, Physik 40, Supplement, p. 1—30. 

144) v. Braunmühl, 1. c. p. 10—13, 

145) Zeuthen, Note sur la trigonometrie de Pantiquite, Bibl. math. 1900, 
p. 20—27, 

146) Hipparchi Commentaria, ed. Manitius, p. 150, 4; vgl. oben Seite 69, 
Note 115. 

147) Diese Bestimmung des Tagebogens (2«) durch die Deklination (d) und 
die Polhöhe (p) kommt der durch die Formel cos « =tgg tg oö gleich; vgl. 
Aeuthen, ].c. p. 26. 

6* 
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genau die Methode, auf die Hipparch in seinem Kommentar hinweist, zu finden 
glaubt, so schielst er mit dieser Schlufsfolgerung doch über das Ziel hinaus. 

Was die verhängnisvollen Worte: „dı@ röv yoauuov“ betrifft, so dürften 
sie eine noch allgemeinere Bedeutung haben, als sowohl v. Braunmühl 
als Zeuthen annimmt. Sie beziehen sich nämlich auf jede geometrische 
Methode oder Darstellung durch Figuren im Gegensatz zu anderen Methoden, 
wie z. B. instrumentalen oder rein rechnerischen. Als Beleg kann folgendes 
dienen; Während diese oder gleichbedeutende Worte in Ptolemaios’ Syntazxis 
(ed. Heiberg I, p. 31,5 und 32,1) und in Theons Kommentar (Baseler- 
ausgabe p. 39,15 und 22) offenbar auf die geometrischen Hülfssätze zur Be- 
rechnung der Sehnentafel gehen, so beziehen sie sich in Ptolemaios’ Ana- 
lemma (p. 15) auf die geometrische Orthogonalprojektion im Gegensatz zu 
einer rein instrumentalen Methode. 

In Ptolemaios’ Syntaxis II, cap. 9 (ed. Heiberg I, p. 142,6) '*°) 
und VIII, cap.5 (ed. Halma I, p. 104, 19)'#°) und VIII, cap. 6 (ed. Halma 
II, p. 108, 6 und 110, 15) gehen aber dieselben Worte dı“ rüv yoruuarv 
oder yoauumöv delfenv auf die opaıgınal deigeıg, d. h. auf die Anwendungen 
von Menelaos’ Satz zur Lösung sphärisch-astronomischer Probleme durch 
Figurenbetrachtung und Berechnung. Nun gehen aber die beiden ersteren aus 
der Syntaxis hier zitierten Stellen auf den Inhalt der Kapitel „msgi röv roü 
dik necav röv Godimv nuxhov zei Tod lonusgiwod Ovvavapog@v“ und „megi 
cvvavaroköv etc. .... rov dnlaviv“, d.h. eben auf die Kapitel, die den- 
selben Titel haben wie auch die zwei verlorenen Abhandlungen des Hip- 
parch, auf die er selbst und Pappos hinweisen.'®) 

An den betreffenden Stellen in der Syntazwis findet sich nun eben die 
Relation'®") zwischen den Gröfßsen «, p und 6, und sie wird direkt auf- 

148) Diese Stelle lautet: „Or dt ro» drapopırar xodrw» röP mooxei- 
uEvov Toonor Tulv Erredeiuivor ebinnre Ta Aoıma mivra yerıjosraı rar sig Toüro 
zb u£gog svrreiwörtwr, xal obrs yeruuınav deifenv moög Erasre aörav denoo- 
usde odrE navovoyonplas megıochg, di abrav rar Ömoraydnsontror Epbdor purs- 
eo» Foraı.“* Die Worte, mit denen II, cap. 9 anfängt, beziehen sich auf II, cap. 7—8. 

149) Diese Stelle lautet: „Tovrov S’odrwg Eyörror, oi utv rar dAndırar nal 
neög Tb xErroov Tod Nilov Pewgovulvor surararolörv Te nal GvulEsovEa@rTjCEnr 
sul svyaatadbocenn yobvor abroder dıc uöror rar yoruubrv dd tus nar& rov 
dorsgiouov abrar Deosag Tulv Öbvarraı kaußdrecda, did Tb nal T& onueie Tod 
did ueoor rar fodior, oig Euuorog rar drharor ovuuscovgarel ts zal guparareläsı 
zul vyaaradvver, Öslavvoder yoauuırag dıa rar bmoxsıufror Psoonudron.‘ 

150) Vgl. oben Seite 70 und die Noten 115—118. 

151) Diese Relation heilst in der Syntaxwis II, cap. 3 und 7: 

ing _ sin(90°—d) sin(« — 90°) 
sin000 -—Q) sind sin 900 


d.h. sin (« — 90°) = tg p - tg d (vgl. Note 147, vorhergehende Seite), wo « und 
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gestellt durch Menelaos’ Satz, während die gleiche Relation sich im Ana- 
lemma nur implieite findet. 

Wir dürfen deswegen annehmen, dafs Hipparchs Worte dia rüv ygun- 
uöv denselben Sinn haben wie in der Syntazxis. Somit bedeuten sie ganz 
einfach, dafs Hipparch in seiner Abhandlung rot ovveveroAßv durch Fi- 
guren auf der Oberfläche der Kugel (opaıgızai Ösleıs) näher erörtert, was 
er im Kommentar lediglich an Beispielen ohne geometrische Nachweise 
zeigt. Eine indirekte Bestätigung dieser Annahme finden wir darin, dafs 
Menelaos’ Satz schon vor Menelaos bekannt war, und dals alle die 
Probleme, für die in Hipparchs Kommentar die Beweise fehlen, in der 
That in den zwei erwähnten Kapiteln der Syntaxis (II, 7 und VII, 5) mit 
Hülfe von Menelaos’ Satz und der Sehnentafel gelöst werden. 

Wir glauben somit, dafs Hipparch in seiner Abhandlung weei rüg 
röv ı8" Lodiov dvapogäg ganz wie Ptolemaios in der Syntaxis II, cap. 7—8 
sich ein Kavöviov tüv dvapogüv (d. h. eine Rektascensions- und Obliquas- 
vensionstafel) berechnet hat. Ferner hat er dann in seinem Werke zegi 
töv ovvaveroAöv durch Anwendung von Menelaos’ Satz, d. h. dis röv 
yoeuasv und mit Hülfe der Sehnentafel und der Obliquascensionstafel die 
Beweise und die Berechnungen, deren Resultate er im Kommentar angiebt, 
genau erörtert. Eine kurze Übersicht der von Hipparch in dieser. Er- 
örterung benutzten opaıpızat Ösläsıg giebt Ptolemaios dann in der Sym- 
taxis VIII, cap. 5 im Anschlufs an seinen Fixsternkatalog. 

Damit wollen wir keineswegs behaupten, dafs die Analemmakonstruk- 
tionen neueren Datums sind als die opweınal Öslfsıs; nur stehen erstere 
nicht in direkter Verbindung mit der Erfindung der Trigonometrie, sondern 
bestanden vielleicht lange vorher als eine mehr primitive, rein graphische 
Methode. Später, da die Sehnentafeln vorhanden waren, führte man bei 
den Sonnenuhrkonstruktionen die durch die Tafeln bestimmbaren Gröfsen 
auf diese zurück, indem man sie als „gegebene“ bezeichnete. Dafür spricht 
sowohl die ganze Abfassung und Form des Analemmas als auch der Um- 
stand, dals die opaıgırar Ösifeıg im Gegensatz zu den Analemmakonstruk- 


sich auf einen Punkt der Ekliptik beziehen. — Diese Berechnung haben wir 
schon oben Seite 73 genau zitiert und dem Hipparch beigelegt. -—— In der 
Syntaxis VIII, cap. 5 wird genau dieselbe Relation gefunden, nur beziehen 
sich « und d diesmal auf einen Fixstern, und die Relation dient dazu, „die 
Punkte des Äquators und der Ekliptik, die gleichzeitig mit den Fixsternen auf- 
und untergehen, mit Hülfe der gleichzeitig kulminierenden Punkte zu finden*, 
vgl. Syntaxis, ed. Halma, IL, p. 106, 14—18. Es ist aber dies eine Aufgabe, die 
Hipparch lösen mulste, um die Zahlenwerte in seinem Kommentar ausfindig zu 
machen, wenn er überhaupt trigonometrische und nicht rein instrumentale Me- 
thoden benutzte. 
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tionen direkt auf Berechnung abzielen und auch von Ptolemaios der Sehnen- 
tafel direkt beigefügt werden. 

Die Berechnungen, die Zeuthen im Analemma gefunden und nach- 
gewiesen hat, kommen folgenden modernen Formeln gleich: 

A. für das rechtwinklige sphärische Dreieck den obigen aus der Syn- 
taxis herausgezogenen I, II und IV (vgl. oben Seite 82). 

B. für das schiefwinklige Dreieck den zwei Formeln: 

cos a —= cosb cosc + sinb sine cos A 
und 
sin b sin A 

cos b sine — sin b cose cos A’ 


tg B = 


die sich beide auf das Dreieck „Südpol — Nadir — Sonne (auf der südlichen 
Halbkugel über den Horizont gelegt)“ beziehen, d. h. auf ein Dreieck mit den 
Seiten 90° --d, 90°-+-Ah und 90°-- 9, wo die den zwei erstgenannten 
Seiten gegenüber liegenden Winkel &® und 180°--t berechnet werden 
($ = die Deklination der Sonne, h = die Sonnenhöhe, 9 = die Polhöhe, 
o = das Azimuth der Sonne, # —= der Stundenwinkel derselben). 

Bemerkenswert ist, dafs Ptolemaios in der Syntaxis VIII, cap. 5 (ed. 
Halma II, p. 104—5) mit Hülfe von Menelaos’ Satz und einer geschickten 
Anwendung der Deklinationstafel eine ganz ähnliche Auflösung eines schief- 
winkligen Dreiecks erreicht hat. Er findet nämlich hier die Deklination 
und Rektascension eines durch Breite und Länge gegebenen Sterns, d. h. er 
löst das Dreieck Stern — Weltpol — Pol der Ekliptik. Es muls aber immer 
scharf betont werden, dafs bei diesen Auflösungen schiefwinkliger Dreiecke 
weder im Analemma noch in der Syntaxis von einer Kenntnis der betreffen- 
den allgemeinen Formeln die Rede sein kann. 


Die Berechnungen von ebenen Dreiecken, die wir in Ptolemaios’ 
Syntaxis finden, hat uns v. Braunmühl (l. e. p. 26—27) dargelegt. Wir 
gehen nicht näher auf diese ein, weil wir sie im folgenden nicht gebrauchen. 

Eine andere damit in Verbindung stehende Frage werden wir dagegen 
kurz erörtern, und zwar die, ob die Griechen, wie Tannery'?'*) vermutet, 
jemals die Sinusfunktion statt der doppelten Sehne eingeführt haben. 

Wenn wir Tannerys Hypothese nicht beistimmen können, so geschieht 
es nicht etwa, weil wir keine Spuren von einer Sinusfanktion, weder bei 
Ptolemaios noch bei Menelaos, gefunden haben, sondern vielmehr weil 
wir keinen Grund sehen, diese Hypothese aufzustellen; denn: 


151%) Tannery, Fastr. ane, p. 63—67, 
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1. solange die Cosinus- und Tangensfunktionen doch nicht eingeführt 
waren, ist der Vorteil des Sinuses statt der Sehne praktisch sehr gering; 

2. finden wir die Annahme, dafs die Sehnentafeln die Sinustafeln 
hätten verdrängen sollen, in jeder Beziehung sehr unwahrscheinlich, um so 
mehr, weil wir (vgl. oben Seite 79—80 und unten Seite 117—118) 

3. guten Grund haben anzunehmen, dafs die Einführung der Sehne 
als trigonometrische Funktion in inniger Verbindung mit der Erfindung der 
Trigonometrie steht. 

Es scheint uns deswegen viel natürlicher, anzunehmen, dafs ein anderes 
Volk als die Griechen, und zwar ein Volk, das mehr Sinn für praktische 
Rechnung hatte als diese und durch keine Tradition gebunden war, diese 
Neuerung gemacht hat. Dies trifit nun gerade in Bezug auf die Inder zu. 
Deswegen können jedoch die indischen Sinustafeln von griechischen Sehnen- 
tafeln ihren Ursprung haben, obwohl wir bezweifeln, dals dies der Fall ist. 

Noch eines ist hier zu bemerken: Die Weise, auf welche Ptolemaios 
die Sehnentafeln zur Auflösung ebener Dreiecke verwendet, zeigt einerseits, 
wie leicht die Nachteile, die die Sehnentafeln den Sinustafeln gegenüber 
aufweisen, sich umgehen lassen und in der That umgangen worden sind, 
macht es aber andererseits fast undenkbar, dafs die Sinusfunktion dem 
Ptolemaios bekannt gewesen sei. 

Greifen wir aus den zahlreichen Beispielen die Auflösung von Dreieck 
BED mit dem rechten Winkel B und [ E=51°30" (Ptolemaios, Syn- 
taxis XIII, cap. 7, ed. Halma II, p. 419—420) heraus: / BED milst dann, 
sagt Ptolemaios, 103 von solchen Graden, von denen 360 Grad 2 Rechte 


betragen (touwsrwv 9y, olav ai dvo 6oßel 7&), folglich, führt Ptolemaios 
fort, ist das Verhältnis der Katheten 94:75 von solehen Teilen, deren 120 
auf die Hypotenuse gehen, d. h. Ptolemaios erreicht, wenn er immer die 
Winkel und gleichzeitig auch die Hypotenuse doppelt rechnet, die Sehnen- 
tafel ganz wie eine Sinustafel verwenden zu können; denn in der Sehnen- 
tafel entsprechen 103° und 77° bezw. 94 Pertas und 75 partes, 

Ursprünglich ist Ptolemaios zu diesem Verfahren gekommen durch 
Umschreibung des Dreiecks mit einem Kreis, in welchem die Hypotenuse dann 
Durchmesser wird. Das zeigt uns nämlich die erste Auflösung ebener Drei- 
ecke in der Syntaxis (II, cap. 5, ed. Heiberg, I, p. 99—100); v. Braun- 
mühls Darstellung (I, p. 26) ist somit ganz zutreffend. Später aber wird 
in der Syntawis die Umschreibung nicht mehr erwähnt; alle Grölsen werden 
gleich verdoppelt, das Nachschlagen in der Sehnentafel direkt erledigt, ja 
sogar ganze Rechnungen mit den doppelten Werten durchgeführt. Die 
Griechen, denen dieses Verfahren nun einmal geläufig war, fanden keinen 
Grund, Neuerungen einzuführen; die Inder dagegen, die an die Tradition nicht 
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gebunden waren, und denen diese Methode schwerfällig erscheinen mulste, 
hatten guten Grund, die scheinbar lediglich formelle Verbesserung zu machen. 
Dals diese Verbesserung in ihren Konsequenzen sich als eine sehr wichtige 
erwies, indem sie die Einführung der Cosinus- und der Tangensfunktion mit 
sich führte, hätte man ja im voraus nicht wissen können. 


b. Der Inhalt von Menelaos’ drittem Buch. 


III, 1. (sog. Menelaos’ Satz): 

Es liegen von diesem Satze mehrere Versionen vor, die, obwohl der 
Grundgedanke der Beweisführung immer derselbe bleibt, doch sehr ver- 
schieden sind. Sie teilen sich in zwei Hauptgruppen, nämlich: 

1. Die Redaktion in der Maurolycusausgabe (Quelle unbekannt), 
die arabische Rezension von Abu-Nasr-Mansur (Cod. Leid. 930), Ptole- 
maios’ Syntaxis I, cap. 13 (ed. Heiberg I, p. T4ff., ed. Halma I, p. 54 ff.) 
und Theons Kommentar zu Ptolemaios (Baselerausgabe p. 66 ff). Zwar 
weichen diese Redaktionen in Umfang und Text von einander ab; die Haupt- 
figur (wie deren Buchstaben) ist aber genau dieselbe. 

2. Die Redaktion in Gerhards Übersetzung und in der Halley- 
ausgabe (d. h. in Jacob ben Machirs hebräischer Übersetzung). 
Die Hauptfigur hat hier ganz andere Buchstaben als in den Redaktionen der 
ersten Gruppe. 

Ich ziehe unbedingt die Redaktion im Cod. Leid. 930 (Abu-Nasr- 
Mansur) vor, die ich aus folgenden Gründen für die ursprüngliche Redak- 
tion des Menelaos betrachte: 

1. In dieser Redaktion kommt ein Spezialfall vor, den ich weder im 
Ptolemaios noch im Theon finde, der aber in den Gerhardschen und Jacob 
ben Machirschen Übersetzungen wieder vorkommt, obwohl mit anderen 
Figurenbuchstaben und einem ziemlich abweichenden Text. 

2. Die Figurenbuchstaben fangen in dieser Redaktion nach griechischer 
Gewohnheit mit A, B, T u. s. w. an und stimmen mit denen im Ptolemaios 
überein. 

3. Die Beweisführung im. Ptolemaios kann als eine verkürzte Wieder- 
gabe dieser Redaktion aufgefafst werden, was dagegen nicht für die Redak- 
tion in der Maurolycusausgabe oder für die der zweiten Gruppe zutrifft. 

4. Wenn wir die Überlieferung von Nasr-Maısur als echt annehmen, 
so können wir gewisse Erweiterungen des Satzes im Theon dem Mene- 
laos zuschreiben, während umgekehrt Nasr-Mansurs Redaktion sich nicht 
als eine Kompilation aus Theon erklären läfst, weil der oben erwähnte 
Spezialfall, der den Menelaosredaktionen eigen ist, im Theon fehlt. 
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Nach Abu-Nasr-Mansur ist die Beweisführung diese '?): 

Menelaos II, 1 (Figur 48): 

Zwischen zwei gröfsten Kreisbogen ADB und AEC schneiden sich zwei 
andere DZC und BZE in Z, Alle vier Bogen sind kleiner als ein Halb- 
kreis. Zu beweisen ist 

in OE _ sin 0Z sin DB 16) 
sinEA snZD sin BA 

Beweis: Sei H das Kugelzentrum. Man ziehe die Halbmesser HZ, HB, 
HE und die Gerade AD. — AD und BH, die in derselben Ebene liegen, 
sind entweder parallel oder 4 
nicht. 

Wenn sie nicht parallel 
sind, so schneiden sie sich 
entweder in der Richtung D 
oder in der Richtung A. 

I. AD und BH schnei- 
den sich in der Richtung D, 
und zwar in T. 

Man ziehe die Geraden 


AKC und DLC. Nun 


liegen die Punkte K, L und r 
T auf einer Geraden, näm- Figur 48. 


lich der Schnittlinie der Ebenen, die durch den Bogen EZB und das Drei- 
eck ACD bestimmt sind. 
Zwischen den zwei Geraden AC und AT schneiden sich also zwei 
andere CD und TK in ZL. Folglich wird [Menelaos’ Satz in der Ebene] 
CE ..Ch DT 


KA ID Ti’ 
aber: 
OK sin CE 
KA sin EA 
CL sin OZ 
LD sinZD 

152) Mitteilung von R. Besthorn. 

152*) In dem ursprünglichen Menelaostext stand sicher wie in Gerhards 
Übersetzung: a — ee nn - a Wje die Araber und Halley 
werden wir die „corda dupli arcus“ mit „sin“ ersetzen. Es kommt nämlich auf 
dasselbe heraus, da Menelaos fast immer mit Verhältnissen operiert. Wenn im 
folgenden in der Wiedergabe von Menelaos’ 3. Buch die Sinusfunktion benutzt 
ist, muls der Leser sich also immer erinnern, dafs Menelaos sicher wie Ptole- 
maios n dno rw dimkijv gesagt hat, 


(Ptol. Synt. ed. Heiberg I, p. 70), 
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DT sin DB R aeg 
HA InBa (Ptol. Synt. ed. Heiberg 1, p. 72), 
also: 
sinCE _snCZ smDB 
sinEA sinZD sin BA 
Diesen Beweis finden wir in Ptolemaios Syntazis'”®) wieder; da stehen 
auch die nötigen Hülfssätze aus der Geometrie der Ebene. Diese Hülfssätze sind 


D 


4. ©. d. 


ME 


Figur 49. 


im Menelaos als bekannt vorausgesetzt. Sie standen also in einem anderen 
Werk von Menelaos selbst oder von einem seiner Vorgänger. 


II. (Figur 49.) AD und BK schneiden sich in der Richtung A, und 
zwar in T. 
Wir verlängern die Bogen BDA und BZE bis zum Schnitt auf dem 
Durchmesser BH in K. 
Dann wird (mit Anwendung des ersten Teils des Beweises auf die 
Figur DAKECZ): 
sinCZ _smCE smAK 
sinZD snEA snKD’ 
und durch Umtausch der Glieder: 
sinCE sinCOZ sinKD 
sinEA snmZD snAÄK 
Nun ist sin KD = sin DB und sn KA= sin BA'*), also wird: 
sinCE sinCZ ‚sin DB 
sinEA sinZD sin BA 
Dieser Teil des Beweises fehlt sowohl im Ptolemaios als bei Gerhard. 


g. e. d. 


155) Syntaswis I, cap. 13, ed. Heiberg I, p. 74—76. 
154) d.h. su(=--a)=sina; vgl. die Formel 1 Seite 82 und Ptolemaios, 
Syntawis ed. Heiberg I,p.36; vgl. Theons Kommentar, Baselerausgabe p. 69 unten. 
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III. (Figur 50.) Wenn AD=E BK, so verlängert man die Bogen 
BDA und BZE bis zum Schnitt auf BH in T, zieht die Geraden AC 
und HE, die sich in Z, DC und ZH, die sich in K schneiden. Der 
Schnitt: der Ebenen BLT und ADC wird dann == AD; also haben wir 

CL ER CK 29) 2% sin CE er sin CZ 156) 
LA KD sin EA sin ZD’ 
weil aber sin DB = sin BA®T), so wird: 


sin CE sinCZ sin DB 
— — g. 08. d. 


Diesen Spezialfall, der in allen mir bekannten Menelaosredaktionen vor- 
kommt, treffen wir sonst nicht in der griechischen Litteratur, 


C ie F 


Be. N 
a 
Figur 50. Figur 51. 


IV. (Figur 51.) In derselben Figur ADBZCE gilt auch die Pro- 
portion 
sinC4A sinOD sinZB 
sin AE snDZ snBE 
Wir verlängern die Bogen CA und CD bis zum Schnitt in 7’; dann 
wird (wegen des eben Bewiesenen) 
sinTA sin7TD smZB 
snAE sinDZ sinBE’ 
nun ist sin 7’A=sinCA und sin 7’D= sin OD"’®), also auch: 
sinCA _snCD sinZB 
sin 4dE sinDZ sinBE 
Diesen Satz finden wir im Ptolemaios!®”) ohne Beweis referiert, im 
Theon'!) mit einem von III, 1!-1IX unabhängigen Beweis. — 


q. e.d. 


155) Euklid, Elementa V], 2. 

156) Ptolemaios, Syntaxis, ed. Heiberg I, p. 7 

157) Vgl. Formel 1, Seite 82 oben. 

158) Vgl. Formel 1, Seite 82 oben. 

159) Ptolemaios, Syntaxis, ed. Heiberg I, p. 76. 

160) Baselerausgabe, p. 67-68. In Täbit ibn Korrah, De figura sectoris 
spielt dieser Beweis von Theon eine grolse Rolle. 


PN 
ut 
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Nach moderner Auffassung umfafst Menelaos’ Satz vier Fälle, indem 
die Figur auf vierfache Art als ein durch eine Transversale geschnittenes 
Dreieck betrachtet werden kann. 

Anscheinend hat Menelaos nur zwei Fälle behandelt, und zwar 1) den 
Fall des durch EZB geschnittenen grofsen Dreiecks ADC, und 2) den des 
durch ADB geschnittenen kleinen ECZ; indem er aber sowohl den Fall, dals 
die Gerade AD den Durchmesser durch B einmal in der Richtung D, dann 
in der Riehtung A schneidet, als auch den, dafs diese Geraden parallel sind, 
behandelt hat, so hät er den Satz so verallgemeinert, dafs er ohne weiteres 
das grolse Dreieck ADC mit dem anderen grolsen AEB und das kleine 
ECZ mit dem kleinen DBZ vertauschen kann. 

Es zeigt sich also, dafs im Menelaos der Satz allgemein bewiesen ist, 
und zwar in der knappsten Form, dafs dann Ptolemaios aus diesem Be- 
weis das für seinen Zweck Notwendige ausgewählt hat, wührend Theon'*) 
(vgl. v. Braunmühl, Gesch. d. Trig. I, p. 16) den Beweis mit überflüssigen 
Fällen, die sich auf die schon bewiesenen zurückführen lassen, beschwert hat, 
ein Verfahren, das seinen Höhepunkt in den 18 modi bei Täbit ibn Kor- 
rah'®?) erreicht. 

Wie so oft, zeigt es sich auch hier, dafs die älteste Textform die 
exakteste ist. 

Ob der Satz des Menelaos dem Menelaos angehört, wollen wir 
später erörtern, doch bemerken wir gleich, dafs er nicht als Dreieckssatz 
formuliert: ist, und dafs die allgemeine Formulierung (+) meöresıg) fehlt. Es 
könnte das ein Zeichen davon sein, dals der Satz ursprünglich in einem 
astronomischen Werke bewiesen und in Menelaos’ Sphärik übergegangen ist, 


Menelaos IH, 2 (Figur 52): 
Wenn in den sphärischen Dreiecken ABC, DEZ 
i[C=Z 
LA=D und oder 
LC+Z= 180° 
gegeben ist, ist zu beweisen: 
sin AB sin DE 
sn BO smEZ (1) 
Beweis: Sei vAH = DZ und LAHT = EZD, so wird 
AEZDZSATHA (1,14) dh vTA=DE,  HT=E2Z. 


161) Baselerausgabe, p. 68-70. 

162) Vgl. v. Braunmühl, Gesch. d. Trig. I, p. 46; v. Braunmühls Ver- 
mutung, dals das „lemma in 18 modis“ von Täbits Schrift herstammt, wird 
durch die Untersuchung von Cod. Arsenal. 1035 bestätigt; vgl. oben Note 54. 
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Je nachdem  _AHT=( oder  LAHT-+ C = 180°, wird »CK 

+ KH = 180° oder vCK=KH (1,10), d. h. in beiden Fällen sin OK 
—= sin KH, und da 

sin XC __ sin KH sin TA 

sin CB sin HT sin AB 


(IL, 1), 


so wird 
sin AB > sin TA Si sın DE 
sinCB sm HT’ " "7 sm EZ 
sin AB sin DE 


sinC!B” sn EZ’ 


q. 0. d. 


e 
II. Umgekehrt, wenn LA= D und 
LC=Z ode LC0+ 7 = 180.189) 


Für LA=D und L_C=Z = 90° [der Spezialfall, den Menelaos 
selbst: meistens verwendet] hat man, wie v. Braunmühl gezeigt hat, den 


folgt, dafs 


später unter dem Namen „Regula quattuor p 
quantitatum“” bekannten Satz, worüber siehe 
v. Braunmühl, Gesch. der Trig. I, p. 17, 
47, 58—60, 81, 127—129 u. 8. w. D 
Für DE=99°(=DZ) und [C 
= Z== 90° geht (1) in die Grundformel I 
für rechtwinklige Dreiecke über. 
Es ist für Ptolemaios’ Behandlung 
der sphärisch -trigonometrischen Probleme 


charakteristisch, dals er mehrmals den 
Satz des Menelaos anwendet, auch da, 


Figur 52. 


wo Menelaos III, 2 direkt anwendbar ist, so dafs er ganz eigentlich die 
regula quattuor quantitatum (III, 2) aufs Neue beweist, statt auf sie als 
schon bekannt hinzuweisen. Es ist dies um so auffallender, weil die Rech- 
nung durch Anwendung von III, 2 mit viermaligem Nachschlagen in der 
Sehnentafel erledigt wird, während die Anwendung von Menelaos’ Satz 
immer sechsmaliges fordert. Als Beispiel dient folgendes: 
Zur Berechnung der Deklinationstafel würde Menelaos III, 2 die Formel: 
sin) __ sin 90° 
ind sine 
(A die Länge, d die Deklination des Ekliptikpunktes und s die Neigung der 
Ekliptik) gegeben haben, die für die Berechnung leichter ist als 
sin 90° _ sin 90° sin A 
sine sind sin 90°? 


die wir bei Ptolemaios (Syntaxis I, cap. 14) finden. 


163) Das Corollar zu III, 2 in der Halleyausgabe ist vom Herausgeber hinzu- 
gefügt. 


94 Sechstes Kapitel. 


Ähnliche Beispiele finden sich in der Synlawis II, eap. 3 und cap. 11. 

Es liegt nahe, anzunehmen, dafs Ptolemaios in diesen Fällen eine 
ältere Methode nachgeahmt hat, ohne auf die von Menelaos eingeführte 
Erleichterung Rücksicht zu nehmen. 


Menelaos UIL,3 (Figur 53): 
Wenn in den sphärischen Dreiecken ABC und DEZ gegeben ist: 
LA=D=9%°, LC0=Z2%0%, 
und H und T die Pole der Bogen AU und DZ sind, dann ist zu beweisen: 
sinAB sinED snBH 


sinAC snDZ nET 


Wir legen nämlich die Dreiecke auf einander mit /Z auf /(, und der 
Satz ist eine direkte Folge von III, 1.14) 
Indem sin BH = cos AB und sin ET = cos ED, sagt der Satz, 
modern umgeschrieben: 
tg AB sin CA ‚ 
gED mon W 
Es ist dies die „Zuangenten- oder Schattenregel“ der Araber (vgl. v. Braun- 
mühl, Gesch. d. Trig. I, p. 17—18, 58, 67—69 u. s. w.). 
Für vCA= BC = 90° geht (1) in die Grundformel II für recht- 
winklige Dreiecke über. 
Auch die Anwendung dieses Satzes vermeidet Ptolemaios und be- 
weist ihn jedesmal aufs Neue durch Menelaos’ Satz. Beispiele finden sich 
H p in der Syntaxis I, cap. 16; II, cap. 3 
und VII, cap. 5. In der Berech- 
nung macht es jedoch, solange die 


Tangensfunktion nicht aufgestellt und 
B eine Tangententafel nicht berechnet 
(FE) E ist, keinen Unterschied, ob III, 1 oder 
Ill, 3 verwendet wird. 
4A c > zZ Menelaos Ill, 4 (Figur 54): 


(D) £ R De 
Wenn in den sphärischen Drei- 


ecken ABC, DEZ, we [A=D 
und _ C = Z, die Höhen v BH und » ET gezogen sind, so ist das Sinus- 
verhältnis der Basensegmente gleich, d. h. 
sin AH smCH 
sinDT snZT 


Figur 53. 


164) Das Corollar zu II, 3 in der Halleyausgabe rührt von Halley selbst her, 
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Es ist dies eine direkte Folge von III, 3, da beide Verhältnisse gleich 
tg BH 


ig ET sind. 


Menelaos III, 5 (Figur 55): 

Obwohl der Text dieses Satzes sowohl in der Rezension des Nasr- 
Mansur als in der Gerhardschen Übersetzung stellenweise verdorben ist, 
läfst sich der Beweis durch Vergleich dieser zwei Redaktionen mit Sicher- 
heit wiederherstellen, und zwar so: | 

Wenn in den sphärischen Dreiecken AB@ und DEZ gegeben ist: 

L4A=D=90%, LG=Z, vA@G<MO), vDZ< 90°, 


dann ist zu beweisen: 


sin (BG + GA) _sin(EZ-+ZD) 
sin (BG GA) sin (EZ ZD) | 
Beweis: Sei nämlich 2 2 
vLG=GK=AG Ic ER zw ER 
Fa ! Sep D = ! : 
und analog H SE Nz 
vFZ=Z0= DZ. 7 
Figur 54. 


Mit @ und Z als Pole ziehen 
wir die gröfsten Kreise bezw. NSMH und ROCT. Denken wir uns die 
Bogen AS und AM verlängert bis zum Schnitt in A’, so wird vK@ + G4’ 
— 180° und da v@M = 90°, so wird LKGM=LMGS (1,26) und 
analog wird [ QZC 
—=[/CZO, und weil 
LG=Z, so sind alle 
diese vier Winkel gleich. 


A 
ER 


Analog erhält man: 
LLGN=NGS 
= FZR= RZO 


und somit durch Kon- 


gruenz | 
vNS=KR0, 
vSM=060(, 
„MH=O0T, , 
also auch A 
Figur 58. 
v„NH= RT. 


Da nun die zwei Bogen BI, und HN durch die vier Bogen AH, AM, 
AS und AN geschnitten werden, so gilt: 
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sin BL sin GK sin HN snSM 


sin2G snkXÄB snNS sinMH (1) 


Da aber vG@K = LG, werden diese Verhältnisse 


__sinBL _sin(BG-+ @4) 
 snKB sin (BG -- GA) 


Analog erhält man: 

sinEF snZQ sin TR sinOC (@ 
sinFZ snQE sinRO snCT 2) 
sm EF sn(EZ+ZD) 


 snQE sn(EZ-ZD 


Die zwei Reihen von Verhältnissen (1) und (2) sind aber gleich, weil 
“„HN=TR, „NS=RO u. sw. (s. oben), d.h. 


sin (BG +G4) sin(EZ+ZD) 
sin (BG -GA) sin(EZ--ZD) 


q. 0. d. 


Wie v. Braunmühl'®°) schon bemerkt hat, liegt in diesem Satz die 


moderne Formel 
sin(a+b)  1-+c0C 
sin (a-—b) 1--cos (? 


en, 


; —-- in zwei Drei- 
sin (a — b) 


da es ja schon bewiesen ist, dals das Verhältnis 


ecken mit gleichem C gleich wird (die Voraussetzung _A= D = 90° 
wird in Menelaos’ Beweis scheinbar nicht gebraucht). | 

Das interessiert uns aber nicht so sehr, wie die Voraussetzung, die in 
der Behauptung der Gleichheit der Verhältnisse (1) [oder (2)] liegt. 

Es ist nämlich dies nichts anderes als die Projektivität der Dop- 
pelverhältnisse auf der Kugel, die hier ohne irgend einen Beweis 
als bekannt vorausgesetzt wird. Nicht nur ist es an sich interessant, zu er- 
fahren, dals dieser Satz den Griechen bekannt war, sondern wir können für 
die Geschichte der Trigonometrie aus der frühen Existenz dieses Jahrhunderte 
lang begrabenen Satzes wichtige Schlüsse ziehen. 

Die eigentümliche Überlieferungsgeschichte dieses Satzes zeigt uns, wie 
er nach und nach verschollen ist. 

Die Araber, die den Satz ohne Erklärung vorausgesetzt fanden, ver- 
zweifelten daran, ihn verstehen zu können. 

Abu-Nasr-Mansur sagt’): „In Bezug auf diesen Beweis drückt sich 
Menelaos sehr unklar aus, entweder weil er ein Liebhaber von Schwierig- 
keiten war, um über sein Buch Dispute zu erregen, oder aber weil. er im 
Besitz von allem war, was er zum Beweise notwendig hatte‘“ Nach dieser 

165) v. Braunmühl, 1. ep. 18, 

166) Mitteilung von R. Besthorn. 
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Bemerkung giebt Nasr-Mansur dann einen anderen Beweis von eigener 
Erfindung. 

Al-Harawi'®) giebt nur verstümmelte Andeutungen von Menelaos’ 
Beweis, fügt mittels des Sinussatzes einen anderen von sich selbst hinzu und 
sagt: „Es ist dies der Beweis, den ich zu diesem Satze konstruiert habe, und 
auf welchen Menelaos anspielt, indem er durch Postulate noch mehr be- 
weist.“ 

Gerhard von Gremona, dessen Übersetzung sonst von mathematischen 
Ungenauigkeiten ziemlich frei ist, bringt eben in diesem Beweise mehrere 
Proportionen, die falsch sind, indem er hier den Beweis offenbar ebenso- 
wenig verstanden hat wie der Rezensent der ihm vorliegenden arabischen 
Handschrift. 

Einem anonymen Kommentator der Gerhardschen Übersetzung (aus dem 
13. Jahrh., wahrscheinlich Campanus'‘”)) ist es bei diesem Beweise zu 
heils geworden, und von da an kommentiert er Menelaos’ Sphärik nicht 
weiter. 

In dem Exemplare der Gerhardübersetzung, das Georg v. Peurbach 
und Regiomontanus®) haben abschreiben lassen, werden die Fehler ein- 
fach abgeschrieben, 

Dals Regiomontanus sich mit dem Verständnis des Satzes III, 5 im 
Menelaos gequält, zeigt ein Brief, den er im Jahre 1464 (Venedig, Februar ?) 
dem italienischen Astronomen Bianchini schickte, und zwar als Antwort 
auf mehrere von demselben gestellten Fragen. Es kommt nämlich hier fol- 
gender Passus vor (vgl. Murr, Memorabilia bibliothecarum Norimbergensium 
I, p. 116— 118): 

„Vestrum responsum erit, hamc positionem (von 2 auf bestimmte Weise 
gegebenen Sternörtern) esse impossibilem, et confiteor me ex proposito ia 
supposuisse, ut intelligerem, si apud vos esset Menelaus de spherieis figuris, 
in eulus tertio libro quinta propositio iam diu me suspen- 
sum tenuit, quotquot reperio exemplaria omnia in hac 
parte imminuta sunt;z alü vocant Mileum, ne nomen vos aliud persva- 


166°) Nach Mitteilung von R. Besthorn. 

167) Im Cod. 8. Marco Venetiarum XI, 90 (vgl. oben Seite 11) steht zuerst 
(fol. 1--35) Theodosios’ Sphärik „cum commento Campani“, gleich danach 
Menelaos’ Sphärik (fol. 35-84) mit einem Kommentar, der spätestens um das 
Jahr 1300 verfafst worden sein kann. 

168) Dieses Exemplar liegt im Cod. $. Marco Venet. XI, 63 vor (vgl. oben 
Seite 11). Diese Handschrift enthält aulserdem „Zpitome Almagesti“, verfalst von 
Peurbach und Regiomontanus. Es ist dies die älteste der mir bekannten 
Handschriften, wo die Gerhardsche Übersetzung: „Milei de speris“ mit der Sphärtk 
des Menelaos identifiziert wird. 

Abh. z. Gesch. d. math. Wissensch. XIV. T 
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deat, alium esse librum quam vos pulatis; sed Menelaus vere diei- 
FUN: 3 “ Aus diesen Worten schliefsen wir, dals Regiomontanus 
schon während seines ersten Aufenthaltes in Rom (1461) sich mit Ger- 
hards Übersetzung von Menelaos’ Sphürik bekannt gemacht hat, und dafs 
er (oder vielleicht schon Georg v. Peurbach oder Georg v. Trapezunt) 
mit Hülfe von Theons Kommentar (vgl. oben Seite 5, 20 und 22 ff.) die 
Identität der Namen Menelaos und Mileus festgestellt hat; denn Georg 
v. Trapezunt hatte schon vor dem Tode Georgs v. Peurbach (1461) 
eine Bearbeitung von Theons Werk erledigt (vgl. Cantor II, p. 193—194 
und 234—237). Wir sind auch zu der Annahme berechtigt, dafs eben die 
Kenntnis der Sphärik des Menelaos den Regiomontanus zu seinem be- 
rühmten Werk: „De triangulis ommimodis“ veranlalste; denn, wie aus dem 
obigen Passus hervorgeht, hatte er im Jahre 1464 schon lange die Sphärik 
des Menelaos studiert, kannte mehrere Handschriften derselben und hatte 
offenbar Menelaos’ Werk bei sich in Venedig im Jahre 1464. Aus 
anderen Quellen wissen wir, dafs er sein Werk de triangulis in Rom 1461 
zu verfassen anfing und es in Venedig weiter bearbeitete; aufserdem hat 
v. Braunmühl nachgewiesen, dafs ganze Reihen von Sätzen aus Regio- 
montanus’ Werk mit denen im Menelaos zusammenfallen. — Die weitere 
Untersuchung des Briefes an Bianchini zeigt mir, dafs es Regiomon- 
tanus nicht gelang, den Beweis Menelaos II, 5 zu verstehen (vgl. Mur I, 
Tafel 3, Fig. XVIT), 

In den Druckausgaben von Maurolyeus und Halley stehen ganz 
andere Beweise, nicht kugelgeometrisch, sondern durch ‚Örthogonalprojektion 
geführt, Den Ursprung dieser Beweise habe ich nicht ermitteln können. 
Älter als ec. 1265 (Nassir-eddin-Tüsi oder Jacob ben Machir) sind 
sie jedoch kaum. 

Damit war nun der Satz über die Erhaltung des Sinusdoppelverhältnisses 
bei Projektion (auf der Kugel) ganz verschollen, bis er im Anfang des 19. Jahr- 
hunderts neu entdeckt wurde.'?) 

Unsere Frage ist jetzt: Wie bewiesen Menelaos’ Vorgänger diesen Satz’? 
Dals Menelaos den Satz selbst erfunden und diese Erfindung in seiner 
Sphöärik nicht aufgenommen habe, können wir ja doch nicht annehmen. 

Es zeigt sich, dafs der Satz eine einfache Folge von Menelaos’ Satz ist.) 


169) Vgl. Gudermann, Lehrbuch der niederen Sphärik, Münster 1835, $ 184 
—185. — Vielleicht stand der Doppelverhältnissatz (auf der Kugel) schon bei 
F, Schulz, Die Sphärik oder die Geometrie der Kugelfläche, Leipzig 1828 (Mit- 
teilung von v. Braunmühl). 

170) Bei Gudermann wird der Doppelverhältnissatz sowie der Satz des 
Menelaos auf der Kugel durch den Sinussatz bewiesen, 
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Verlängern wir nämlich (Figur 56) die Bogen ZB und NH bis zum 
Schnitt in X, so gieht Menelaos’ Satz: 
sin MX sn MH sin AB 
sinXK sinHA sinBK 
(A XBH durch AKM geschnitten. Menel. III, 1'Y) 
zu, MulS 
 snSsA sinGK 
(A XGS durch AKM geschnitten. Menel. III, 17-1), Gleichfalls 
sinNX sinNH sin AB 
sinXL sn HA sin BL 
(A XBH durch ALN geschnitten. Menel. III, 1'Y) 
a an 
 snSA sin@L 
(A XGS durch ALN geschnitten. Menel. III, 1'Y). 
Durch Elimination erhält man dann sofort das gewünschte Doppelver- 
hältnis 
sinBL sinGK sinHN snSM_ 
sin LG sunXkB snNS$ snMH 


Wir erhalten also den Satz durch viermalige Anwendung von II, 1. 
Durch III, 2 dagegen läfst der Satz sich nur auf einem grofsen Umweg 
beweisen. 

Ich schliefse also, dafs sowohl Menelaos’ Satz, als der Satz über die 
Projektivität der Doppelwerhältnisse (Sinusverhältnisse) auf der Kugel zu 
Menelaos’ Zeit allgemein bekannt war, 
d. h. dafs sie dem Hipparch aller Wahr- 


scheinlichkeit nach bekannt waren, d.h. Be: 

L/ 6/ | 
ferner: Die Vermutung, dafs Hipparch N KL I 
über sphärisch-trigonometrische Mittel ver- f 


fügte, scheint sich also zu bestätigen, und 

es ergiebt sich, dafs sein Hauptsatz wahr- 

scheinlich eben der sogenannte Satz des 

Menelaos war. Es würde ja dies auch | BB»: 
mit der ungewöhnlichen Formulierung a > 
eben dieses Satzes in Menelaos’ Sphärik Figur 56. 
übereinstimmen. Wie so oft, geht es auch hier so, dafs das, was den 
Namen eines Mannes bekannt gemacht hat, seinen Vorgängern gehört. 

Es erhebt sich nun die Frage, inwiefern die Analogen dieser zwei 
Sätze in der Ebene auch vor Menelaos bekannt waren. Es ist schon lange 
bekannt, dafs sie in Pappos’ ovvayayı) (ea. 200 Jahre nach Menelaos) 
stehen und zwar als Lemmata zu Euklids Porismen. In den Restitutions- 

7° 
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versuchen dieses leider verlorenen Werkes haben eben diese zwei Sätze 
eine Hauptrolle gespielt, indem man geneigt war, sie dem Euklid zuzu- 
schreiben.!??) 

Der Doppelverhältnissatz tritt bei Pappos nicht in der allgemeinen 
Form auf, in welcher er von Menelaos angewandt wird. Da heilst es 
nämlich 17°): 

Wenn drei Geraden durch o (Figur 57) durch zwei andere geschnitten 
werden, so wird: 

ab cd ab’ c’d’ 


ad cb o ad ed 
und dieser Spezialsatz kann ganz wie der allgemeine durch Menelaos’ 
Satz bewiesen werden, was doch im Pappos nicht 
geschehen ist. 

Bemerkenswert ist es aber, dafs dieser Spezial- 
fall auf die Kugel auf ganz ähnliche Weise wie Mene- 
laos’ Satz übertragbar ist, und zwar so: 

Wir wählen (Figur 58) den Durchschnittspunkt (0) 

Figur 57. der zwei Bogen CC’ und D.D’ aufserhalb der Bogen 

ACD und AC’D’ und führen ferner die Figur aus, ganz wie beim Be- 
| weise von Menelaos’ 

Satz. Dazu fügen wir 


noch einen willkür- 
lichen Bogen BB’O 
durch O0; so wird die 
Verbindungsgerade b v 
durch den Durch- 
schnittspunkt (P) der 
Geraden CC’ und RO 
gehen, weil b, b’ und P 
sowohl in der Ebene des Bogens B.B’ O, wie in der des Dreiecks ACC’ liegen. 
In der Ebene haben wir dann die gleichen Doppelverhältnisse: 


Ab Cd 5 Ab“ ae 5 
Ad-Cb Ad.ceıh" 


Figur 68. 


wo 
Ab _ sin AB Cd sin CD 


Ch sn6cB’ Ad snAD 


171) Vgl. Chasles, Les trois livres des Porismes d’Eucelide, Paris 1860, p. il 
und 75. — Eine treffliche Darstellung der Bedeutung der zwei hier erwähnten Sätze 
finden wir in Chasles, Apergu historigue, Paris 1875, p. 2627, 33—35, 291—296 
und 302—808. 

72) Vgl. Pappos, ed. Hultsch, p. 370 ff. und 1038. 
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(Ptolemaios, Syntaxis, .ed. Heiberg I, p. 70 und 73), und analog auf 
der rechten Seite, d. h. 
sindB sinCD sin AB’ sinC’D’ 
sin CB sinAD” mCE map 184 

Dieser Spezialfall läfst sich dann sehr leicht mit Hülfe eines Hülfs- 
bogens (AD’, siehe Figur 59) zu dem allgemeinen Satz, den Menelaos 
gebraucht, ewweitern. 

Diese Möglichkeit einer direkten Übertragung des Doppelverhältnis- 
satzes beeinträchtigt nicht die Schlüsse, die wir oben gezogen haben. Denn 
auch dieses direkte Übertragen setzt die Kenntnis der 
Übertragung von Menelaos’ Satz voraus. 

Deswegen können wir die enge geschichtliche Ver- 
bindung zwischen Menelaos’ Satz und dem Doppel- 
verhältnissatze sowohl in der Ebene wie auch auf der py“ 
Kugel, die Chasles schon befürwortet, als festgestellt 
zu betrachten wagen. Auch meinen wir, dals Chasles’ 
Restitution von Euklids Porismen hier eine Bestätigung findet. Die beiden 
Sütze in der Ebene standen offenbar in Euklids Werk, das somit die Elemente 
zur Erfindung der sphärischen Trigonometrie lieferte.) 

In der That ist Menelaos’ Satz ein ausgezeichnetes Mittel zum Be- 
weise kugelgeometrischer Sätze. Eine Reihe von wichtigen Theoremen, die 
nach Chasles alle in Euklids Porismen standen, können sowohl in der 
Ebene wie auf der Kugel allein mit Hülfe von Menelaos’ Satz bewiesen 
werden, z. B. der Satz vom harmonischen Verhältnis und vom vollständigen 
Viereck (Pappos VII, 131 und Staudt, Geometrie der Lage Nr. 59). So- 
bald aufserdem der Doppelverhältnissatz, der lediglich als eine Folgerung 
aus Menelaos’ Satz erscheint, bewiesen ist, so lassen sich noch andere 
wichtige Sätze beweisen, z. B. die Involution der Punkte, die durch den 
Schnitt eines vollständigen Vierecks durch eine beliebige Transversale ge- 


Figur 59. 


173) Auch in der Kegelschnittlehre im Altertum spielte der Doppelverhält- 
nissatz, wie es scheint, eine Rolle. Zeuthen vermutet nämlich (vgl. Keglesnits- 
leeren i Oldtiden, p. 59 und 105106), dafs Apollonios ihn zu den Tangenten- 
bestimmungen bei der Ellipse und der Hyperbel, sowie zur Bestimmung des 
Kegelschnitts als Ort zu vier Geraden benutzte. Wenn wir nun die Existenz dieses 
Satzes (und zwar in seiner allgemeinen Form) vor Menelaos nachweisen können, 
so dürfte in diesem Falle Zeuthens Hypothese eine Bestätigung finden, die viel- 
leicht diejenigen, die noch an der Richtigkeit der Zeuthenschen Hypothesen in 
Bezug auf die Kenntnis der Griechen zur Projektivitätslehre zweifeln, überzeugen 
können. Menelaos’ Sphärik leistet uns meiner Ansicht nach den Beweis dafür, 
dafs die auf Pappos’ Lemmata beruhende rückschlielsende Methode, die Chasles 
und Zeuthen benutzten, in der That zulässig ist. 
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bildet wird (Pappos VII, 130 und Desargues, ed. Poudra I, p. 119). 
Chasles’ Restitution der Porismen beruht nun eben darauf, dals er die 
gegenseitige Abhängigkeit aller dieser Sätze, von denen die wichtigsten und 
elementarsten in Pappos’ Lemmata stehen, erkannt hat; mit Recht hat er 
dann den Schlufs gezogen, dafs alle die hier erwähnten Sätze in den Porismen 
standen und den Kern dieses Werkes bildeten. 

Der weitere Schluls, den wir ziehen können, ist, dafs die Griechen 
wahrscheinlich erkannten, dafs alle die Sätze aus der Ebene, die in den 
Porismen nur den Satz des Menelaos und den Doppelverhältnissatz vor- 
aussetzen, auf die Kugel direkt übertragbar sind, wenn man nur immer die 
_B Geraden mit den Sehnen des doppelten der 
Re entsprechenden Bogen ersetzt. Es ist nim- 
en lich kaum denkbar, dafs die Griechen, die 
-“ die zwei Hauptsätze der Porismen aus der 

Ebene auf die Kugel übertrugen, nicht auch 


BP 


DEF die daraus folgenden Konsequenzen er- 


Figur 60. kannten. Es ist somit die Vermutung be- 
rechtigt, dafs schon vor Menelaos eine ziemlich entwickelte Kugelgeometrie 
existierte; es ist aber dies lediglich eine plausible Vermutung, zu deren 
Beweis uns die nötigen Belege fehlen. 

Mit III, 5 sind die sphärischen Haupttheoreme erledigt, und nun folgen 
mehrere wahrscheinlich aus der Ebene übertragene Sätze. 


Menelaos III, 6 (Figur 60) sagt: 

Wenn der Winkel am Scheitel eines sphärischen Dreiecks halbiert wird, 
ist das Sinusverhältnis der Basissegmente gleich dem der einschlie/senden 
Bogen. 

Gegeben: LTABD=[DBC. 

Zu beweisen: 

sindB _sinBC 
sn 4D“ sinDC 

Durch Anwendung von III, 2 auf die Dreiecke ABD und CBD er- 
hält man sofort diese Proportion, indem die Winkel an B gleich sind, die 
an D Supplementwinkel. 

Der umgekehrte Satz und der analoge für Halbierung des Aufsen- 
winkels werden auch bewiesen. 

Den analogen Satz der Ebene (Euklid, Elem. VI, 3) hat Menelaos 
wahrscheinlich schon im ersten Buche auf die Kugel zu übertragen ver- 
sucht. Erst hier ist es ihm gelungen, ein sphärisches Analogon, freilich in 
anderer Form, und zwar in der eines Sehnenverhältnisses statt eines Bogen- 
verhältnisses, zu gewinnen. 
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Menelaos III, 7 (Figur 61) sagt: 

Wenn wir vom Scheitel B eines sphärischen Dreiecks zwei Bogen ziehen 
(BD und BE), die mit den einschliefsenden Seiten (BA und BC) gleiche 
Winkel bilden, so wird bewiesen, dafs: 

sin EA-sn AD sin’AB 

sn DC-sinCE sin’BC’ 
und umgekehrt, dafs, wenn diese Proporlion besteht, die Winkel ABD und 
EBC gleich werden. 

Bei der Erfindung dieses Satzes hat offenbar die Satzgruppe I, 26—35 
eine Rolle gespielt. 


Menelaos III, 8 (Figur 62) sagt: 
Wenn in dem an B rechtwinkligen sphärischen Dreieck ABC durch B 


Figur 62, 


Figur Bl. 


zwei gröfste Kreisbogen gezogen werden, die mit BA gleiche Winkel bilden, 
so besteht die Proportion: 
inCE sinE4A, 
sinCD sinD4’ 
denn die beiden Verhältnisse sind gleich Se (III, 6). 
sin BD n 


Umgekehrt, wenn 
RUN RE, 
snCD sinDA 
und { EBA= ABD, wird bewiesen, das / ABC= 90°, und wenn 
i ABC = 90°, dafs | EBA= ABD; in beiden Fällen folgt der Beweis 
durch III, 6. 

Die Sätze III, 7—8 sind offenbar wie III, 6 aus der Ebene über- 
tragen; welchen Werken der Geometrie der Ebene Menelaos sie entnommen 
hat, können wir jedoch nicht konstatieren. 

III, 8, der Satz von der harmonischen Teilung (BA und BC halbieren 
ja L EBD und dessen Supplementwinkel), war wenigstens zur Zeit des 
Apollonios bekannt. Diesen Satz sowie die harmonische Teilung über- 
haupt scheint nämlich Apollonios genau erörtert zu haben, und zwar in 
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seinen romoı Ereimedor.'t) Die harmonische Teilung wurde auch in Apollo- 
nios’ Kegelschnittlehre benutzt, und die harmonische Teilung einer Kegel- 
schnittsehne durch Pol und Polar vielfach erörtert. 7°) Aber schon in 
Euklids Porismen wurde sicherlich die harmonische Proportion ausgiebig 
verwertet; denn von Pappos’ Lemmata bezieht sich eine ganze Reihe auf 
die harmonische Teilung.”®) Menelaos’ Übertragung einer der allgemeinsten 
projektivischen Eigenschaften der harmonischen Proportion auf die Kugel 
suppliert somit die übrige Überlieferung und fügt ein bis jetzt fehlendes 
Glied hinzu; denn Menelaos’ Beweis ist offenbar direkt aus der Ebene 
übertragen. 

Den Beweis für II, 7 referierten wir nicht, weil derselbe kaum aus 
der Ebene übertragen ist; denn den analogen Satz der Ebene finden wir 


„177 


im Pappos''') als Lemma zu T'heodosios’ Sphärik III, 6, und zwar mit 


einem ganz anderen Beweis. Es ist von Simson'”®) angenommen worden, 
dals dieser Satz in der verlorenen Schrift des Apollonios „von dem be- 
stimmten Schnitt“ (seegl diwgiouevng towfjg) stand. In der That finden sich 
ganz ähnliche Sätze unter Pappos’ Lemmata!’®) zu diesem Werk, und da der 
Satz (in der Ebene) doch jedenfalls älter als Menelaos ist, dürfte Simsons 
Schlufs richtig sein. Bemerkenswert ist, dals dieser Satz gerade zum Beweis 
desjenigen Lemmas im Pappos verwendet wird, aus welehem Zeuthen '®) 
folgert, wie Apollonios in der Schrift vom bestimmten Schnitt einen Doppel- 
punkt in einer durch. zwei Punktepaare gegebenen Involution bestimmt hat. 
Es ist ganz deutlich, dals die Vorgänger des Menelaos, die zuerst die 
zu trigonometrischen Berechnungen verwendbaren kugelgeometrischen Sätze 
erfunden haben, so wie Menelaos selbst einen ausgiebigen Gebrauch der 
meistens verlorenen Schriften, die Pappos unter dem Namen ronog ave- 
Avouevog zusammenfalst, gemacht haben. Auf der anderen Seite aber dient 


174) Vgl. Eutokios' Kommentar zu Apollonios, Apollonii Pergaei quae 
Graece exstant, ed. Heiberg Il, p. 180 ff. — Vgl. auch Chasles, Les trois livres 
des Porismes, p. 269 ff.; und Heiberg, Litt. Stud. p. T0—71. 

175) Vgl. Apollonios, ed. Heiberg I, p. 102 und 386—412; vgl. auch 
Zeuthen, ]. c. p. 59 und 82—84. 

176) Vgl. Pappos, ed. Hultsch, p. 896 — 912 und 1266 —1267; vgl. auch 
Chasles, Porismes, p. 79-81, 187—188, 210—211, 255-256, 261—262, 266--269, 
273—278 und 317—320, wo die harmonische Teilung in Chasles’ Restitution der 
‚Porismen vorkommt. 

177) Pappos, ed. Hultsch, p. 488—490. Dieses Lemma ist nicht ein Hülfs- 
satz zum Beweise des Theodosios, sondern zu einem neuen Beweis von Pappos 
zu Satz III, 6 des Theodosios; vgl. Pappos, p. 504. 

178) Simson, de sectione determinata, opera quaedam reliqua p. 16. 

179) Pappos, ed. Hultsch, p. 708-—714, 718—722, 726 und 730-734. 

180) Zeuthen, 1. c. p. 132. 
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Menelaos’ Sphärik dazu, uns zu bestätigen, dafs die Schlüsse, die nament- 
lich von Forschern wie Chasles und Zeuthen in Bezug auf die ver- 
lorenen Schriften gezogen worden sind, im grolsen und ganzen richtig, und die 
gegen dieselben erhobenen Einwände und Zweifel B 

unbefugt sind. 


Menelaos III, 9 (Figur 63) sagt: 

Die Halbierungsbogen der Winkel eines sphä- 
rischen Dreiecks gehen durch einen und denselben 
Punkt. 

Gegeben:  _BAD= DAC 


und Figur 68. 
LBCD = DCA. 


Wenn BDE gezogen wird, ist zu beweisen, das _AbBE= EBE. 
Beweis: 


sin BC sin BD sin BA 


snCE smDE snAE (TIL, 6); 


also 
sin AE _ sin BA 
sinCE sin BC’ 
d.h, LABE= EBC (II, 6, zweiter Teil) gq. e. d.'*) 

Der entsprechende Satz in der Ebene war Euklid bekannt, wie 
die Konstruktion Elem. IV, 4: „in ein gegebenes Dreieck einen Kreis einzu- 
beschreiben“ zeigt. 

Menelaos III, 10 sagt: 

Die Höhenbogen eines sphärischen Dreiecks gehen durch einen und den- 
selben Punkt. 

Der lange, durch III, 1, 6, 8 und 9 geführte Beweis bietet kein be- 
sonderes Interesse. 

Dafs der entsprechende Satz in der Ebene dem Archimedes bekannt 
war, zeigt uns sein „liber assumptorum“ 5—6."°”) 

Die folgenden Sätze der Sphärik, III, 11—14 sind sehr eigentümlich 
und erinnern gleich an das zweite Buch. Es kommen hier wieder Theoreme 
vor, die als Dreieckstheoreme formuliert sind, sich aber offenbar von astıo- 
nomischen ableiten. Teilweise kommen wieder die Sätze vor, die wir von 
der alten Sphärik durch Euklids gamvousva, Theodosios’ Sphärik bis zu 
Menelaos und Ptolemaios verfolgt haben; noch einmal werden Sätze 
über die Ungleichheit der den gleichen Ekliptikbogen entsprechenden Rektas- 


181) Das Corollar zu III, 9 in der Halleyausgabe ist unecht. 
182) Archimedis opera, ed. Heiberg II, p. 433 ff. 
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censions-, Obliquascensions- und Morgenweitendifferenzen bewiesen, und zwar 
ınerkwürdigerweise durch die vorhergehenden sphärisch - trigonometrischen 
Haupttheoreme, ohne dafs ein astronomischer Begriff eingeführt wird, und ohne 
dafs ein einziges Berechnungsbeispiel vorkommt. Wie schon hervorgehoben, 
verlieren diese Sätze jeden Wert, sobald die darin liegenden astronomischen 
Probleme einmal rechnerisch behandelt 
sind. Eine derartige Behandlungsweise 
schrieben wir oben dem Hipparch zu; 
deswegen interessieren uns diese Sätze 
an sich nunmehr herzlich wenig, um so 


N _ mehr aber gewisse Schlüsse in Bezug auf 
T 


| die Trigonometrie der Ebene, die wir 


daraus ziehen können. 

LI, 11 bezieht sich auf die Ver- 
gleichung von Ekliptikbogen mit den 
Horizontalbogen, in welchen dieselben 
aufgehen. Ist nämlich (Figur 64) BA 

EIER die Ekliptik, BT' der Äquator, so dafs 
AB>AT (d. h. der Beweis ist nur für Orte aufserhalb der Polarzonen 
gültig), und sind die Winkel an 7, C, M und H gleich und = 90° (AT, 
DC, KM und EH stellen also verschiedene Lagen des Horizontes dar), so 


ist: zu beweisen: 


Ze 


DA_ AT-DC 
KE“ KM-EH 
Der Beweis wird auf folgende Weise erledigt: Wenden wir Ill, 2 auf 
die Dreiecke ABT, DBC, KBM und EBH an, die zwei gleiche Winkel 
haben, so erhalten wir: 


sin BA: sinBD: sin BK: sin BE = sin AT: sin DC: sin KM: sin EH, 


und daraus, sagt Menelaos, folgt direkt, weil 900 > AB> AT, was be- 
wiesen werden soll, infolge des ersten Buches des..... (hier folgt ein un- 
sicherer Buchtitel). 

In Gerhards Übersetzung lautet diese Stelle so: „Si ergo fwerit illud 
ita, tune iam accidıumt ex eo, quod dieimus, omnia, quae nuper retulimus; et 
illud est, quia nos iam declaravimus istas res et omnes, quae sunt eis simi- 
les, in tractatu primo libri figurarum demonstrativarum.“ 

Nach Halleys Übersetzung®®) aus dem Hebräischen ist der Titel: „in 
prima parte libri lemmatum eyelicorum seu potius propositionum“, 


183) Menelai sphaerica, ed. Halley, p. 98, 100 und 101. 
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eine Übersetzung, die Steinschneider?#) jedoch mit „Buch der bogen- 
artigen Figuren“ ersetzen will. Diese Angaben sind sehr undeutlich und 
der ursprüngliche Titel ganz entstellt; Menelaos weist aber offenbar auf 
ein eigenes Werk von mehreren Büchern hin, dessen Inhalt sich zunächst 
auf die Verhältnisse zwischen Kreissehnen und den ihnen entsprechenden 
Bogen bezieht. Wir werden uns deswegen kaum irren, wenn wir die zunächst- 
liegende Erklärung geben, nämlich dafs es sich hier um das von Theon'®) 
erwähnte Werk des Menelaos: „6 Bücher über die Geraden im Kreise“ handelt. 

Nach Theons Bericht und dem Inhalt von Ptolemaios’ Syntawis I 
hat man geschlossen, dafs in diesem Werk eine Sehnentafel enthalten war. 
Dieser Schlufs ist sicherlich auch ganz zutreffend. Die Tafel allein und 
die Elemente zu deren Berechnung haben doch kaum 6 Bücher (bei Hip- 
parch sogar 12) ausgemacht; über einiges 
von dem, was sonst in dem Werke stand, 
glaube ich nun hierinMenelaosIIL,11 und 
den folgenden Sätzen Aufschlufs zu finden. 

Ich werde unten, nachdem ich kurz 
die Sätze III, 12—14 referiert habe, alle 
die in 11-—14 enthaltenen Voraussetzungen 
sammeln, die uns über die vorptolemaiischen 
plantrigonometrischen Werke Aufschluls 
geben dürften. 

III, 12 bezieht sich auf die Ver- 
gleichung der Längen mit den entsprechen- 
den Rektascensionen. In Figur 65 ist P 
Pol des Bogens BA. BA ist somit als der Äquator, BC als die Ekliptik 
aufzufassen. In der Voraussetzung, dafs BO< 90°, ist zu beweisen: 

AE OD 
AK” ZT 

1. Beweis: Durch Anwendung von III, 5 auf die Dreiecke ABC, 
EBD, HBZ und KBT erhält man: 
sin(BC+ BA) sm(BD+BE) sin(BZ+BH), sin(BT+BK) 
sin(BC-BA) sin(BD-BE) sn(BZ=-BH sin(BT-BK)’ 
und dann folgt der Beweis wegen des „in tractatu primo libri figurarım 
demonstrativarum“ Bewiesenen (vgl. oben). 


Fignr 65. 


184) Steinschneider, Zeitschr. f. Math. u. Physik 10, p. 482. 
185) Theons Kommentar, ed. Halma, p. 110; vgl. oben Seite 5. 
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2, Beweis: III, 2 und 3 geben: 
sin AB __ sin AC . sinPD smBC sin PD 2) 
sinBE snDE snPC” snBD smPC 
dL, 3) (III, 2) 
Da nun 9O0>PD>PC, so erhält man 
sin AB sin BC 
sn BE sin BD 


und analog: 
sin BE__ sin BD 
sm BK” sin BT 
und: 
En DE MAT, 
sin BH “sin BZ 
Daraus folgt eine andere Reihe von Ungleichheiten, und zwar diese: 
sin AE_ sinCD 
sin AH” sin CZ 
sin AH > sin 0Z 
sin AK sin CT 
sn AK sin CT (1) 
sin EK” sinDT 
sin EX _ sn DT 
sin HK” snZT 
und daraus folgert Menelaos gleich'®®) die Ungleichheit 
AE_ CD 
HK” ZT 
III, 13 bezieht sich auf die Vergleichung von Obliquaseensions- und 
Rektascensionsdifferenzen für Orte der Polarzonen und für alle Teile des Tier- 
kreises, Zum Beweis gehören nämlich 2 Figuren (66 und 67), in welchen 
BU als der Horizont, BA als der Äquator, BV als die Ekliptik (in Figur 66 
ist BV der Kvadrant Jungfrau-Krebs, in 67 Widder-Zwillinge), VV als der 
Wendekreis, P als der Nordpol aufzufassen ist, während OA, DE, ZH und NL 
verschiedene Lagen des Horizontes sind. In beiden Fällen ist zu beweisen: 
AE_TI 
EH” JK 


g. 0. d. 


sin AC sin BC 
sinDE sinBD’ 
für Dreieck AD E, vorausgesetzt, dals BC—= BA— 9", dieverwendbar ist zurBerech- 
nung der Deklination eines Ekliptikpunkts durch Länge und Neigung; vgl. Seite 132. 
186} Menelaos schlielst wahrscheinlich so: Multiplizieren wir die linken 
a us RE lat ‚ t . sin AE sin ÜD 
sowie die rechten Seiten der Ungleichheiten (1), so erhalten wir u HK MÜör 
CD 
zT 


185*) III, 2 giebt ja: d. h. Grundformel I (vgl. Seite 82) 


AE 
und daraus, wegen der gegebenen Voraussetzung, HK ee 
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III, 4 giebt: 
sin AT _ sin EI _ sin HR, 
sınBT sinBJ sin BE 
Wenn nun ZJ = JK, so wird AE> EH; denn dann ist BT -- BJ 
= BJ-- BK; daraus folgt 
aber, da AT > BT und EJ 
> BJ und HK>DBK, dals 
AT—-EJ>EJ- HE, 
d. h. 


(Figur 66) 
AE--TJ>EH-JK, 
(Figur 67) 
AE+TJ>EHTIK, 
d. h. in beiden Figuren: AE 

> EB 08:4, 

Analog erhalten wir, wenn 
AE= EH, dals dann 7J 
<JK, und in allen Fällen 


Sn A AE TJ Figur 66, 
haben wir also: HH IK 
TJ CD j AE CD 
2 — . . Der Sin 
Anm. Da wegen IIl,12 IKT DZ: % wird also auch EHZ DZ 


durch welche Ungleichheit die Obliquas- 
censionen und die entsprechenden 
Längen verglichen werden. 

III, 14 bezieht sich auf Ver- 
gleichung von Obliquascensionen für 
verschiedene Orte. Es werden näm- 
lich verglichen: 1) Die Obliquascen- 
sionen für zwei Orte der Polarzonen 
(Figur 68 links), 2) Die Obliquas- 
censionen für zwei Orte aufserhalb 
der Polarzonen (Figur 68 rechts). 
Der Satz ist wie gewöhnlich als 
Dreieckstheorem formuliert!”) (dies- 
mal in Bezug auf das Dreieck ABC), 
ist aber offenbar von einem astro- 
nomischen abgeleitet, da BA als der Äquator, BC als die Ekliptik auf- 


Figur 67. 


187) Es wird sogar speziell bewiesen, wie es sich verhält, wenn / B= 90%, 
ein Fall, der offenbar von der Astronomie nicht abgeleitet sein kann, 
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zufassen ist. CA, EH und ZT sind verschiedene Lagen des Horizontes für 
eine Polhöhe, CD, EK und ZL für eine andere. 
1. (Figur 68 links.) 
Gegeben ist: 
HO’>CA>CD>CHBH, LA=H=-T md LD=-K=L, 


Zu beweisen ist dann: 
AH DK 


AT7KL' 
Beweis: III,4 giebt, wenn UM, EN und ZS senkrecht auf BA stehen: 
sin AM sin N sin TS 


sin BM sm BN  smBS (1) 
und: 
sinDM snKN sinLS /9\ 
sinBM  snBN  sinBSs’ 2, 
und daraus folgt, da 900 >AM>DM> BM, dals: 
p BA BH_ BD = BK 
BA- BIT” BXK= BL’ 
AH DK 
d. h. Hr? #7. 4.6 d 


2. (Figur 68 rechts.) 

Gegeben ist: 90’ >CB>CD 
>04, 9%’ <LCAB= EHB 
—=ZTB, W<LUÜDB=EKB 
= ZLB. 


u 


MNS 


ADHKTL B LTSKH DA 3 


Zu beweisen ist: a = >= . 
Beweis: III, 4 giebt wieder 
die obigen Gleichungen (1) und 
(2); da aber diesmal 90° > BM 
Figur 68. > BA > BD, so wird 
ee Pe ER 
BH-: BT 7 2X BL’ HT KL 
Es ist deutlich, dafs alle die Beweise der Sätze III, 11—14 auf Vor- 
aussetzungen aus der Trigonometrie der Ebene beruhen. Diese Voraussetzungen 
sind, insoweit ich sie nach den mir bis jetzt vorliegenden Menelaostexten 
feststellen kann, folgende: 
Wenn wir auf einem Kreise zwei Reihen von Bogengrölsen haben, wie 


Wu > >a, 


und 
ww >>> >2, 
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und zwar so, dals immer 


„>b, BD>b, WD>b, y>b, 
so lassen sich aus folgenden Sinusverhältnissen folgende Ungleichheiten von 
Bogengrölsen beweisen: 
1. Wenn 
sin @, : sin 4, : sin a, : sin a, = sin b, : sin b, : sin b, : sin b,, 
so wird 
u Berl. re 
ae 7 
(vgl. II, 11 und 13). 
Anm. Eigentlich schliefst Menelaos nicht direkt so, sondern auf 
folgende Weise: 


Wenn unter den gegebenen ie a dl lg, 80 
folgt Ns -b, <b, — b,, wenn aber b, —- b, = b; —b,, so folgt a, = % 
> 4, --4,, und dann er mie‘ 
a, —"Üg rn mb, 
>; warn = 2. 3 


a: 


auch in den übrigen Fällen ist die Schlufsreihe dieselbe. 


2. Wenn 
sin (a, +5) __ sin(a, + b,) _ sin (a, ir b,) __ sin(a, +b,) 
sın (d, —b) sin(a, - b,) sin ( (a, —b) sin(a, —b,)’ 


so wird 
U dp 0.7, 


= 


re rn ne 7 


(vgl. IIT, 12?), 


3. Wenn 
sin (4, = 4) sin (b, — b,) 
sin (a, — a) “sind, — db)’ 
so wird 
ec ee} 
a "bb, 


(vgl. III, 12°). 


Haben wir ferner auf demselben Kreise drei Reihen von Bogengrölsen, wie: 
4 > Gig >; 
, >bu>b 


und 
0 >a>a>g, 
und wenn: 
sin (a, — c,): sin (a — @): sin (a, —- 6) 
— sin (b, — 0): sin (bl, — e,): sin (b, — 6) = sin  :sing:sin G, 
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so wird, wenn: 
a4>b,>2«, 
a >b, > 2% 


und 
A; > b; > 263 ’ 
auch 
a > b, = b, 
0:70, 0 ri, 


Wenn dagegen: 
b, << <g, 
b<a<t 
und 
b, <<, 
so wird 
a Fl; 
a, db, 


(vgl. III, 14°). 


2 


Halley, der bei seiner Ausgabe diese Voraussetzungen offenbar genau 
geprüft hat, giebt als Lemmata, die zum Verständnis dieses Teils der Sphärik 
nützlich sind, folgende an: 

1. Wenn «> b, so wird => 


sin a 
sin 

Dieser Satz wird in Menelaos III, 15 (vgl. unten Seite 119 und 121) 
mehrmals vorausgesetzt; auch findet er sich m Ptolemaios’ Syntazis I, eap. 10 
(ed. Halma I, p. 34—35; ed. Heiberg I, p. 43—44)1°°); der Satz wird 
hier zu der annähernden Berechnung von erd. 1° verwendet. Diese An- 
wendung bildet den Abschlufs von Ptolemaios’ Einleitung zur Sehnen- 
tafel; in seinen gleich folgenden Worten: „N utv obv mooyuareia röv dv 
6 winio eidehv obrog &v oluaı däore werayeıgıodeln“ finde ich eine An- 
deutung davon, dafs dieser und ähnliche Sätze auch vor Ptolemaios zur 
Berechnung von Sehnentafeln gebraucht wurden, und dafs die älteren Me- 
thoden umständlicher als seine waren. 


2. Die einfache Erweiterung von 1, nämlich: wenn a>b>c---, 
h C 


m. .r 


so wird —— > —— 
sin & sin b sin € 


die Halley auch anführt, finde ich nicht unter den Voraussetzungen im 
Menelaos. 


188) Der Satz wird schon von Aristarch von Samos {c. 270 v. Chr.) ver- 
wendet; vgl. wegi usyedar Hal drosrnudto» Nov nal cehrvng, ed. Wallis, 1699. 
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3. Halley giebt ferner an: 
sin & En sin € 
sinb sind 


Wenn 


und sina>sinb>sine>sind, so wird 
a—b a e sina__ sin (a b) 
ea v a miese 

Auch diese Ungleichheiten finden wir nicht im Menelaos direkt an- 
gewandt. | 

Es ist möglich, dals alle die von Menelaos aus der Trigonometrie der 
Ebene vorausgesetzten Sätze sich auf solche einzelnen zurückführen lassen. 
Ein Versuch, eine solehe Zurückführung durchzuführen, hat aber zunächst 
geringeren Wert, und lälst sich erst zu Ende bringen, wenn die Menelaos- 
texte (der lateinische und die arabischen) miteinander verglichen sind, so 
dafs es möglichst sicher festgestellt ist, in welcher Form die Voraussetzungen 
im Menelaos gegeben sind. Bis dahin müssen wir uns mit den obigen 
Angaben begnügen. 


Eine Frage erhebt sich jedoch hier: Finden wir nicht in der Litteratur 
vor Menelaos ähnliche Sätze, wo Bogenlängen und Geraden mit einander 
verglichen werden? 

Aulfser dem schon erwähnten Satz des Theodosios (III, 11)'®°), der, 
wie wir unten sehen werden, dem Apollonios beigelegt wird’), treffen 
wir von Sätzen dieser Art nur diejenigen, auf denen die Methoden von 
Aristarch und Archimedes"”!) beruhen. Es sind dies aber aufser dem 
auf der vorhergehenden Seite referierten nur zwei sehr alte Sätze, die in der 
griechischen Geometrie eine überaus reiche Anwendung gefunden baben, und 
deren einer auch in Theodosios III, 11 gebraucht wurde. 

Dieser Satz sagt: Wenn die zwei an B und B, rechtwinkligen Dreiecke 
ABC und A,B,C, die Katheten AB und A,B, gleich, die Katheten BC 
B,C, dagegen ungleich haben, und zwar B,C, > BC, so wird 


B, 6, 
Bo>ie 


Dieser Satz, der dem ae 


tg y and 
eg - (für 90 >y>.) 


gleichkommt, wird von Hultsch als sehr alt betrachtet. Er hat ihn näm- 
189) Vgl. oben Seite 79. 190) Vgl. unten Seite 117. 


191) Archimedes, #öxAov u£rencıs, ed. Heiberg, p. 258—270, 
Abh, z. Gesch. d. math. Wissensch, XIV. 8 
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lich unter den „Lemmeta gur Sphärik“?) gefunden und setzt ihn deswegen 
vor Autolykos. Obwohl ich nieht mit Hultsch diese Lemmata als vor- 
euklidische betrachten kann, gebe ich doch zu, dafs der hier erwähnte Satz 


139) als bekannt vorausgesetzt, wie 


alt ist; denn er wird von Archimedes 
schon Hultsch bemerkt hat. Man hat aber, glaube ich, übersehen, dals 
der Satz in Euklids Optik‘) bewiesen (nicht vorausgesetzt) wird. Der 
andere Satz ist der Seite 112 referierte: 

4 sin y /.. 

Y > (für 90 >y>a), 
den wir schon bei Aristarch treffen, jedoch ohne Beweis. In der Syntaxis 
findet sich aber dieser Beweis (vgl. Seite 82 und 112). 


Die hier referierten Sätze, die in der ältesten Zeit die Trigonometrie 
ersetzten, lieferten vielleicht brauchbare Hülfsmittel bei den ersten Ver- 
suchen, sich eine trigonometrische Methode zu verschaffen, sind aber zu alt, 
dafs man zur Zeit ihrer Erfindung Werke wie das, welchem Menelaos 
die obigen Voraussetzungen entnommen hat, gehabt haben kann. Ich glaube 
deswegen, dafs wir in Menelaos’ Sphärik die frühesten Spuren eines plan- 
trigonometrischen Werkes treffen, und dafs dieses Werk, wie oben gesagt, 
das von Theon erwähnte ist. 


Menelaos ILL, 15, der letzte Satz in der Sphärik ist in vier Teile 
geteilt. In Nasr-Mansurs Redaktion sind diese als III, 22—25 numeriert. 
Wir folgen Gerhard, dessen Übersetzung mit der Halleyausgabe überein- 
stimmt, und bezeichnen die Teile als III, 151%, 

III, 15! sagt: Gegeben zwei gröfste Kreisguadranten BA und BC. 
Vom Pol P des Kreises BA sind zwei gröfste Kreisbogen gezogen, die von 


192) Vgl. Note 96. Dals dieses Werk mit demjenigen, welchem Menelaos 
seine plantrigonometrischen Voraussetzungen entnommen hat, identisch ist, möchte 
ich bezweifeln. Die Fragmente aus den Anjuuere eig & opaıgınd, die Hultsch 
gefunden hat, beziehen sich nämlich, wie Heiberg nachgewiesen hat (vgl. Hei- 
berg, Jahresberichte, Philologus 43, p. 496— 1497), alle auf Theodosios' Sphärtk, 
Mit den „speargınd“* meinen die griechischen Autoren auch die des Theodosios 
oder die alten voreuklidischen, kaum aber die des Menelaos. Endlich, wenn diese 
Anunere, wie Hultsch vermutet, vor Autolykos existierten, ist es ausgeschlossen, 
dals sie eine schon entwickelte Trigonometrie der Ebene enthielten; wenn sie auf 
der anderen Seite neueren Datums sind, was ich wegen des hier erwähnten Lemmas 
zu Theodosios III, 11, welcher Satz kaum älter als Apollonios ist, vermute 
(vgl. unten Seite 117), so muls man sie zunächst als eine zur Zeit eines Pappos 
zu Schulzwecken verfalste Sammlung betrachten; in keinem Falle haben diese Arju- 
gore« dann irgend etwas mit den Voraussetzungen des Menelaos zu thun. 

193) Archimedes, ed. Heiberg II, p. 260 (d. h. vweuwiens I, 21). 

194) Euclidis opera, ed. Heiberg VII, p. 14 (d. h. Optik Satz 8). 
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BA und BC bezw. in A,, A, und C,, C, geschnitten werden. Den Kugel- 
durchmesser nennen wir 2r, die Durchmesser der mit BA parallelen Kreise 
durch C, C, und CO, nennen wir bezw. 20, 2r, und 2r,. Dann ist zu be- 
weisen, dals (Figur 69) 


sin A, A; rg j 
mOG N, (1) 


Beweis: 
Da LPCB=PA,B= 90° und LC0C,P= BC,A,, so wird, wenn 
II,2 auf APCC, und A BA,C, angewandt wird: 
sin PC sin BA 
sin PC, sm BG, (2) 
III, ı (ABC,A, durch PC,A, geschnitten) giebt aber: 
sin A, A, __ sin PA, sinBA, 


ru un = = . = 3 
sin C, C, sinPC, sinB(G, ( ) 
sin PA, sinPC 7-g 186) 
—_ mr0 ma ni 

also auch 

sin A, A, re 

ra RE q. e. d. 

sın 4 8 r, ’ Yg 


Bei diesem Beweise ist zuerst die Hauptgleichung (1) beachtenswert, 
weil sie für die Berechnung gewisser astronomischen Tafeln sehr geeignet ist. 


Fassen wir z. B. BC als die Ekliptik, BA als den Äquator auf, so 
wird man mit (1) die den Längen BC,, C,C, u. s. w. entsprechenden 
Rektascensionen BA,, A,A, u. 5. w. leicht berechnen können. Die Rekt- 
ascensionstafel in Ptolemaios’ Syntaxis'”), wo die jedem Ekliptikbogen 
von 10° zugeordnete Rektascension durch Menelaos’ Satz auf ziemlich 
schwerfällige Weise berechnet wird, lälst sich mit Hülfe von III, 15! so 


berleiten: 
; j R 4 1 
(1) giebt: sin AA, =r.e-sin 0,0..." 
1 FR} 
r-g-sin Ö,C, ist aber konstant, da C,C, immer gleich 10° bleibt, 
r, und r, sind die Sinusse zu den Zenithdistanzen PC, und PC,, d.h. die 


195) Wie ich immer Sinus statt Sehne des doppelten Bogens geschrieben 
habe, so werde ich auch Halbmesser statt Durchmesser schreiben, obwohl Mene- 
laos immer in diesen und den folgenden Beweisen Durchmesser sagt. Da er 
fast immer mit Verhältnissen operiert, so macht es in der That keinen Unter- 
schied, und ich ziehe der Übersichtlichkeit wegen die dem modernen Leser zu- 
nächstliegende Schreibweise vor. 

196) Die Rektascensionstafel steht: in der Syntaxis IL, cap. 8, ed. Heiberg I, 
p. 134—135; ed. Halma I, p. 103. Die Berechnungsbeispiele zu derselben sind 
schon in L, cap. 16 (Halma I, cap. 18) erledigt, ed. Heiberg I], p. 82—85; ed. 
Halma |], p. 60-63. 

8* 
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Cosinusse zu den Deklinationen A,C, und A,C,, die man in der Deklinations- 
tafel findet, und zwar braucht man für jede öchnehe nur einmal nachzuschlagen. 
Wir werden kaum zu viel wagen mit der Behauptung, dafs wir in (1) eine 
wenigstens von Menelaos angewandte Berechnungsformel!??) vor uns haben. 
Die Formel kann aber von einer älteren Zeit herstammen, obwohl wir an- 
nehmen müssen, dafs der im Be- 
weise angewandte Satz III, 2 von 
Menelaos erfunden ist; denn die 
Anwendung von III, 2 läfst sich 
durch zweimalige Anwendung von 
III, 1 ersetzen, und zwar indem 
(Figur 69) A ABC durch PC, A, 
und ABA,C, durch PCA ge- 
schnitten werden, woraus die Re- 
lation (2) folgt. 

Eigentümlich ist es, dafs 
Menelaos in III, 15 die Parallel- 
kreisdurchmesser als trigonome- 


trische Funktion verwendet. Auch 
BIRDREE: in TheodosiosIIl,11—12 werden, 
wie wir gesehen haben!®®), die Durchmesser zur Vergleichung von Bogen- 
längen und Geraden eingeführt. Bemerkenswert ist deshalb folgender Passus, 
den Menelaos!”®) gleich nach dem Beweis der Formel (1) folgen läfst. 
„Et iam declaratur ex eo quod. dieimus in figuris primis”®) ex figuris 
tractatus tertü libri T’heodosii in speris per modum alium. Ipse enim de- 
claravit ibi, quod proportio arcus gh (bei uns A,As) ad arcum de (C,C,) 
est minor proportione diametri spere (2r) ad nn bla (20), qui con- 


a == en 4, A ; 
tingit eirculum be super punctum €“, d.h. - c, gig <: + In Theodosios 
uf 


III, 11 wird allerdings nur der Spezialfall 2a en . 4 bewiesen. Dieser 


Unterschied will jedoch wenig besagen, Pe de weist jedenfalls 
auf Theodosios IIL, 11 hin. 


197) ) Vielleicht hat Menelaos eine Formel wie diese (1) in seiner mehrmals 
eraen Abhandlung über die Auf- und Untergänge der Tierkreiszeichen benutzt. 

198) Vgl. oben Seite 79—80. 

199) Ich gebe die Stelle nach Gerhards Übersetzung. Der Passus stand 
auch in der hebräischen Übersetzung des Jacob ben Machir; vgl. die Halley- 
ausgabe, p. 108—109. | 

200) Die Worte „in figuris primis“ beruhen wahrscheinlich auf einem Mils- 
verständnis von Gerhard. Bei Halley steht „Propositio prineipalis“, was offen- 
bar das Richtige ist. 
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Menelaos fährt fort: „et hee est res, qua usus est Apollonius in 
libro, qui dieitur liber aggregativus”), et nos iam usi sumus hoc hie, 
et indiguimus eo necessitate maioris invamenti; et nos ostendimus illud in eo, 
yuod erit post, cum demonstratione communi“. 

Die Hinweisung auf Theodosios findet sich auch im Cod. Leid. 930 
(Nasr-Mansurs Redaktion), die Anspielung auf Apollonios, der Theo- 
dosios II, 11 in einem „liber aggregativus“ (?) soll verwendet haben (wozu?), 
dagegen nicht. Bis mehrere arabische Handschriften untersucht worden 
sind, müssen wir deswegen die Echtheit dieses Passus sowie die Erklärung 
des Buchtitels „lber aggregativus“ dahingestellt sein lassen.?0?) 

Es wird, sich wohl zuletzt ergeben, dafs die ersten Elemente der Tri- 
gonometrie, wie Tannery?"®) vermutet, sich auf Apollonios als Erfinder 
zurückführen lassen. 

Was wir aber kaum bezweifeln können, sist, dals der Schlufs von 
Menelaos’ Sphärik III, 15'*, der in der That einen von den vorher- 
gehenden Sätzen deutlich abweichenden Charakter hat, eine Neubehandlung 
und Vervollkommnung von älteren primitiveren Methoden enthält. Ver- 
gleichen wir Theodosios IH, 11—12 und Menelaos II, 15'-#, so scheint 
aus dieser Vergleichung hervorzugehen, dafs der Kugel- und die Parallel- 
kreisdurchmesser die ältesten Mittel zum Vergleich von Bogenlängen mit Ge- 
raden lieferten, d. h. dafs sie gewisserma/sen als die ältesten Irigonometrischen 
Funktionen zu betrachten sind. | 

Wenn das richtig ist, so entstand die Trigonometrie aus den Betrach- 


201) Bei Halley, p. 108, heilst dieser Titel (aus dem Hebräischen) übersetzt: 
„Liber (forte) de prineipis universalibus“. Steinschneider, Zeitschr. f. Math. 
u. Physik 10, p. 482, meint, dals das betreffende hebräische Wort eine allgemeine 
Bedeutung hat, wie „umfassende“ oder dergleichen. 

202) Ich vermute, dafs die Stelle wirklich in Menelaos’ Sphärik stand. 
Wenn sie aber auch eine arabische Interpolation ist, so hat der betreffende Araber 
wohl authentische Berichte vor sich gehabt. — Der Titel „Liber aggregativus“ 
liefse sich wohl als eine Übersetzung von „7 xa#04ov mgayuereie“ erklären; vgl. 
Marinos' Kommentar zu Euklids Data, ed. Menge, p. 234; und Apollonios, 
ed. Heiberg II, p. 133. — Wir erinnern auch an das von Eutokios dem 
Apollonios zugeschriebene Werk mit dem rätselhaften Titel „@xvröxıov“, wo 
eine Berechnung von x erledigt werden soll; vgl. Archimedes, od. Heiberg III, 
p. 300; und Apollonios, ed. Heiberg IH, p. 124 ff. Die Fragmente dieser 
Werke, die man (Tannery und Heiberg) im Pappos zu finden geglaubt hat, 
lassen sich jedoch kaum mit der Stelle im Menelaos in Übereinstimmung bringen. 
— Die Hinweisungen auf ein astronomisches Werk des Apollonios, vgl. Ptole- 
maios, Syntaxis ed. Halma II, p. 312 ff., dessen Titel nicht angeführt wird, ver- 
breiten auch über die Erklärung der Menelaosstelle kein Licht, 

203) Vgl. Tannery, Fastr. anc. p. 68. 
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tungen, wozu die sphürisch- astronomischen Figuren Anlafs gaben”), und 
später, da man die Berechnung von den Durchmessern an einen Kreis in 
der Ebene anknüpfte, gingen die Durchmesser natwrgemä/s in Kreissehnen über. 
Noch eins können wir in Bezug auf den Beweis III, 15! bemerken: 
: ; ur 
In der obigen Gleichung (2): n FE — ne’ liegt implieite eine 
Dreiecksformel, die von den Arabern oft zu Berechnung verwendet wurde, 
nämlich für das Dreieck BA,C, mit den Seiten b,, Ay, c, die Formel: 
csoBb sing 
cos b, sin a, 
Nach v. Braunmühls?®) Angabe ist Ibn-Junos (f 1008) der erste, 
der diese Formel gebrauchte, 


Menelaos Ill, 15° (Figur 69): 
Ziehen wir den gröfsten Kreisbogen PC, A,, so dafs 
sin? PC, = sin PA, - sin PC (1) 

oder, was auf dasselbe herauskommt, dafs 
yw=r.9, 
so kann man beweisen, dafs » BC, — BA, ein Maximum oder, wie Mene- 
laos sagt, dafs diese Differenz eine gegebene Gröfse ist, und zwar gröfser 
«als die Differenz irgend zweier anderen ähnlich liegenden Bogen, d.h. 


BC, — BA, > BG, -- BA, 


und 
BC, -- BA, > BC, - BA.. 

Beweis: 
sin PA, sin AA ,; i 
3 um z _ ‘) 205 2) ' 
sin PC, sin CC, (II, 2) a 
sin PC, sin BC, , 
en Fe ee ) 
mPO una, 2) (8) 

Wegen (1) werden (2) und (3) gleich, d. h. 
Se Ad muB 4 
sn06, imB4,' (4) 


204) Vgl. oben Seite 80. 

205) Vgl. v. Braunmühl, Gesch. d. Trig. I, p. 62. 

205°) Die Gleichung (2) kommt der Grundformel III (vgl. Seite 82) gleich, 
und zwar für Dreieck BA,C,, und ist leichter zu benutzen als Menelaos’ Satz 
bei der Bestimmung des Horizontbogens (zwischen dem Äquator und dem Wende- 
kreis) durch die Neigung der Ekliptik und die Dauer des längsten Tages (Syntawis 
II, cap. 2, ed. Heiberg I, p. 89 ff.). 
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folglich wird, da v BA= BC = 90°, auch 


Ferner bekommen wir durch (1): 


r sin? PA, sin? AA, 

e sn’PG, sm!dG, ’ 
r + y® u ., E 
d.h. u ar, weil sin?OO, + sin? AA, = 12.20) 


r—o sin? AA, — sin? CC,’ 

Indem nun r und g „gegeben“ sind, ist auch sin’ AA, — sin?CG, 
„gegeben“. Daraus schlielsen wir, dals sin AA, und sinÜC,, ferner AA, 
und CC, „gegeben“ sind; d.h, die Bogendifferenz AA, --- CC, = BC, -- BA, 
ist eine durch r und o gegebene Gröfse q. e. d. 

Nun geben aber IT, 15! und die gegebene Gleichung (1): 

sind, 4,  .sinPA-snPC sin? PC, _ sin PC, 
sinG,C,;, sinPG :sinPC, sinP(C,:sinPC, sinPG’ 
und da PC, > FPC,, so wird A,4, > C,C,; analog wird bewiesen, dafs 
A,A, < 0,C,, und es folgt also: 
BQ-BA>BO -- BA, 
und 
BC, BA,> BU, -- BA,, 
d.h. vBC,-- BA, ist ein Maximum, da PC, A, und PC, 4, ganz will- 
kürlich gezogen sind q. e. d. 

Auch dieses Theorem kann als ein astronomisches aufgefaßst werden 
und giebt dann an, zu welcher Zeit die Differenz zwischen Sonnenlämge und 
Sonnenrektascension am grölsten ist. Man fällt aber kaum auf diese Grenz- 
bestimmung, ohne zuvor die Rektascensionen berechnet zu haben. Hat man 
aber einmal eine Tafel wie die Rektascensionstafel in der Syntazxis berechnet, 
so liegt die Erfindung dieses Satzes ganz nahe. 

Bemerkenswert bei diesem Beweise ist ferner, dafs wir hier eine tri- 
gonometrische Bestimmung finden, deren Berechnung nicht durchgeführt wird, 
indem nur die Möglichkeit einer solchen angegeben wird durch die Be- 
merkung, dafs die betreffende Gröfse „gegeben“ ist. 

Es erinnert uns dies an die trigonometrische Bestimmungsweise in Ptole- 
maios’ Analemma.®) Da die Angaben hier im Menelaos deutlicher sind, 


206) Die Gleichung erd. 2x = _ erd. (180° 2) 
erd.2y_ crd.(180°--2) 
geometrisch zu zeigen ist, nur die Möglichkeiten z=y oder 2= WW" -- y zu; 
x = y (d.h. 44, = (6) ist aber in diesem Falle unmöglich. Im Folgenden 
(vgl. Note 212) findet sich als Vor aussetzung aus der Trigonometrie der Ebene eine 
Verallgemeinerung dieses Satzes, 
207) Es ist dies die Grundformel 2 (siehe Seite 82): sin 3x + sin 9’ —- )=1. 
208) Vgl. oben Seite 83. 


(4) läfst nämlich, wie leicht 
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bestätigen sie indessen die Richtigkeit von Zeuthens Auffassung der Ana- 
lemmakonstruktionen. 

Eine weitere Bestätigung davon, dafs das Wort dedowevov (datum), 
dessen Bedeutung ursprünglich zunächst „Aonstrwierbar“ war, später die Be- 
deutung „numerisch berechenbar“, ja sogar wie hier „annäherungsweise be- 
rechenbar“ erhielt, finden wir in Marinos’ Kommentar zu Euklids Data 
(ed. Menge p. 234). Bei einer Erörterung der verschiedenen Bedeutungen 
des Wortes dedoutvov sagt Marinos nämlich: „... od dE yvagınov, &g 
Aıwöwgog' oÜrw yao Tüg xrivag zei Tas yavlag dedbodnı Akysı ul 
nüv 10 eig yvöclv rıva &Idov, Kal Ee un Omrov ein. Evior ÖdE HnTov würd 
elvaı ERIErER nomeo Öonel ö Ilrokeuniog, dsdoutva Exeiva 0 
ge &v To wergov dori yvogınov Hroı moög Axplßsıav N ro 
Suvsyyug“ 

Die Zeit des bier erwähnten Diodoros kennen wir nicht; wir wissen 
nur, dafs er wie Ptolemaios ein Analemma verfalste.?®) Die Bedeutung 
des Wortes dedousvov, an die Marinos hier erinnert, scheint also durchaus 
mit den Analemmakonstruktionen in Verbindung zu stehen 


Menelaos III, 15°-* bildet den Schlufs des dritten Buches. Es wird 
hier das genauer erörtert, was Theodosios nur teilweise bewiesen hat, 


nämlich dafs das Verhältnis az (Figur 69— 70) zwischen zwei be- 


stimmten Grenzen liegt, in 


1) für 4,4, > 0,0, n. rn <- A ia < er 
er y 4A, A 
2, fr AA, a Ö, de > . 
3) für BC, = MP, d.h. CO, füllt in C, 
4) für BC, — 90° — 90° - BO, d.h. | <A ve r 7 2 (A) 
C in der Mitte von C,C,, [” 
5) frBQ +90 Z0°-BQ,ähl „ 4 ; 
zwischen C, und C,, nur nicht in der ,. < T, , r 
Mitte , 
Von Interesse ist lediglich der Beweis, dals — 2 m „, wenn 


v4,4,<0C,6. 


Beweis; Man zieht (Figur 70) die grölsten Kreisbogen PC,A, und 
PC,A,, so dafs C, zwischen C, und C, fällt, und so*!0), dafs 


209) Vgl. Pappos, ed. Hultsch III, Praefatio, p. IX—XI. 
210) Menelaos drückt sich an dieser Stelle undeutlich aus, was dem Abu- 
Nasr-Mansur zu einer berechtigten Kritik Anlals giebt, 
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geyenynern'r, (1) 
d.h. sinPA-sinPC = sin? PC, = sin PC, - sin PC, = sin PC; - sin PC,. 
Dann wird v4A,A, = (0,0, und v 4,4, = (0,0, [direkte Folge von 

(1) und III, 151, wonach 
sin A, A, r+9@ 


sin A,A, r-o 
mn und 5 ı=- - |. 
sin CC, .n sin 0, 0, 115 


„Nun wird“, sagt Menelaos?"!): „infolge des einschlägigen Beweises in 
geraden Linien“ entweder 0,0, p 
— 4,4, oder »(,C, = 4,4,; da 
aber v0,C, > A,4,, so mus 
„GC, = 4,4, sein, und daraus 
folgt, dals 

Y BE r 
vO0, = 4,4, 


und 


v9 = 44,: 


Sehliefslich bekommen wir; | 


TE Tr aaa 077 ee 


[vgl. (A)D), d.h. a 5 er Be u 
az ie 2 gq. ®. d. Figur 70. 
N u: 


Wie der in diesem Beweis angewandte plantrigonometrische Satz formu- 
liert war, ist nicht unmittelbar einleuchtend. Dafs jedoch die Schlufsreihe 
richtig ist, ergiebt sich aus folgender Betrachtung. Wir haben: 


sinGO, 1,1, 
sin4hA T+E 
(III, 15°); 
sın 4, 4, dee, Y- o | 
inQOG #15 
Tr r- : sin G, C sin A, A, Ir; aa 
da aber 2 — —® go wird tt —_ 18, oder wie Mene- 
as sin 4, 4, sin CO, C, 
erd.20,0, __ rd. 24,4, 


laos sagt: (= u); aufserdem wissen wir, dals 


cd.34,4, — ad. 230,0, 


211) Bei Gerhard lautet diese Stelle so: „Et propterea quod hec forma est 
sicut ipsa est, declaratur in lineis rectis, quod arcus le (C,C,) est equalis uno 
duorum arcuum gm, nh (A, 4,, A,A,)} Verum ipse est maior arceu nh (A,A,) 
ergo argus el (C,C,) est equalis arcus gm (A, A,) ... -* 
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20,0, 4 20,0, = 24,4, + 24,4, (= %°), und es läfst sich nun gra- 
phisch ?1?) nachweisen, dafs entweder 
nt _ , 
w O0, C, — 4; A, 
oder 
2 GER a 
= Cs Q, == A, Az; 
“GC, ist aber grölser als A,A,; denn: 
sin 4,4, u) ( 
Fu 7 en; 
ai » ar v ’ 
sin 6, C, 1, i ) 
hier ist aber ro = +, r,<r;:r, [vgl. (1)], denn », <r,, also v (,C, 
> 4,4,°°), womit die Schlulsreihe in Menelaos’ Beweis hergestellt ist. 
u} 8 


212) Dals der Beweis graphisch war, sagt Menelaos selbst (siehe Note 211: 

„in Iineis rectis“). Ein solcher Beweis kann auf vielfache Art geführt werden. 
R Es handelt sich ja darum, auf 
der Basis (MN) eines gegebenen 
Abschnittes (von k°) zwei in 
demselben eingeschriebene Drei- 
ecke zu zeichnen, so dals deren 
Schenkel proportional sind (Fi- 
gur 71) im Verhältnisse u. Der 
Ort der Dreiecksscheitel wird zwei 
gleiche Kreise (PR und P’R\) 
[vgl. Apollonios, ed. Heiberg 
I, p. 181 fl., und oben Seite 104 
und Note 174]; die Scheitel müssen 
also in O oder O0’ liegen, d.h. 
die Dreiecke werden kongruent 


R’ 


VE: d. Dieser Beweis gleicht 
A ER , ein 
/ dem unsrigen, nämlich dals —— 
we; Dr 
sin (ce —y) „. x 
„MEN rc” 


sin (e -\- &)’ 


| >y' 
nurvon z=yoder 2a + y=c 
erfüllt wird. Für e= 180° wurde der Satz schon oben vorausgesetzt; vgl. Note 206. 
— Dals ähnliche Sätze wie der hier referierte in der vorptolemaiischen Trigono- 
metrie öfters vorkommen, zeigt der Umstand, dals in Menel. III, 7 der Satz: „Wenn 


erd. 3(k --- x crd. 2(k -:- 9) ; : k en 
a az Y: ‚so wird 2= y“, ohne irgend eine Erörterung als 


Figur 71. 


erd. 2%  erd.2y 
bekannt: vorausgesetzt wird. 

213) Dals Menelaos ohne irgend eine Erklärung voraussetzt, dals u (,C, 
> 4,4,, kommt wohl daher, dafs diese Thatsache aus den Rektascensions- 
tafeln allgemein bekannt war. In II, 15°? hat er ja schon den Punkt der 
Ekliptik (C,: Figur 69—70) bestimmt, von wo aus die Längendifferenzen gegen 
die Wenden hin anfangen kleiner als die zugeordneten Rektascensionsdifferenzen 
zu werden. 
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Wir haben die Sätze III, 15!”* so genau erörtert, nicht nur, weil wir 
in deren Beweisen Voraussetzungen aus der Trigonometrie der Ebene und, wenn 
wir uns nicht irren, Überreste der ältesten sphärischen Trigonometrie ge- 
funden haben, sondern auch, weil Maurolycus die Beweise des Menelaos 
weiter entwickelt und zur Berechnung. angewandt hat. 

Wie Menelaos setzt Maurolycus?#): 

sin 90°. sin PC = sin’PC, = sin PC, - sin PC, [Menel. II, 15%%], 
folgert daraus v BC, + BA, = 90° [Menel. III, 15°], ferner dafs » BC, 
-- BA, ein Maximum ist [Menel, III, 15°], endlich dafs 

v00= A4, 
6,0, = 4,4 
vBC 1. A A, 
„BA, =(0, 
und nun giebt er mit Hülfe von Menelaos III, 2 Berechnungsbeispiele für 
alle Fälle des rechtwinkligen sphärischen Dreiecks, das je nach Bedarf mit 
einem der Dreiecke BA,C,, BA,C, oder BA,C, identifiziert wird.”') 

Ist z. B. BC, und BA, gegeben, so findet Maurolycus C,A, durch 
Anwendung von III, 2 auf die Drei- 
ecke PCC, und PAA,, was ergiebt: 


| [Menel. III, 15%], 


sin PC, sin CC 
sin PA, sin A, 4’ 
cos (, A cos BC, 
d.h. — = —— (Grund- 
sin 90 cos BA, 


formel III), wo BC, und BA, ge- 
geben sind. 
Ganz neu ist wahrscheinlich 
der Beweis des Maurolyeus, dafs 
AN Fe 
sin BC, A, = sin PC,, 


sin BC,A, = sin PC, 


u 


und rs mn Figur 72, 
sin BC,A, = sin P(,. 
Der Beweis kann durch Menelaos III, 2 geführt werden, denn ziehen 


wir (Figur 72) mit ©, als Pol den gröfsten Kreis DE, so bekommen wir: 


214) Vgl. Bulletino Boncompagni 9 (1876), p. 71. 

215) Vgl. v. Braunmühl, Gesch. d. Trig. I, p. 152—1583. Dals v. Braun- 
mühl dem Maurolycus diese Konstruktion zuschreibt, kommt daher, dafs letz- 
terer die Sätze III, 152?—t aus seiner Menelaosausgabe ausgeschlossen hat, um sie 
in einer verbesserten Gestalt in seine eigene Sphärik aufzunehmen; vgl. Seite 20 
—21 oben. 
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sinDE sinB4, sinPC _sin PC, 
sin 900° sinBCG, sinPC, sin 90° 
d.h. & 
sin PC, = sin DE= sin BO,A, q. e.d. 
Durch diese Neuerung ist es Maurolycus gelungen, Berechnungen 
zu erledigen, zu welchen wir die zwei Grundformeln V und VI (vgl. Seite 82) 
gebrauchen, die wir nicht einmal implieite in Menelaos’ und Ptolemaios’ 
Werken gefunden haben. 

Maurolycus’ Anwendung von Menelaos III, 2 und 15 zeigt uns 
durchaus, dals diese Sätze auch von Menelaos zu Berechnungen verwendet 
werden konnten, statt allein zum Beweis von Ungleichheiten von Bogen- 
verhältnissen. Ob Menelaos sie thatsächlich ähnlich wie Maurolycus 
verwandt hat, das muls lediglich Vermutung bleiben, so lange die Belege 
fehlen. 

c. Die Erfindung der Trigonometrie. 


Um ein Totalbild von der ältesten Geschichte der Trigonometrie zu 
gewinnen, wollen wir zum Schlufs die zerstreuten Elemente aus den vor- 
hergehenden Untersuchungen sammeln. 

Zuerst können wir es als ausgemacht betrachten, dals sowohl die ebene 
als die sphärische T’rigonometrie schon zur Zeit des Menelaos eine so 
hohe Entwickelungsstufe erreicht hatte, dafs Ptolemaios kaum etwas Neues 
hat hinzufügen können. 

Es leuchtet ein, dafs Ptolemaios aus den älteren trigonometrischen 
Werken in seiner Synlaxis nur dem für seine Zwecke durchaus Nötigen Platz 
gegeben und sogar wichtige Sätze wie Menelaos III, 2 und 15! ausge- 
schlossen hat, um seine mathematischen Hülfsmittel so einfach und leicht 
fafsbar wie möglich zu machen.?!®?) Selbst wenn dadurch seine Berech- 
nungen schwerfälliger werden, so lälst sich dieses Verfahren schon ver- 
teidigen. Eine Folge dieser Vereinfachung ist indessen, dafs wir von der 
ältesten Trigonometrie ein verschleiertes, ja teilweise sogar verzerrtes Bild 
bekommen haben. 

Aus den Kenntnissen, die Menelaos aus der Trigonometrie der Ebene 
voraussetzt, schliefsen wir mit Sicherheit, dafs die betreffenden Werke, welchen 


216) Dals Ptolemaios das ihm zur Verfügung stehende Material möglichst 
abkürzte, sagt er selbst in den Einleitungen zur Sehnentafelberechnung und zu 
den opaıgıxal deifeıg. Da heilst es nämlich (Syntaxis I, cap. 10, ed.HeibergI,p. 31): 
„roöregov Ob Öeifouer, rös &v og Erı udhıore di Öhlyar nal rav ahrar Henonud- 
av eöuedodevror »al rayelav rıv Emißohrw rıjv mods r&g anlınörnrag abrav moiol- 
ut, ..... “ und Syntazis I, cap. 13, ed. Heiberg I,p.68: „meos#dmoousde Anuudrıw 
Boauyea zul zbyonore, di av rüg mAsiorag oyedbr delksis Tor opueırzas Peopov- 
uevov, og Erı udkıore, Enhovoregov Hal uedodındregovr momoouerre.“ 
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er seine Voraussetzungen entnahm, viel mehr enthielten als die einzelnen 
Theoreme, die Ptolemaios zur Erklärung seiner Sehnentafelberechnung 
gerade herausgreift. 

Nur zwei von Menelaos’ Voraussetzungen (sin « = sin (180° -- a) und 
sin®a + eos’a — r?) treffen wir in der Syntaxis, und zwar in dem Kapitel 
„mwegi Tg mnlıaörntog rov Ev TO aunlo ebdehv“; was diese Voraussetzungen 
betrifft, so nennt Menelaos keine Quelle. Von einer der Voraussetzungen, 
die sich in der Syntaxis nicht finden, sagt Menelaos, dals sie „in rectis 
lineis“ bewiesen wird (vgl. Note 211—212), von anderen, dafs er sie einem 
seiner eigenen Werke entnommen hat (vgl. Seite 106—107 und 110 fi). 

Nun legt Theon dem Menelaos ein Werk von 6, dem Hipparch 
ein Werk von 12 Büchern „megt röv &v wunin zudeöv“ bei. Es dürfte 
sich daraus ergeben, dafs die nämlichen Werke des Menelaos und Hip- 
parch Lehrbücher der Trigonometrie der Ebene waren, denen Menelaos 
dann seine genannten Voraussetzungen entnommen. Diejenigen dieser Vor- 
aussetzungen, von denen Menelaos nicht ausdrücklich sagt, dafs er sie 
seinem eigenen Werke entnimmt, dürften schon bei Hipparch vorkommen, 
die anderen dagegen nicht. Jedenfalls verbreiten die in Menelaos’ Sphärik vor- 
ausgesetzten Sätze einiges Licht über den Inhalt der beiden verlorenen Werke. 

Ferner, da Menelaos gewisse, offenbar nur trigonometrisch, d. h. an- 
näherungsweise durch Berechnung bestimmbare Gröfsen als „gegebene“ (dedo- 
viva) bezeichnet (vgl. Seite 119), und da dieselbe Bezeichnung auf genau 
dieselbe Weise in Ptolemaios’ Analemma benutzt wird (vgl. Seite 83), und 
da endlich Marinos dem Ptolemaios eine dem entsprechende Definition vom 
Wort dedou&vov zuschreibt (vgl. Seite 120), so schlielse ich, dafs Menelaos 
trigonometrische Tafeln besafls, d. h., dafs in seinem Werke „megi tür &v 
wink zbdEöv“ ein „xavövıov öv Ev zürkn eidev" stand (so lautet 
nämlich die Überschrift der Sehnentafel im Ptolemaios). 

Es ist nun nicht zuviel gewagt, anzunehmen, dals in Hipparchs Werk 
mit demselben Titel, das von Theon auf analoge Weise erwähnt wird, auch 
eine trigonometrische Tafel stand; denn wie man schon längst hervorgehoben 
hat, lassen sich die Beispiele und Bestimmungen in Hipparchs Kommentar 
zu Aratos’ Phainomena kaum anders erklären als Ergebnisse trigonometrischer 
Berechnungen (vgl. Seite 84 ff.). Hinzu kommt ferner, dafs Pappos dem 
Hipparch eine numerische Lösung ganz ähnlicher Probleme zuschreibt (vgl. 
Seite 70), und dafs wir nachweisen können, dafs die zu dieser Lösung not- 
wendigen sphärisch -trigonometrischen Sätze schon vor Menelaos existierten. 

Überblieken wir doch unsere Resultate in Bezug auf die sphärische 
Trigonometrie genauer. 

Aus Menelaos’ Sphärik konnten wir konstatieren, dafs der Doppel- 
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verhältnissatz (der Satz von der Erhaltung des anharmonischen Sinusver- 
hältnisses durch Projektion) auf der Kugel von Menelaos als allgemein "be- 
kannt vorausgesetzt wurde. Wir haben nachgewiesen, dafs dieser Satz eine 
direkte Folge vom sogenannten Satz des Menelaos war, oder aber auf ganz 
ähnliche Weise wie dieser aus der Ebene auf die Kugel übertragbar war. 
Wir sahen endlich, dafs Menelaos’ Satz anders formuliert war als die 
anderen Sätze der Sphärik, und zwar zunächst wie ein zu einem astro- 
nomischen Werk gehörender Hülfssatz, ferner, dafs Menelaos die aus der 
ebenen Geometrie und Trigonometrie zum Beweise dieses Satzes notwendigen 
Hülfssätze als allgemein bekannt voraussetzt. Diese Hülfssätze knüpft Ptole- 
maios in seiner Syntaxis an die opaıgızei Öeifeıg und nicht an die Sehnen- 
tafelberechnung an. 

Die einzige natürliche Erklärung dieser Thatsachen ist die, dafs der Satz 
des Menelaos sowie der Doppelverhältnissatz, beide auf die Kugel übertragen, 
in einem älteren astronomischen Werk standen. Es gewinnt somit die An- 
nahme an Wahrscheinlichkeit, dals sie dem Hipparch bekannt gewesen sind. 

Nun wissen wir, dafs die numerischen Beispiele in Hipparchs Kom- 
mentar sich auf die Auf- und Untergänge der Tierkreisbilder beziehen, 
ferner, dals eine genauere Auseinandersetzung dieses Problems, sowie des 
der Auf- und Niedergänge der Tierkreiszeichen (mit denen die Bilder ver- 
glichen werden) sich in seinem Werke „megi ovvaveroAöv etc. Tav inkavav“ 
fand. Pappos schreibt ihm die numerische Lösung des Obliquascensions- 
problems (Aufgang der Tierzeichen) zu. Hipparchs Angabe, dafs er seine 
Lösung dı& @v yoauuhv erledigt, kann sich, wie wir sahen, auf die opaı- 
gina Ödelgsıg beziehen, und dem entsprechend werden sämtliche diese Probleme 
im Ptolemaios mit Hülfe der opaıgızei delfsıg (d.h. der Anwendungen von 
Menelaos’ Satz) und der Sehnentafel gelöst. Ferner sahen wir, dafs 
Ptolemaios bei der Lösung des einen dieser Probleme (die Berechnung 
einer Obliquascensionstafel) zwei Methoden giebt, deren eine durch Beı- 
spiele erläutert wird, die mit der Tafel nicht übereinstimmen, während die 
Beispiele der anderen in voller Übereinstimmung mit der Tafel sind. Endlich 
haben wir in Menelaos II, 15 (vgl. Seite 115, 119 und Note 213) Sätze 
gefunden, deren Aufstellung sich einerseits erst durch die Kenntnis einer 
Rektascensionstafel natürlich erklären läfst, und die andererseits der Be: 
rechnung einer solchen Tafel dienlich sind. 

Alle Anzeichen laufen also dahin zusammen, dafs Hipparch die zur 
Berechnung notwendigen sphärisch-trigonometrischen Sätze besals, dafs er 
eine trigonometrische Lösung des Rektascensions- und des Obliquascensions- 
problems gegeben hat, und dafs sein Hülfsmittel dazu eine trigonometrische 
Tafel war. Es ergiebt sich somit, dafs Hipparchs trigonometrische Kennt- 
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nisse keineswegs hinter denen des Ptolemaios, wie sie in der Syntaxis dar- 
gelegt sind, zurückstehen, und dals die Trigonometrie bei Menelaos schon 
bedeutend weiter fortgeschritten war. 

Bis zu diesem Punkt sind unsere Schlufsfolgerungen sicher und be- 
stätigen durchaus die Ansichten von Delambre und Tannery. Was die 
noch übrig bleibenden Fragen betrifft, so sind wir auf Vermutungen an- 
gewiesen. 

Was wir gern wissen möchten, ist dies: 

1. Welche trigonometrischen Methoden besafsen die Griechen überhaupt? 

2. In welcher chronologischen Reihenfolge wurden diese Methoden ent- 
wickelt, und wie wurden sie erfunden’? 

3. Wem gehören die Erfindungen dieser Methoden, oder, wenn dies nicht 
zu ermitteln ist, in welche Zeit fallen sie ungefähr? 

Wir können deutlich vier von einander mehr oder weniger abhängige 
Richtungen unterscheiden, die alle auf die annäherungsweise Berechnung 
abzielen. Wir können auch nachweisen, dals jede dieser vier Gruppen von 
Werken vertreten ist, die, insofern sie zu derselben Gruppe gehören, alle 
denselben Titel führen, nämlich: 

1. Die Trigonometrie der Ebene mit den Schnentafeln: „megi tüv dv wurko 
erde“. 
Hipparch (12 Bücher). — Menelaos (6 Bücher). — Ptolemaios’ 

Syntasis I, cap. LO—11.— Theons Kommentar (Baselerausgabe p. 39—55). 

2. Die sphärisch-trigonometrischen Hülfssätze: „al opaıgınal deizsıs“. 
Hipparch. — Menelaos’ Sphärik II. — Ptolemaios’ Syntazis 
I, cap. 13. — Theons Kommentar (Baselerausgabe p. 61—70). 
3. Die Sonnenuhrkonstruktionen: „neol dvainuuarog"”. 
Ptolemaios. — Diodoros. 
4. Die Planisphären: 
Hipparch (?). — Ptolemaios. 

Welche von diesen Methoden ist aber die älteste? 

Schon im voraus können wir annehmen, dafs die Trigonometrie der Ebene 
nicht die älteste gewesen ist, d. h., dafs die Sehnentafeln verhältnismäfsig 
spät berechnet worden sind. Denn so wie die Griechen nun einmal ver- 
anlagt waren, können wir uns kaum denken, dafs solche Tafeln an sich 
das Ziel gewesen sein könnten. Sie bildeten für die Griechen vielmehr 
lediglich ein Mittel — ein notwendiges Übel möchten wir fast sagen —, 
das zu entwickeln man sich nur in Rücksicht auf praktisch astronomische 
Zwecke veranlafst sah. Die Probleme aber, durch die man zur Tafelberech- 
nung angeregt wurde, müssen wir zunächst in der sphärischen Astronomie 
suchen; denn in der Ehene wulste man sich schon zu helfen, wie Archi- 
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medes’ Kreismessung und Aristarchs Werk bezeugen, während man auf 
der Kugel in der That, sobald es sich um Berechnungen handelte, ganz 
hülflos, und wie Hypsikles (oder besser wie der Urheber der in seinem 
evapogırög angewandten Methode) auf Postulate angewiesen war. 

Was die Sonnenuhrkonstruktionen betrifft, so sind wir mit v. Braun- 
mühl geneigt, die dazu angewandte Methode als die älteste zu betrachten, 
aber nur als eine instrumentale, die dann später durch den Gebrauch der 
indessen berechneten Sehnentafeln vervollständigt würde. Die Gründe für 
diese Ansicht haben wir oben (Seite 85—86) entwickelt. 

Die Planisphären zielen wie die Analemmata zunächst auf die Be- 
stimmung der Zeit ab. Wie es Tannery hübsch dargelegt*!”), ist die Ent- 
wickelung der planisphärischen Methode ungefähr dieselbe, die wir bei den 
Analemmata angenommen haben. Es bestand zuerst eine rein instrumentale 
Methode zur Auffindung der Zeit während der Nacht. Diese primitive 
Methode wurde dann später mit einer konstruktiven (der stereographischen 
Projektion) in Verbindung gebracht, blieb aber dennoch immerhin eine in- 
strumentale. Zuletzt endlich wurden dann die Sehnentafeln zur Auflösung 
der durch die Konstruktion hervorgebrachten ebenen Dreiecke angewandt, 
wodurch in der That eine Berechnung sphärischer Probleme erreicht wurde. 
Dieser Schritt ist aber nach Tannery erst von Ptolemaios gethan. 

Wegen solcher Erwägungen glauben wir, dafs es die Erfindung der 
opuoınel Öslgeıg war, die eine trigonometrische Tafelberechnung notwendig 
machte, und dafs die in Bezug auf die zu der sphärischen Astronomie (den 
puwvöusve) gehörenden Figuren vorgenommenen Vergleiehungen zwischen Bogen- 
gröfsen und Geraden als die ältesten primitiven trigonometrischen Erscheinungen 
zu betrachten sind. 

Zur Stütze dieser Annahme können wir auch mehrere recht triftige 
Gründe anführen: 

Die uralte sphärische Astronomie, so wie wir sie durch die gawousv« 
des Eudoxos, Aratos und Euklid kennen gelernt, konnte auf die Dauer 
die Bedürfnisse der praktischen Anwendungen nicht befriedigen, aber noch 
mehr, es gab schon in der voreuklidischen Sphärik, d.h. auch in den ältesten 
paıvousve ein Problem, das Obliquascensionsproblem, dessen Lösung selbst 
nach den damaligen primitiven Forderungen nicht geometrisch zu bewältigen 
war. Dazu war dieses Problem wegen seiner Anwendungen in der Nautik, 
Astronomie u. s. w. für die Griechen von einer solchen Wichtigkeit, dafs 
man sich eifrig bemühte, eine Lösung zu finden (das bestätigt Pappos’ 
Bericht, vgl. Seite 70, und Hypsikles’ &vagogızös, vgl. Seite 72 und 76). 


217) Tannery, Fastr, anc, p. 5055. 
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Anfangs hat man natürlich nicht an eine numerische annäherungsweise 
Lösung gedacht, sondern an eine exakte geometrische. Das Problem war 
aber, wie oben dargelegt (vgl. Seite 78), nicht in der gewünschten Weise 
lösbar. Man wurde einfach gezwungen, neue Bahnen einzuschlagen, und 
fing dann an, die Bogenverhältnisse (zwischen ekliptischen Längen auf der 
einen, Rektascensionen und Obliquascensionen auf der anderen Seite) mit 
denen gerader Linien zu vergleichen, und zwar benutzte man dazu das 
Zunächstliegende, nämlich den Kugel- und die Parallelkreisdurchmesser. 

Die Gründe, die uns zu der Annahme geführt haben, dafs die Ent- 
wickelung gerade diese gewesen ist, sind erstens die Sätze III, 11—12 im 
Theodosios (vgl. Seite 79—80), zweitens, dafs die Kenntnis des ersten 
dieser Sätze wahrscheinlich von Menelaos, aber jedenfalls von den Arabern 
dem Apollonios zugeschrieben wird (vgl. Seite 117), schliefslich, dafs wir 
aus den letzten Sätzen (III, 15'=%) in Menelaos’ Sphärik schlielsen dürfen, 
dafs die Parallelkreisdurchmesser auch von seinen Vorgängern als primitive 
trigonometrische Funktion verwendet wurden. 

Da es sich nun zeigte, dals die Herstellung von Ungleichheiten zwischen 
Bogen- und Durchmesserverhältnissen nicht weiter führte, so begann man 
bei der anschaulichen Betrachtung der sphärischen Figuren, die sich durch 
die Probleme selbst darboten, dieselben mit einem Netz von Durchmessern 
und Sehnen zu durchziehen; denn 
wit den Durchmessern allein kam 
man natürlich nicht vorwärts. 

Die sphärische Figur, die sich 
in Theodosios III, 11 darbot, 
war das sphärische Viereck, die 
Figur von Menelaos’ Satz (Meri- 
dian- Äquator- Ekliptik-Deklina- 
tionskreis), und nun war der Weg 


zum Beweis von Menelaos’ Satz, 
wenn die analoge Figur und der 


Figur 73. 


analoge Satz in der Ebene schon 
aus den Porismen bekannt waren, nicht weit. Figur 73, die Figur von 
Theodosios III, 11, und 74, die Figur von Menelaos’ Satz (zum Ver- 
gleich mit Figur 73 spezialisiert) zeigen in der That, wie leicht der Über- 
gang von ersterer zu letzterer gewesen sein muls. 

Es ist jedoch immerhin eine Frage, ob man direkt von Theodosios 
III, 11 zum Satze des Menelaos gelangt ist. Sowohl v. Braunmühl”"®) 


218) Vgl. v. Braunmühl, Gesch. d. Trig. I, p. 16. 
Alh. z. Gesch. d. math, Wissensch. XIV. 9 


130 Sechstes Kapitel. 


als namentlich Zeuthen?!®) trägt Bedenken, zu glauben, dafs alle Fälle 
der Auflösung sphärischer Dreiecke durch Spezialisierung eines allgemeinen 
'Theorems erledigt worden sind (wie es in der 
| Syntaxis mit Menelaos’ Satz der Fall ist), ohne 
dals erst die für jeden Einzelfall nötigen Sätze 
entwickelt waren. Zeuthen*?) ist deswegen der 
Ansicht, dafs wenigstens ein Teil der in der Syn- 
taxis behandelten Probleme der sphärischen Astro- 
nomie auf eine mehr direkte Weise gelöst worden 
ist, ehe alle die Lösungen auf die Anwendung von 
Menelaos’ Satz zurückgeführt wurden. 

Obwohl man zugeben mufs, dafs Zeuthens 
Erwägungen schwer wiegen, so kann ich es doch 
nicht für durchaus undenkbar halten, dafs man in 
diesem Fall, wo es sich um eine Übertragung eines 
schon lange wohlbekannten Satzes aus der Ebene 
handelt, gleich auf eben diesen Satz, der sich als 
der ergiebigste erwies, gekommen ist. 

Wir können uns aber auch vorstellen, dals 
man mit der Figur in Theodosios HI, 11 
(Figur 73) als Ausgangspunkt zuerst auf mehr spe- 
zielle Methoden zur Lösung der einfachsten Probleme, 
d. h. zunächst des Rektascensions- und Deklinationsproblems, gekommen ist. 

219) Vgl. Zeuthen, Bibl, math. 1900, p. 20. 

220) Zeuthen sagt (l. c. p. 20— 21}: „selon moi un tel commencement serait 
möme inowi dans Vhistoire des mathematiques, ou Von connait ordinairement les 
solutions partieuliöres des principales questions resolues plus tard par une methode 
generale avant de constrwire cette methode. Il est done ü supposer qwon ait resolu 
d’une maniere plus directe les questions de trigonometrie spherique dont s’oceuwpe 
Ptolemee, ow dw moins wne partie de ces questions, avant d’en redwire toutes les 
solutions ü Vapplication dw theoröme de Menelaos.“ — Wenn Zeuthen nun im 
Folgenden vermutet, dafs Menelaos derjenige ist, der alle Fälle der Auflösung 
sphärischer Dreiecke auf die Anwendung von Menelaos’ Satz zurückführte, so 
widerlegt unsere Untersuchung von Menelaos’ drittem Buch diese Vermutung. 
Die ganze von Zeuthen angenommene Entwickelung liegt jedenfalls vor Mene- 
laos, wahrscheinlich vor Hipparch. Menelaos baut allerdings seine sphärisch- 
trigonometrischen Sätze fast ausschliefslich auf dem Satz des Menelaos auf; bei 
den Berechnungen aber müssen wir zunächst annehmen, dals er den entgegen- 
gesetzten Weg einschlug, und die von ihm selbst erfundenen Sätze statt des Satzes 
des Menelaos anwandte, sobald dieselben ihm die Berechnung erleichtern konnten 
(vgl. die Seiten 98, 115-116 und Note 205°). Die allgemeine Zurückführung zum 
Satze des Menelaos ist dann entweder vor Menelaos erledigt und von Ptole- 
maios nachgeahmt, oder erst von Ptolemaios unternommen. 


Figur 74, 
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Überreste solcher Methoden haben wir allerdings nicht in der Sphärik 
des Menelaos gefunden, die ganz auf dem Satz des Menelaos gebaut ist, 


und die Erleichterungen in den Berech- 
nungen, die wir dem Menelaos zuzu- 
schreiben geneigt waren (vgl.die Seiten 93, 
115—116 und Note 205°), gehören ohne 
Zweifel ihm selbst und beruhen alle auf 
der Kenntnis des Satzes des Menelaos. 
Auch nicht die anderen kugelgeometri- 
schen Sätze, deren Kenntnis wir bei den 
Griechen vor Menelaos voraussetzten, 
kommen hier in Frage, erstens weil sie 
nicht 
zweitens weil sie die Übertragung von 


zur Berechnung geeignet sind, 


Menelaos’ Satz voraussetzen. 

Dagegen kann man, von der Figur 
in Theodosios II, 11 (Figur 73) aus- 
gehend, ohne viel zu dieser hinzuzu- 
fügen, auf. sehr einfache Weise zum 
Beweis von zwei Spezialfällen des all- 
gemeinen Satzes III, 15! im Mene- 
laos gelangen, und mit Hülfe dieser 
Spezialfälle lassen sich mehrere der Pro- 
bleme in der Syntawis lösen. 

Projizieren wir nämlich in Theo- 
dosios’ Figur (73) die Punkte A, und €, 
senkrecht auf die Ebene OA, so bekom- 
ınen wir die Punkte A’ und 0”. Die Ge- 
raden A,C, und A’C” treffen sich dann 
in einem Punkte Q auf der Verlängerung 
von OP, und wir bekommen (Figur 75): 


1) derd.2 AA, es AA = 4,0 
+erd. 20C, GC cQ 
PRERRE?:. 76.’ EEE; 
u 2, 
sin AA, >.# 


sin CO, n A) 
2) Ei erd. 24, B Er 0A’ 2. 
derd.2aB 00° 


ET 


sin 0, B 


04 OT 04 
00°: - 
sinAdB _e 9 

_! (@) 


4 


Figur 75. 
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(1) und (2) bilden offenbar zwei Spezialfälle von Menelaos III, 15? 
(vgl. Seite 114—115), welcher Satz sagt: 
sin A, As MER 
sinOO, 1:1 
Implieite stehen die Gleichungen (1) und (2) in Menelaos’ Sphärik, 
wo sie gefunden worden sind (Fig. 75) durch Anwendung von II, 2 bezw. 
auf die Dreiecke PCC, und PAA, und auf BC,A, und PC, C.") 
Wenn die Deklinationen der Ekliptikpunkte bestimmt sind, giebt (1) 
die Rektascensionen derselben. Für den Punkt C, der Ekliptik (BC) mit 
der Länge BC, (=) und der Deklination C,A, (= 6) giebt (1) nämlich 
zur Bestimmung der Rektascensionen BA, (= «): 
cc 1 
ch  cCo8 6’ 


(Grundformel I I) 


welche Gleichung ebenso brauchbar ist wie die von Ptolemaios benutzte ?”?): 
sin (90° —- &) sin (90°--- 6) sin « 
sin & sin d sin 90°? 


(Grundformel IT) 


wo & die Neigung der Ekliptik ist. 
c08 & sin «& 


— == — — und ist also weniger brauchbar. 
cos Ö sin A 


(2) giebt 
Um durch Figur 75 die Deklinationen zu bekommen, müssen wir die 
Punkte C und €’ senkrecht auf AO projizieren; dadurch erhalten wir die 


Punkte X und Y, und die ähnlichen Dreiecke OCX und OC’Y geben dann: 


er ..00 
cX (00? 
d. h. 
$erd. 26,4, _ $erd. GB 
derd. 2 CA r i 
also: 
sin ©, 4, sin C,B a 
na (3) 
In diesem Falle giebt (3) zur Berechnung von 6: 
sind sin 
ine 1 


Es ist dies die Grundformel I für Dreieck AC,4A,; dieselbe findet sich 


221) (1) finden wir in II, 15° (vgl. Gleichung (2) Seite 118), (2) in III, 15! 
(vgl. Gleichung (2) Seite 115). — (1) kommt der Grundformel III: cos « = cos € 
cos b (vgl. Seite 82) gleich und zwar für Dreieck BA, 0, (vgl. Note 205°, — 
(2) kommt der Formel des Ibn-Junos: nn SR gleich (vgl. Seite 118). 
cos b sin & 


222) Vgl. Ptolemaios, Syntaxis IL, cap. 16, ed. Heiberg I, p. 82—83. 
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implieite im Menelaos III, 12 (vgl. Seite 108 und Note 185°), wo sie durch 
II, 2 bewiesen wird. Ptolemaios?®) erhält durch Menelaos’ Satz: 

sin 90° sin 900 sin‘ 

"sins sind "sin 90% 

Diese Erörterung zeigt, wie man durch die an Theodosios II, 11 
sich eng anschliefsende Figur 75 eine Berechnung der Sonnendeklinationen 
und Sonnenrektascensionen und einer Deklinations- und Rektascensionstafel, 
wie die in der Syntaxis, leicht erledigen kann. Die Öbliquascensionen 
dagegen, deren Berechnung auf Grundformel II (vgl. Seite 73 und 82), 
d.h. tgce= sinb-tg ©, beruht, ergeben sich schwerlich durch Figur 75. 

Methoden wie die hier in Bezug auf Figur 75 dargelegten können wir 
bei den Griechen vor Hipparch oder möglicherweise noch bei Hipparch 
selbst voraussetzen. Sie würden mit den Ergebnissen unserer Untersuchungen 
von Theodosios’ und Menelaos’ Sphärica übereinstimmen, denn sie 
schliefsen sich eng an die Figur im Theodosios an und kommen in einer 
allgemeinen Gestalt im Menelaos vor. Aufserdem bildet Figur 75 ein natür- 
liches Zwischenglied zwischen 73 und 74, d.h. zwischen dem dem Apol- 
lonios zugeschriebenen Satz und dem Satz des Menelaos. 

Wirkliche Spuren solcher Zwischenglieder haben wir aber durchaus 
nicht gefunden; wir können deswegen nur sagen: Wenn die Griechen nicht 
direkt auf Menelaos’ Satz gekommen sind und denselben nicht gleich vom 
Anfang ab benutzt haben, so können wir uns wohl denken, dafs die vor der 
Übertragung dieses Satzes angewandten Methoden der oben erwähnten Art 
gewesen sind. 

Nur die Frage ist noch übrig, wann die verschiedenen Fortschritte in 
der Erfindung und Entwickelung der ältesten Trigonometrie geschehen sind, 
und wem wir sie zuschreiben können. 

Mit Sicherheit läfst sich nur eine obere und untere Grenze feststellen: 

Zur Zeit des Aristarch von Samos (e. 275 v. Chr.) existierte keine 
berechnende Trigonometrie, zur Zeit des Hipparch (c. 150 v. Chr.) waren 
aller Wahrscheinlichkeit nach sämtliche in Ptolemaios’ Syntawis gebrauchte 
Methoden vollkommen entwickelt. 

Zur Zeit des Menelaos endlich erreichte die Trigonometrie sicherlich 
die höchste Entwickelungsstufe, zu der sie sich überhaupt bei den Griechen 
emporschwang; denn aus unserer Untersuchung geht es deutlich hervor, 
dafs Menelaos zuerst die Definition des sphärischen Dreiecks aufstellte, 
und dafs die Sätze III, 2 —10 seiner Sphärik, die eben auf dieser Neuerung 
beruhen, von ihm selbst erfunden sind. ?*%) 

223) Vol. Ptolemaios, Syntaxis I, cap. 14, ed. Heiberg I, p. 76—77. 

224) Auch die Sätze III, 11—14 gehören wohl hauptsächlich dem Menelaos 
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Wieviel von der Trigonometrie schon vor Hipparch erfunden war, 
ist dagegen nicht leicht zu entscheiden. 

Dafs Hippareh die Trigonometrie ohne Vorgänger erfand und so weit 
entwickelte, darf man kaum annehmen. Wir haben aber nur eine einzige 
Nachricht gefunden, die uns auf die Zeit vor Hipparch hinweist, und zwar 
‘eine, deren Authentizität nicht festgestellt und deren Bedeutung nicht leicht 
zu beurteilen ist. 

Diese Nachricht redet von Apollonios (ec. 250—200 v. Chr.) und 
bezieht sich offenbar auf das Obliquascensions- und Rektascensionsproblem. 
Wir vermuten deswegen auch, dafs Apollonios in der That die ersten 
Schritte zur berechnenden sphärischen Geometrie gethan. Was er in dieser 
Beziehung geleistet hat, kann viel, aber auch sehr wenig sein. Wir 
wissen es nicht und stofsen aulserdem auf Schwierigkeiten, in dieser Frage 
irgend etwas zu entscheiden. Die Übertragung der Sätze aus den Porismen 
auf die Kugel sind wir ja zunächst geneigt, bei einem grolsen Geometer 
wie dem Apollonios zu suchen, um so mehr, weil derselbe eben mit den 
betreffenden Sätzen durchaus vertraut war, was seine Kegelschnittlehre be- 
weist. Die eigentliche Berechnung von Sehnentafeln dagegen können wir 
zunächst von einem ausschliefslich praktischen Astronomen wie Hipparch 
erwarten, und infolge Theons Bericht sind wir in der That berechtigt zu 
glauben, dafs Hipparchs Tafel die erste war. 

Die Annahme aber, dafs Apollonios die geometrischen Hülfsmittel, 
Hipparch die praktischen entwickelt habe, führt uns zur Konsequenz, dafs 
Menelaos’ Satz bis auf Menelaos, ganz wie später von Ptolemaios ab 
bis zu den Indern und Arabern, das einzige sphärisch-trigonometrische 
Mittel zur Auflösung sphärischer Dreiecke gewesen ist. Nach dem über- 
lieferten Material ist dies allerdings das zunächst Wahrscheinliche, nach 
den natürlichen Regeln für die Entwickelung der Mathematik dagegen 
nicht. Wir geraten deswegen in ein Dilemma, zu dessen Lösung uns die 
notwendigen Kriterien nicht zur Verfügung stehen. 

Müssen wir aber darauf verzichten, die frühesten Vorgänge bei der 
Erfindung der Trigonometrie klar zu legen, so können wir uns damit trösten, 
dafs mit Hülfe von Menelaos’ Sphärik wenigstens ziemlich genau festzu- 
stellen ist, wie in grofsen Zügen der Gang der Entwickelung gewesen ist, 
durch welche Probleme die antreibenden Kräfte erzeugt wurden, wie richtig 
die Vermutungen, die man in Bezug auf Hipparchs Thätigkeit gehabt hat, 


selbst; denn sie setzen ja die Sätze aus seinem eigenen Werk über die ebene 
Trigonometrie voraus, — III, 15 2-4 schreibt Menelaos ganz deutlich sich selbst 
zu. Von Menelaos' drittem Buch dürften also nur III, 1 (Menelaos' Satz) und 
möglicherweise II, 15! seinen Vorgängern bekannt gewesen sein, 
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gewesen sind, und endlich, wieviel Verdienste sich Menelaos um die sphärische 
Trigonometrie erworben hat. 

Er ist insofern der eigentliche Urheber der sphärischen Trigonometrie 
geworden, als es ihm mit der Definition des sphärischen Dreiecks sogleich 
auch gelang, die ersten primitiven Elemente der sphärisch-trigonometrischen 
Dreieckslehre zu erschaffen. Wahrscheinlich hat er damit auch für die Be- 
rechnungen Erleichterungen eingeführt, die jedoch nicht die erwünschten 
Früchte trugen, weil die Nachfolger und in erster Linie Ptolemaios nicht 
die Fähigkeit hatten, seine Methoden weiter zu entwickeln. Seine sphärisch- 
trigonometrischen Hauptsätze aber, die glücklicherweise nicht von den Ptole- 
maiischen Kompilationsarbeiten unterdrückt wurden, gingen in die Hände 
der Araber über, die die eigentlichen Erben des in der Geschichte der grie- 
chischen Geometrie ziemlich allein dastehenden Menelaos wurden. 
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Nachtrag. 


1. 
Über die lateinischen Menelaoshandschriften (vgl. Seite 11—12). 


In Italien habe ich nachträglich Gelegenheit gehabt, die Seite 12 genannten 
unter den Nummern 6—9 und 13—15 aufgeführten Handschriften zu unter- 
suchen oder wenigstens einzusehen; aufserdem fand ich in der Vatikanischen 
Bibliothek noch eine Menelaoshandschrift, nämlich den Cod. Vatic. lat. 3380. 
Mit dem so gesammelten Material bin ich im Stande, eine vorläufige Klassi- 
fizierung der bis jetzt untersuchten Hss. zu unternehmen. Es ergiebt sich, 
dals die lateinischen Menelaoshss. sich in zwei Klassen teilen, von denen 
erstere (nennen wir sie A) die reine Übersetzung von Gerhard von 
Cremona, letztere (B) dieselbe mit einem Kommentar des 13. Jahrh. enthält, 
dessen Urheber der bekannte Euklidkommentator Johannes Campanus 
von Novara ist. 


A, 


Es gehören zu dieser Klasse folgende Handschriften: 


1. 


Cod. Parisinus lat. 9335, membr. XIV saec. 

Eine Beschreibung und ein Inhaltsverzeichnis dieser berühmten Hs. gab 
ich in der Bibl. math. 1901, p. 63—75. In Anschluls an diese Beschreibung 
kann ich Folgendes mitteilen: 

Fol. 134” ist »Johannem Fontana« (nicht Pontana) zu lesen. Es 
geht dies aus dem Cod. Barberinus lat. X, 168 hervor. Diese Hs. besteht 
aus mehreren Heften aus dem 14. und dem Anfang des 15. Jahrh. teils 
von Pergament und teils von Papier. Über einem anonymen, scheinbar 
astronomischen Text, welcher in einem Pergamentheft dieser Hs. enthalten 
ist, und der im 14. Jahrh. geschrieben ist, hat eine dem Anfang des 15. 
angehörige Hand folgende Worte notiert: Läibellus de speculo mukesi ma- 
gistri Johannis Fontana Venetiis No. VIIII. Diese Überschrift gehört 
kaum zu dem Texte, über dem sie angebracht ist; vielmehr gehört sie zu 
einem weggefallenen Heft; denn es sind ganz deutlich mehrere Hefte aus dem 
Einband herausgefallen, und die Numerierung der Hefte ist ganz offenbar 
unkorrekt. Die Überschrift stimmt aber mit dem überein, was wir aus der 
Subskription im Pariser Codex schliefsen dürfen, nämlich dafs ein Johannes 
Fontana aus Venedig in der ersten Hälfte des 15. Jahrh. mit Unter- 
suchungen über den Brennspiegel beschäftigt war. Weitere Aufschlüsse 
über die Person dieses Fontana, der mit dem um das Jahr 1600 lebenden 
nicht zu verwechseln ist, habe ich nicht finden können. 

Der Anhang zum Menelaostexte fol. 54"—55”: Volo ostendere, quod 
omnium trium linearum ..., welcher auch im Cod. Arsenalis 1035, fol. 104 
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und im Cod. Reginensis 1268, fol. 238 (vgl. unten) als Anhang zum Mene- 
laostexte vorkommt, findet sich als selbständiger Text mit der Überschrift: 
Propositiones de proportione im Cod. S. Marco Venet. 332 (Valentinelli XI, 6) 
fol. 292’— 293”, XIII saeec. — Dieser Text besteht aus nichts anderem als 
den letzten Sätzen (Buch 4, Satz 26—28) aus Jordanus Nemorarius’ 
de triangulis. 

2. 


Cod. Parisinus Arsenalis lat. 1035, membr. XV saec. 

Was den Inhalt dieser Hs., deren Menelaostext (fol. 81"”—104”) aus 
dem vorigen Codex abgeschrieben ist, betrifft, genügen die Angaben in 
Martins Katalog (vgl. Seite 11, Note 40). 


3. 

Cod. Reginensis lat. 1268, membr. XIV saec. 25,6 >< 18,5 cm. 

Dieser Codex besteht aus einem leeren Vorsatzblatt und 238 nume- 
rierten Folien. Die Schriftfläche (keine Kolumnen) sowie die Zeilenzahl 
(35—50) variiert. Die Schrift, von mehreren Händen derselben Zeit, weist 
auf das zweite Drittel des 14. Jahrh. hin. Datierung, Subskriptionen oder 
Inhaltsverzeichnis sind nicht aufzufinden. Textkorrekturen von der ersten 
oder von einer zweiten gleichzeitigen Hand kommen öfters vor. Randnoten 
von einer dem Schlufs des 14. oder Anfang des 15. Jahrh. angehörigen 
Hand finden sich namentlich im Anaritiustexte.') Initialen, die nur im 
letzten Drittel der Hs. ausgeführt sind, sowie die mathematischen Figuren 
(teilweise mit roter und blauer Tinte) sind mittelmäfsiger Arbeit. 

Eine Untersuchung der Quaternionen zeigt, dafs der Codex aus 5 ur- 
sprünglich von einander getrennten Teilen bestand.?) Der Inhalt ist folgender: 

Erster Teil, fol. 1—71, besteht aus 9 Quaternionen aus je 4 Lagen. 
In der letzten Quaternion ist das letzte Blatt, welches wahrscheinlich un- 
beschrieben war, weggeschnitten. 

1. Euklids Elemente I—XV (fol. 1'—69"). 

Überschrift: fehlt.) 

Anfang: Pumnetus est cwi non est pars. — Linea est longitudo sine lati- 
iudine . . . 

Schlufs (Buch XV, Satz 6): ... . constabit quia equwidistat substrato, qui 
totus est in una superfieie. JIdem intelligatur de alüis. 

Anhang: Euklidscholien®) (fol. 69°——71”): Communis et consuetus 
rerum cursus wlriusque ordinis natuwralis raro . . . ordinato numero per 


1) Überschriften von einer viel späteren Zeit, die an mehreren Stellen vor- 
kommen, erwähne ich nur, wenn sie von wirklichem Wert sind. 

2) Es ist notwendig, diese 5 Teile, die scheinbar in einander übergehen, 
auseinander zu halten, wenn man mit Hilfe dieser Hs. die Überlieferungsgeschichte 
von Euklids Elementen untersuchen will. 

3) Man bemerke jedoch die Schlufsworte des 9. Buches: perfectus est liber 
arismetice Euelidis. Expliewit VIIIT“. — Diese Übersetzung stimmt zunächst 
mit der von Atelhart von Bath in den Codd. Ampl. Q. 23 und 352 überein; sie 
liegt jedoch der Campanischen Rezension näher als die in den Erfurter Hss.; 
die Beweise bestehen lediglich in kurzen Resume&s. 

4) Diese Scholien haben keine Figuren; sie gehören zu den arithmetischen 
Büchern. 
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differentias suas a prima inchoabimus, que est mutatum in qua si fwerit 
numerus inpar quanltum (?) totus est inpar. 

Fol. 71” ist leer. 

Zweiter Teil, fol. 72—91, besteht aus 3 Quaternionen, von denen die 
zwei ersten 4, die letzte nur 2 Lagen enthält, 

2. Euklids Elemente V— VI mit Kommentar‘) (fol. 72"-—-91”). 

Überschrift (der Seite 72”): Ineipit quintus liber. 

Anfang (Einleitung des Kommentators): Exeeutus Euelidis in superi- 
ribus libris quasdam linearum el angularıum cireulariumgue figurarum na- 
turas; de angulis etiam pleraque interserens ad eorundem proprietates per- 
tractandas paulatim ascendendo competenter accedit . . 

fol. 81”: Überschrift (der Seite): Imeipit sextus liber. 

Text: Mensurarum alie sunt in achw alie sine inlellectu; mensurarum 
vero, que sunt in actu, tria genera sunt, seilicet altimetria, planimetria et cos- 
mimelria,; cwius generis sunt ille, qwibus agrimensores et archileeti ubuntur ... 

Schlufs: ... . etiam angulus @ ad angulum d accedil. Manifestum est 
ergo, quoniam (sie!) in circulis equalibus qua proportione arcus iungantur, 
eadem omnes eorum angulos referri. Quod presens signat deseriptio. 

Dritter Teil, fol. 92—143, besteht aus 7 Quaternionen, von denen die 
6 ersten 4, die letzte nur 2 Lagen enthält. 

3. Euklids Elemente X—XV (fol. 92'—142”).?) 

1) Dieser Euklidtext und der dazu gehörige Kommentar sind meines Wissens 
weder ediert noch genau untersucht. Jedes der zwei Bücher (V und VI) wird 
mit einem Kommentar eingeleitet, welcher bezw. die Seiten fol. 72"— 76" und 
fol. 81’— 8% einnimmt. Nach dieser Einleitung folgen Übersetzungen von den 
Elementen mit am Rande aufgezählten Sätzen, im 5. Buch 25 (wie allgemein), im 
6. Buch 33, wie in dem griechischen Text, gegen 32 bei Atelhart und Cam- 
panus. Zitiert werden in den Einleitungen Alfarabius, Aristoteles, Peri- 
pathetieus (sie!). Dals die Einleitungen in letzter Instanz aus einer grie- 
chischen Quelle herrühren, beweist z. B. folgender Passus, den ich als cha- 
rakteristisch herausgegriffen habe: Magnum itaque huius in diffinitionis notitia 
fructum pollicetur,; tamen predictarum in medio ponit primordia mensurarum. In 
ea siquidem tondit Euelides intelleetuwalium, actwalium, logicarum, alogarum, di- 
menstonum species, quam plures, quales sunt apodictiee ommes nec non ergastice. 
Inueniuntur enim in hoe sexto libro septem ergasticarum genera figurarum, que sunt 
sistieum, idmeniatieum (?), anagrafum, engrafum, perigrafum, perebolum, proseureti- 
eum, quorum ommium loeis propriüs, quemadmodum ab Euclide disposita sunt, 
ethymologiam deseriptionemque annotabimus. 

2) Es liegt hier nicht ein Kommentar vor, was man nach der von einer ganz 
jungen Hand hinzugefügten Überschrift annehmen mülste. Wir haben vielmehr 
mit einer Übersetzung zu thun, die weder mit der von Campanus kommentierten, 
noch mit der voranstehenden (von Atelhart?) übereinstimmt, Die Propositionen 
weichen in dem Wortlaut mitunter von den zwei anderen Übersetzungen nicht 
wenig ab; die Beweise haben nicht die Form eines Resumäs, fallen aber keines- 
wegs mit denen in der von Campanus edierten Übersetzung zusammen. Die 
Satzanzahl der Bücher X— XIV ist bezw. 105 (+ 2 Extrasätze), 41, 15, 18, 10. 
Buch XV hat nur 5 aufgezählte Sätze. Da die Verdrehung Assicolaus (statt 
Hypsikles) bezeugt, dafs diese Übersetzung vom Arabischen herrührt, so haben 
wir in der That hier zwei von einander und von der Campanischen abweichende 
Rezensionen, die beide vom Arabischen herkommen. Ich vermute deswegen, dals 
eine genaue Untersuchung des Cod. Reginensis 1268 über die noch offene Frage 
von Atelharts und Gerhard v. Cremonas Euklidübersetzungen Licht verbreiten 
würde. Terminologie und Sprache der gegenwärtigen Übersetzung der Bücher 
X—XV erinnern vielfach an Gerhard v. Cremona, 
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Anfang: Qvantitates, sine sunt linee siue superficies sine corpora, quibus 
fuerit una quantitas communis eas numerans omnes, dicentur communi- 
canies .... 

fol. 112° (Schlufs des X. Buches): . . . sub alterius termino possibile 
est incidere. FEadem quoque ratio, cum multe sunt inrationales linee, per 
infinita licet, ad eundem finem perdueit. 

fol. 113" (Anfang des XI. Buches): Corpus est, quod longitudinem et 
latitudinem habet et altitudinem habet, cewius termini superficies 

fol. 121°: ... ergo duo serratilia abgdez et htkimn sunt equalia, 
verum illud e. q.d.v. Libri elementorum Ewelidis pars XI explieit. 

fol. 122”: Ineipit pars eiusdem duodecima. Omnium duarum superficie- 
rum poligoniarium similium in duobus eireulis existentium unius ad alteram 
proportio est sieut . . . cz = 

fol. 128°: . . . est proportio bd ad zt triplicata, verum illud e. q.d. ve, 
Expleta est XII libri Euelidis. 

Ineipit pars eiusdem tereia deeima. Sie linea diwidatur secundum 
proportionem habentem medium et extrema et maiori eins sechioni in longi- 
tudine addatur 

fol. 135’: .. . quod latus habentis XX bases est longius latere habentis 
duodeeim bases, quod illud e. q.d.v. Pars tertia deeima libri Euelidis 
expleta est. 

Pars quartadeeima, gquam edidit Assicolaus, que comvenit libro Evelidis. 
Cum Thesilides!) Sirus perrexisset Alexandriam, inwenit ibi patrem meum, 
aputl quem per maiorem partem temporis, quo ibi moratus est, mansit .... 

fol. 141: .. . linea igitur ag est latus decagoni eiusdem eirculi, verum 
et hoc est q. d. v. 

Ineipit pars quinta X ab Assicolao edita libro Evelidis utilis. Intra 
datum cubum corpus quatuor bases triangulas equales. et equilateras habens 
signare . 

fol. 142° (Schlufs:) .... erit habens XII bases pentagonales equilateras 
equalium angulorum, quod illud est q.d.v. Einpletus est liber Evelidis 
simul cum duabus partibus ab Assicolao editis, cwius partes sunt quwindeeim. 

Anhang: Euklidscholien (fol. 142’”— 143”). 

a) In capitulis, que transtulit Isaac, hoc quod conseqwitur inuenitur 
post figuram wicesimam primam libri Euelidis, in qua ponuntur latera 
guingue figurarum et proportiones earum; reperi hec: Dico, quod non est 
figura corporea continens superficies eqwilateras et ortogonas ad inuicem preter 
eas, quas nominaui. Probatio eius ... (1 Seite) 

b) Quidam, qui uocabatur Iohannes, hoc quod seqwitur, inuwenit: Dico, 
quod non contingit, ut spera figura corporea continens superficies equwalim 
angulorum et laterum describatur praeter has quingue ... (21 Zeilen) 

e) In fine cuiusdam libri fwit repertum hoc, seilicet quod he quwingque 
corporea qualuor elementis referuntur equalibus . . . (6 Zeilen) 

d} Quod in tercia X figura XII partis probetur, quod et sit equwi- 


1) Man vergleiche diese Vorrede des Hypsikles mit dem Urtext, Euclidis 
Elementa, ed. Heiberg V, 4 ff, — Diese Vorrede fehlt sonst immer in den vom 
Arabischen geflossenen Euklidübersetzungen. 
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disians ek, aliter quam ibi continetur hic demonstratur, hoc modo seilicet: 
Quoniam . . . (18 Zeilen) 

e) Continet totus iste liber CCCLXV proposita et propositiones et XI 
corrollaria preter auxiomala singulis libris premissa, proposita autem inf x * (?), 
‚propositiones wero indicantis ewplicans (sie). 

f) A dato puncto in quolibet laterum assignati trigoni lineam in oppo- 
situm latus ducere, que assignatum trigonum in duo equalia seccet. Verbi 
gratia. Esto ... (Y, Seite) 

Vierter Teil, fol. 144—211, besteht aus 9 Quaternionen aus je 4 Lagen, 
Die 4 hinteren Blätter der letzten Quaternion sind nach der Einbindung 
weggeschnitten worden. 

4. Al-Narizis Kommentar zu Euklids Elementen I—X (fol. 144" 
— 207”). 

Überschrift: fehlt.!) 

Anfang: Diwit Euelides: Punctum est quod partem non habei. Supra 
hoe Sambelichius .. . 

Schlufs: ... . sed ipse est equalis nwmeris istis, ergo ipse est perfectus 
et illud. 

5. Scholien zu Werken, die der Sphärik und Trigonometrie angehören 
(fol. 207— 211”): 

a) Scholien zu Theodosios’ Sphärik. 

Anfang: Hee probationes sunt necessarie in theoremate undeeimo secundi 
libri Theodosii de speris ... . 

b) Scholien, die durch folgende Worte charakterisiert werden (fol. 208”)?): 
iste probationes sunt necessarie in ultimo theoremate libri 30 figurarum ... 

c) Scholien zu Gebers Astronomie (?) (210,5— 211,4). 

Anfang: Nota in figura iereia deeima primi libri Geber \ 

d) Scholion zu einem Werke über die figura sectoris (211”,5—21)?). 

Anfang: Illud autem punctum orbis signorum, apud quod est maior 
diuersitas, inuenitur sie . . 

Schluß: . . . hee probatio est necessaria in figura sectoris. 


1} Überschrift mit Al-Narizis Namen findet sich nur über Buch 3: Ex- 
positio secundum Anarissi prologi tertie parts Ewelidis. — Die Anordnung 
der Textteile ist eine andere als in dem von Curtze zu seiner Ausgabe (Leipzig 
1899) benutzten Cod. Cracov. 569. Im Üod. Regin. 1268 kommt nämlich zuerst 
Curize, p. 1—199, dann p. 204, 15—207, 20, ferner p. 211—386 (statt 386, 16 a. 
Cod. Reg. 1268 die Worte: Expletus est Tiber); zuletzt folgen endlich die p. 20 

-204, 14 und p. 207, 21—210 entsprechenden Textteile. Die Stelle, wo dar 
wahrscheinlich unechte Teil des Textes (siehe Curtzes Ausgabe p. 252 und Bihl. 
math. 1901, p. 365 und 1902, p. 71—72) anfängt, ist im Cod. Regin. 1268 nicht be- 
sonders hervorgehoben. 

2) Die unter b—d aufgeführten Scholien beziehen sich alle auf das, was wir 
die Tregonometrie des Gegebenen nennen möchten, d. h. auf solche trigonometrische 
Bestimmungen, wo nur die Möglichkeit einer Berechnung angegeben wird. Diese 
Art und Weise, unsere Formeln da zu ersetzen, wo eine Ausrechnung nicht er- 
heischt war, die schon im Menelaos angewandt wurde (vgl. Seite 83, 119—120 
und 125), hat auch in späteren Zeiten eine grolse Rolle gespielt und lälst sich 
bis auf Johs. Werner nachweisen. 

3) Dieses Scholion bezieht sich auf das in Menelaos IH, 15? erörterte Pro- 
blem (vgl. Seite 119). 
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Fünfter Teil, fol. 212—238, besteht aus 3 Quaternionen aus je 8 
und 1 aus 3 Lagen. Die 3 hinteren, wahrscheinlich leeren Blätter der 
letzten Quaternion sind nach der Einbindung weggeschnitten worden. 

6. Menelaos’ Sphärik I—III (fol. 212'-——-238*). 

Überschrift (der Seite): Liber Myleii de sperieis figuris primus (später 
hinzugefügt mit grauer Tinte von einer noch sehr alten Hand). 

Anfang: Declarare wolo qualiter faciam . .. 

Schluls: . . . et eqwidistat arewi »bg- et illud e. g. d. v. 

Anhang (fol. 238’—”): Volo ostendere, quod omnium trium linearum ... 
(d.h. Jordanus Nemorarius’ de triangulis Buch 4 Satz 26—28; vgl. oben). 


4, 


Cod. 8. Marco Venetiarum lat. 329, chartac. XV saec. (in Valenti- 
nellis Katalog: XI, 5). 
Was die Beschreibung dieser teilweise vom Kardinal Bessarion ge- 
schriebenen Hs. betrifft, verweise ich auf Valentinellis Katalog. 
Der Inhalt ist folgender: 
fol. A" (Vorsatzblatt aus Pergament): leer. 
fol. AY: „Epitoma Almagesti optima“ (sowohl in lat. als griech. Buchstaben). 
— „Cardinalis Tuseulanus“ (in lat. Buchstaben). — „Kardinal Bessa- 
rion“ (in griech. Buchstaben). 
fol. 1”: Y, Seite griechische Notizen. 
fol. 1°—10°: leer. 
fol. 11”— 12°: Griechisch - lat. Lexikon über math. Fachwörter. 
fol. 13"—34°: Übersetzung der Propositionen der Euklidischen Elemente 
(nach Valentinelli Authograf von Bessarion). 
fol. 34’— 38°: leer. 
fol. 39"— 213”: Georg v. Peurbachs und Regiomontanus’ Epitome Al- 
magesti I—XIII (die 6 ersten Sätze fehlen). 
fol. 213’— 218”: leer. 
fol. 219"— 282°; Menelaos’ Sphärik I—III 
fol. 282’— 283": Scholion zu Menelaos’ Sphärik mit der Überschrift 
„Extra“. Anfang: Omnis trianguli arcubus circulorum magnorum ... 
fol. 283’”— 291”: leer. 
fol. 292”—-296”: Die Kapitelüberschriften aus Ptolemaios’ Synlaxis, sowohl 
in der Ursprache als in lateinischer Übersetzung. 
fol. 296-299”: leer. 
fol. 300°— 331°: Los hingeworfene Notizen und Berechnungen (auf grie- 
chisch), die an Ptolemaios’ Syntaxis und Theons Kommentar an- 
knüpfen, 
Von besonderem Interesse sind die Randnoten des Kardinals Bessarion. 
Wo im Texte „Abrachis“ steht, ist am Rande „Ipparchus“ hinzugefügt 
(z. B. fol. 64”, 74”, 75” u. s. w.). In derselben Weise wird „Taion“ in 
„Qeov“ korrigiert. Uns interessiert in erster Reihe die Korrektur „Meve- 
Auog 6 yennerong“, die fol. 132”—133" viermal vorkommt, wo der Text 
„Mileus* hat. In Übereinstimmung hiermit treffen wir auch in dieser 
Hs. in den Überschriften des Menelaostextes immer den Namen „Mene- 
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laos“ statt der von Gerhard v. Cremona eingeführten Verdrehung „Mileus“ 
und ihrer Varianten. Bessarions Noten bezeugen seine genaue Bekannt- 
schaft mit Ptolemaios’ und Theons griechischen Texten. 


5. 

Cod. S. Marco Venetiarum lat. 328, membr. XV saec. (in Valenti- 
nellis Katalog: XI, 63). | 

Was die Beschreibung dieser prachtvollen Hs. betrifft, verweise ich 
wieder auf Valentinelli. 

Der Inhalt ist folgender: 

1. Georg v. Peurbachs und Regiomontanus’ Epitome Almagesti 
I—XIL (fol. 1—117). 

Überschrift"): Magistri Iohannis de Kunigsperg prohemium in epi- 
tomam almagesti sine magne constructionis Ptolemaei, factam partim per 
eum, parlim per magistrum Georgium de Peurbach et dedicatam L. Reue- 
rendissimo domino cardinali Nicaeno (d. h. Bessarion). 

2. Menelaos’ Sphärik I—III (fol. 120—157*). 

Überschrift: Menelaus de sphaericis. 

Unterschrift: Finit Menelaus de spheralibus figuris. 

Anhang (fol. 157'—”): Scholion zu Menelaos’ Sphärik mit der 
Überschrift „Extr a“?): Omnis trianguli arcubus circwlorum magqmorum . 

Zu bemerken ist noch die Subskription auf dem Vorsatzblatt: Epitoma 
per magistrum Georgium de Peurbach et eius discipulum magistrum Jo- 
hannem de Kunigsperg et Menelai de spherieis liber b. Cardinalis Tus- 
:culani und gleich danach dieselbe Subskription auf griechisch. 


6. 

Cod. Vaticanus lat. 3380, chartac. XVI saec, 28,7 >< 21 cm. 

Dieser von mehreren Händen geschriebene Sammelband hat bald Ko- 
lumnen, bald keine, eine sehr variierende Schriftfläche und Zeilenzahl. Im 
ganzen enthält der Codex zwei Vorsatzblätter und 322 numerierte Textfolien. 

Das erste Vorsatzblatt führt die Inskription: Libro di mathematlica, 
scritto di mano di Pomponio (egio Cardinale) Der Inhalt ist folgender: 

1. Theodosios’ Sphärik I—III (defekt) (fol. 1’—24”). 

Überschrift: T’heodosius de speris. 

Anfang: Spera est figura Corporea una quidem superficie contenta, intra 
quam unum punclorum .... Im Schlufs ist der Text nicht fertig ge- 
schrieben, indem nur die Propositionen abgeschrieben sind, und Platz für die 
Beweise offen gelassen.*) 


1) Da der Text offenbar von einem professionellen Schönschreiber geschrieben 
ist, diese Überschrift aber von einer anderen Hand, so vermute ich, dals diese 
Überschrift eine Dedikation an Bessarion von Regiomontanus ist, 

2) Dieses Scholion ist mit dem im vorigen Codex (fol. 282’—283”) identisch. 

3) Pomponio Gesio oder Gecio wurde im Jahre 1542 Kardinal, war als 
Papst designiert, starb aber in demselben Jahre. Er war sehr gelehrt und be- 
schäftigte sich mit Philosophie und Mathematik. 

4) Der Theodosiostext fängt hier mit dem von der kürzeren Theodosios- 
rezension bekannten Wortlaut an (vgl. Bibl. math. 1902, p. 67); später aber, wenig- 
stens von Satz 9 des ersten Buches an, stimmt der gegenwärtige Text ganz mit 
dem der längeren T'heodosiosrezension und enthält auch Campanus’ Kommentar. 
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fol. 24”— 26” sind leer. 

fol. 27” enthält, ein Fragment von 15 Zeilen. 

fol. 27°— 70° sind leer. 

2. Levi ben Gersons Astronomie") I—IL (fol. 71'— 230°). 

Überschrift: fehlt. 

Anfang: Hec ait Leo de balneolis habitator amayte (?)?): Premissis 
his, que ad intentionem nostram necessaria widebantur, et quorum scientia 
omitli non polwit . . » - 

Schlufs: ... . in ea est linea bf 91619”, et hoc est, quod. voluimus 
declarare. 

fol. 231”—280Y sind leer. 

3. Menelaos’ Sphärik I—IIT?) (fol. 281'—315”). 

Überschrift: fehlt. 

Anfang: Declarare uolo qualiter faciam . . 

Schluls: . . . et equidistat arcwi gb et illud est q. d. v. 

4. Campanus, de proportione et proportionalitate (Überschrift) fol. 315” 
— 319”, 

Anfang: Proportio est duarum quantitaium eiusdem generis unius ad 
alteram . . 

Schluls: .. . erit ista data secundam magniludinem quare el religqua 
li equalis.*) 

fol. 320’—322“Y sind leer. 


T, 

Cod. S. Marco Florent. 184 (Bibliotheca Laurenziana) membr. XV saec, 
28,5 x 20,3 cm. 

Diese Hs. habe ich vorläufig nur oberflächlich einsehen können. Der 
Menelaostext (ohne Figuren), und zwar der reine Gerhardsche Text: steht 
daselbst fol. 47”—79°, Der Text ist aber defekt, da 6 Blätter schon vor 
der Paginierung weggeschnitten sind, und zwar 2 zwischen fol. 57 und 58, 
1 zwischen 63 und 64, 1 zwischen 66 und 67, 1 zwischen 76 und 77 
und 1 zwischen 79 und 80. Auch in anderen Beziehungen ist diese Hs. 
als minderwertig zu bezeichnen. 


8. 
Cod. 8. Marco Florent. 213 (Biblioteca nazionale), mit der neuen 
Signatur „Conventi soppresi J, V, 30“, membr. XIV (?) saec. 29,5 >< 23,3 cm. 


Die Sätze sind nicht am Rande aufgezählt, und meine Aufzählung halte ich nicht 
für sicher, aulser was das erste Buch betrifft, welches 32 Sätze hat, 

1) Dieses Werk ist in drei Bücher mit bezw. 136, 9 und 14 Kapiteln geteilt. 
Aus einer Randnote (fol. 168”) geht hervor, dals das Werk vor dem Jahre 1336 
beendet war. Das Werk findet sich auch im Cod. Vatie. 3098, chartac. XV saec. 
fol. 17— 108". 

2) Cod. Vat. 3098 hat aisrayce; Levi ben Gerson wohnte in Avignon. 

3) In den geschriebenen Katalogen der Vaticanischen Bibliothek wird der 
Menelaostext dieser Hs., der durch keine Überschrift kenntlich ist, dem Levi 
ben Gerson beigelegt. 

4) Ich kann nicht dafür einstehen, dals Campanus’ Text nicht schon früher 
(fol. 317” Mitte) schlielst und zwar an der Stelle: ... de propositis quoque suffieit, 
quod dieimus. Ex omnibus istis elieitur una notabilis propositio ... An der ent- 
sprechenden Stelle schliefst Campanus’ Text wenigstens in der folgenden Hs. 
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Auch diese Hs. habe ich nur oberflächlich untersucht. Der Menelaos- 
text, und zwar die reine Gerhardsche Übersetzung steht fol. 45"—52', 
die drei Bücher bezw. mit den Überschriften: JIneipit liber primus Millei 
Romani de figuris sperieis. — Jneipit liber secundus Millei de speris. — 
Incipit liber tertius Millei Romani de figuris spericis. 


B. 


Diese Klasse, die den von Campanus kommentierten Menelaostext 
enthält, fällt in zwei Abteilungen (nennen wir sie I und IT); in I steht 
der Kommentar noch am Rande, in II ist er in den ursprünglichen, von 
Gerhard von Cremona gegebenen Text eingefügt, so dafs der Urtext in 
den meisten Fällen äufserlich vom Kommentar nicht zu unterscheiden ist. 
Es gehören zu Abteilung 


1. 


9. 


Cod. Palatinus lat. 1351, membr. XIV saec. (ca. 1300 — 1325), 
23,3 >< 16,7 cm. 

Dieser Codex besteht aus 287 numerierten Textfolien und 1 unnume- 
rierten (zwischen fol. 133 und 134). In der ersten Quaternion (fol. 1—8) 
fehlen zwei der äufseren Lagen, so dafs die Handschrift im Anfang defekt 
ist und nach fol. 8 eine Lücke von zwei Folien aufweist. Der ganze Text 
ist mit einer Hand (sehr deutlich) geschrieben, die Schriftfläche 13,5 >< 8,5 em, 
die Zeilenzahl bis auf fol. 233 ist 33, darnach 27; keine Kolumnen; im 
Rande der Folien 234”—287' (Menelaos’ Sphärik) findet sich ein Kom- 
mentar, welcher mit derselben Hand wie der Text geschrieben ist. Dagegen 
sind einzelne Notizen, sowie mehrere Textüberschriften von Händen hinzu- 
gefügt, die dem 16. Jahrh. gehören. Die am meisten vorkommende ist 
jünger als 1558; denn fol. 201” als Note zu Theodosios’ Sphärik 1, 21 
schreibt sie: Haee est 23 Mawrolicj, und Maurolycus’ Theodosiosausgabe 
sowie seine eigene Sphärik erschien im Jahre 1558 (vgl. Seite 19). 

Der Inhalt ist folgender: 

1. Euklids Elemente I—-XV!) (fol. ’—195”), defekt. Der Text 
fängt mit dem Schlufs des Beweises I, 3 an: exeunt a centro eiusdem eirculi 
ad circumferentiam ... (Es fehlen die Sätze I, 39—44, der Schlufs von 
I, 38 und der Anfang von I, 45.) 

Schluls: ... . quare assignato corpori constal nos speram, quemadmodum 
propositum erat, inscripsisse. 

2. Theodosios’ Sphärik I—II?) (fol. 196"— 233"). 


N Dieser Euklidtext ist der von Campanus’ Ausgabe her bekannte. Cam- 
panus’ Kommentar ist in den Text eingefügt. 

2) Dieser Theodosiostext hat, wie der in den folgenden Hss. (Nr. 11 und 13), 
3 Bücher mit bezw. 32, 31 und 10 Sätzen, fällt hauptsächlich mit dem in Venedig 
1518 gedruckten mit bezw. 33, 31 und 15 Sätzen zusammen, ist dagegen nicht 
mit dem in den Codd. Paris. 9335, S. Marco Venet. 332 und 8. Marco Flor. 206 
(Conventi soppressi J, 1, 32) befindlichen mit bezw. 22, 22 und 13 Sätzen zu ver- 
wechseln. Der gegenwärtige Text enthält Campanus’ Kommentar eingefügt. 

Abhandl. z. Gesch. d. math,. Wissensch. XIV. 10 
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Anfang: Spera est figura solida una tantum superficie contenta . . 

Schlufs: . . . sicut processimus in demonstratione antepremisse quartam. 

3. Menelaos’ Sphärik I—IIL!) (fol. 234°—287). 

Anfang: Declarare wolo qualiter faciam . . 

Schluls: ... . et eqwedistat arcwi .bg. et ülud est, quod deelarare uolwi- 
mus. Expletus est tractatus tertius lübri Milej de sperieis, et cum eius ex- 
pletione completus est totus liber eius. 


10. 


Cod. Vindobonensis lat. 5277, chartae. ea. 1525 (vgl. den Handschriften- 
katalog). 

Diese vielbenutzte Hs. enthält den Menelaostext, einen Teil (fol. 171” 
— 185") in Abschrift von Johs. Vögelin, den Rest (fol. 361”—378”) in 
Abschrift von einer mir unbekannten Hand, aber von Vögelin korrigiert. 
Dieser letzte Teil ist eine Abschrift nach der vorigen Hs (Cod. Palat. 1351). 
Campanus’ Kommentar hat Vögelin teils am Rande, teils hinten (fol. 381” 
— 385”) hinzugefügt. 


11. 
In folgenden 3 Hss. ist Campanus’ Kommentar in den Menelaostext 
eingefügt: 


11. 

Cod. Reginensis lat. 1261, membr. XIV saec. (ca. 1350 — 1375), 
24,9 x 17,5 cm. 

Dieser Codex besteht aus einem Vorsatzblatt mit altem Inhaltsverzeich- 
nis und 296 numerierten Textfolien; zuletzt findet sich ein leeres Blatt. 
Die 24 Quaternionen bestehen aus je 6 Lagen. Die letzte Quaternion ist 
nur teilweise beschrieben gewesen, deswegen ist auch ihr 9. Blatt leer, und 
die drei letzten Blätter (10—12) in den Einband aufgenommen. Der 
Codex ist also vollständig. Der ganze Text ist von einer Hand geschrieben; 
Randnoten von einer zweiten gleichzeitigen kommen sehr häufig vor. Die 
Schrift ist sehr deutlich, die Schriftfläche 17,2 >< 10 em, die Zeilenzahl 40, 
keine Kolumnen. Die Erhaltung ist ausgezeichnet. Treffliche mathematische 
Figuren und rot-blaue Initialen zieren den ganzen wertvollen Codex. Der 
Inhalt ist folgender: 

1. Gebers sog. Almagestum minor I—VI?) (fol. 1—49). 


Astronomische Auslegungen mehrerer der Sätze im 3. Buch hat die erste Hand am 
Rande hinzugefügt. Die Überschriften der 3 Bücher (bezw. „Theodosius“, „Theo- 
dosij sphaericorum liber 2“ und „TIHEODOSII SPERICORUM kiber III“) sind 
von 3 verschiedenen Händen des 16. Jahrh. hinzugefügt. 

1) Die Überschriften der drei Bücher: „Menelaus de sphaerieis ex Arabica 
translatione latine wersus, et scholijs utilibus auctus“ und „Liber primus Milei de 
Sperieis“ über Buch 1, „Seeundus liber incipit“ über Buch 2 und „Tertius liber“ 
über Buch 3 sind von verschiedenen jüngeren Händen geschrieben. 

2) Die 6 Bücher haben bezw. 17, 36, 25, 19, 28 und 25 aufgezählte Sätze. 
Von den Überschriften ist nur die über Buch 4 bemerkenswert. Sie heifst: Ex- 
plieit liber tercius, concinens universam de motu solis doctrinam. JImeipit liber 4 
de motw lume. 
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Überschrift: Ineipit liber primus almagesti minoris. 

Anfang: Ommium recte philosophancium non solum werisimilibus el eredi- 
bilibus argumentis, sed et firmissimis rationibus deprehensum est, formam 
celi spericam esse motumque ipsius orbieularem 

Schluls: ... . guod non est circulus transiens super duo loca solis et 
lune. Nam wisus locus lune, tunc ipse locus solis et inclinationes quidem 
tenebrarum sie se habent. 

Anhang (fol. 49°): 2 grofse Figuren zu den Planetenbewegungen und 
dazu ein kleiner Text: Nota: »p » est centrum terre, - 0- centrum ecentrict 
deferentis ..... a primo argumento ad hoc quod dieimus. 

2. Jordanus Nemorarius’ de ponderibus') (fol. 50'—55"). 

Überschrift: Ineipit pars prima libri Jordani de nemoye de ratione 
ponderum. 

Anfang: Omnis ponderosi motum esse ad medium, wircutemque ipsius 
esse polenctam ad inferiora . . . 

Schluls: . . . et ideo plus impelletur - a -, qwia motum plus impedit, 
totoque conatu impulsum habebit trahere »b-. KExplieit pars 4", et cum ea 
finitur liber Jordanis (sie!) de ratione ponderis. 

Anhänge (fol. 55'-—-58”): 

1. Si fuerit aliquod corpus ex duwobus mixtum corporibus notis, et ueli- 
mus seire, quantum in eo sit de utroque ipsorum . . . (7 Zeilen) 

2. Si fuerit canonium simmetrum magnitudine ei substantie eiusdem ... 

ae (24 Zeilen) 


1) Das Buch mit dem Titel de ponderibus, de ratione ponderum, de ponderosa 
et lewi oder de ponderositate liegt in mehreren Versionen vor (5 sind mir bis jetzt 
begegnet) und geht teils unter Euklids, teils unter Jordanus’ Namen. Ich 
unterscheide: 

1. einen Text mit 13 Sätzen, die mit langen Beweisen versehen sind (Cod. 
Vatic. 2975, fol. 164°—171?). 
einen Text mit denselben 13 Sätzen, wo jeder derselben nur mit einem 
kurzen Comentum (Erklärung) versehen ist (Cod. Palat. 1377, fol. 19"—20°). 
3. einen Text mit 47 Sätzen, von denen die ersten 13 ganz mit denen in 

Text 1 übereinstimmen (Cod. Vatie. 3102, fol. 29"’—35") ; 
4. einen Text mit 45 oder (durch Vereinigung der 3 letzten) 43 Sätzen, ent- 
weder wie hier im Cod. Regin. 1261 in 4 partes mit bezw. 10, 12, 6 und 
17 Sätzen geteilt, oder ein Buch mit fortlaufenden Satznummern aus- 
machend wie in dem Drucke: Jordani opusculum de ponderibus Nicolai 
Tartaleae studio correctum ... Venetiis apud Troianum Curtium 1565. 
Die 5 ersten Sätze dieser Version fallen mit den 5 ersten der vorigen zu- 
sammen, 6—7 mit 8-9 der vorigen, 8-48 entsprechen wesentlich 14—47 
der vorigen, und den Sätzen 10—13 der vorigen entsprechen die Anhänge 
2—5 im Cod. Regin. 1261. 
einen Text mit 9 Sätzen, den ich in den Codd. 8. Marco Flor. 206 und 213 
(Conventi soppressi J, I, 32 und J, V, 30) traf. Diese 9 Sätze fallen mit 
den 9 ersten der ersten Version zusammen. Einen Text, wieder mit 9 Pro- 
positionen, den ich im Cod. S. Marco Venet. 332 (Valentinelli XI, 6), 
XII saec. fol. 257°--259 angetroffen habe, und der in den Schlulsworten 
von dem ebengenannten Text abweicht, habe ich mit; den übrigen 4 Ver- 
sionen nicht vergleichen können. Doch vermute ich, dafs auch die 9 Sätze 
dieses Textes mit den 9 ersten in den obengenannten Texten 1—3 identisch 
sind; im Venetianer Codex fol. 259"—260Y folgt nämlich ein fiber de canonio 
mit 4 Sätzen, die mit den Sätzen 10-13 der obigen Texte 1—3, d. h. mit 
den Anhängen 2—5 des Textes 4 der gegenwärtigen Hs. zusammenfallen. 
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3. Si füerit proportio ponderis in termino minoris portionis ... (13 Zeilen) 
4. Estqgue ex hoc manifestum, quoniam (sie!) si fuerit canonium sim- 


metrum . . . (1 Seite) 
5. Si fuerit canonium datum longitudine, spissitudine et grauitate . . . 
(1 Seite) 


6. Omne pondus cum quotlibet ponderibus ab eo continue sumptis . 

(7 Zeilen) 

T. Si trianguli tria latera coacerwenlur medietatisque compositi ad singula 
latera differentie') ... . (Beweis:) Regula hec in arabico conseripta dieitur 
... kim: ducatur in - 2, radix product erit area trianguli. Explieit. 

3. Anonym, de natura cometarum (fol. 58"”—59”). 

Anfang: Occasione comete, que nuper apparwit, applieui animum ad 
cogitandum de natura cometarum, et quod mihi indaganti de eis innotuwit ad 
communem wtilitatem in lucem proferre curaui . . . 

Schluls: . . . et ex simalitudine affectionis, quam imprimit in mentibus 
widencium, potest conniei qualitas rei future, cwius est signum. Explicit. 

4. Anonym, Nativitätsberechnung”?) (fol. 59’— 60”). 

Anfang: In nomine patris et filii et spiriti sancti wolo supponere, quod 
natiwitas mea fwerit sub ascendente wirginis post mediam noctem, que sequitur 
diem sancti dyonisü, et quod dies crastina fuerit dies mercurü. KBx hoc 
arguo natinitatem fuisse annis domini - 1200 - mensibus a martio «7: et 
diebus » 9» perfectis ... . 

Schlußs: .... et eodem anno perfecti erunt anni alquoquoden (sie!) cum 
augmento fere. 

5. Euklids Elemente I-XV?) (fol. 61”—197”). 

Überschrift der Seite: - 2 liber geometrie (so auch in den folgenden). 

Anfang: Punctus est, cwi pars non est. — Linea est longitudo sine 
latitudine. — .. . 

Schluls: ... . quare assignato corpori constat nos speram, quemadmodum 
propositum erat, inscripsisse. Kuxplieit, 

6. Theodosios’ Sphärik I—III (fol. 197°— 222”). 

Überschrift der Seiten im 1. Buch: - 1- liber Theodosii de speris, et 
dieitur »- 16 - geometrie, im 2. Buch: »- 2- Theodosii de speris, qui dieitur 
- 17 - geometrie, im 3. Buch: - 3: Theodosii de speris, qui dieitur » 18» 
geometrie. 

Anfang: Spera est figura solida, una tantum superficie contenta . . . 

Schlufs: . . . sieut processimus in demonstratione antepremisse per 
quartam.  Eaplieit Theodosius. 

7. Menelaos’ Sphärik I—III (fol. 223’”—257Y). 

Überschrift der Seite: - 2: fiber Milei de figuris spericis (so auch in 
den folgenden). 


1) Am Rande steht: hec est pars phyloteigni et debet ei subiungi. 

2) Dieser Text ist am Rande von der zweiten Hand stark kommentiert. Aus dem 
Inhalt des Textes und den vielen Hinweisungen auf bekannte Werke, die die Rand- 
noten enthalten, wäre vielleicht eine genaue Zeitbestimmung dieser Hs. zu gewinnen, 

3) Der Text ist der von Campanus kommentierte. Der Kommentar ist in 
den Text eingefügt, wird aber oft durch die Worte: „addieiones“ oder „intra- 
posita‘“ hervorgehoben. Dasselbe gilt auch Text 6 und 7; vgl. Seite 145 Note 2. 
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Anfang: Declarare uolo qualiter faciam . .. 

Schlufs: . . . et equwidistat arcewi -bg- et illud est quod demonstrare 
uoluimus. Expletus est tractatus primi » 2» tertü libri Miler de figuris 
spericis, et cum eius expletione completus est totus liber eius. 

8. Jordanus Nemorarius’ Planisphaerium) (fol. 257’—261”). 

Überschrift der Seite (mit erster Hand): Planisperium. 

Überschrift des Textes (mit jüngerer Hand): „Planispherivm“. 

Anfang: Speram in plano describere?) est singula puncta eius in plano 
quolibet ordinare secundum similitudinem situs . . . 

Satz 1: Spera in quolibet polorum planum contingente, in cwius . . 

Schlufs: . . . representabit punctus - f- in plano polum eireuli decliwis, 
et hee est intentio auctoris de nouo apposilum. Explicit. 

9. Anonym, de speculis comburentibus?) (fol. 262’—265"). 

Überschrift (mit jüngerer Hand): „De specvlis combvrentib‘“. 

Anfang: De sublimiori quod geometre adinuenerunt, et in quo antiquwi 
sollieiti fuerunt . . . 

Schlufs: .. . Et sunt fortioris combustionis ommibus speculis, quoniam 
radii conuertuntur ex tola swperficie eorum ad punchuwm wmım.  Kaplieit de 
speculis comburentibus. 

10. Apollonios’ sog. de pyramidibus*) (fol. 265"”— 266"). 

Überschrift: Ista sunt, que sequuntur, in prineipio libri Apollonii de 
piramidibus, et sunt anxiomata (sie!), que premittuntur in libro illo. 

Anfang: Cum continuatur inter punctum aliquod . . . 

Schluls: .. . et nominatur linea erecta lines, super quam posite sunt 
linee protracte ad diametrum secundum ordinem. 

11. Gerhards (v. Cremona?) Algorismus I—II?) (fol. 266‘— 289°). 

1) Dem gegenwärtigen von Campanus (vgl. unten) überarbeiteten Plani- 
sphaerium bin ich in den Codd. Basil. F, IL, 33 und S. Marco Venet. VII, 32 (Va- 
lentinelli XI, 90; vgl. unten) begegnet. Der reine, mit Satz 1 anfangende Text: 
„Spera in quolibet punetorum (oder polorum) ... . in communi ergo sechione tpsius 
et eireuli - poyh- est in -0- sicut illius punch, quod proponebabuw“ findet sich im 
Cod. Vatie. 3096 fol. 140’—143" (membr. XIV saec.) mit dem Titel „Planisperium 
Jordani“ und stimmt mit dem Texte in dem Drucke: Sphaer«e atque astrorum 
eaelestium ratio natura et motus ete. .... Valderus 1536 überein. 

2) Über der Zeile hat zweite Hand hier geschrieben: Hee est diffinitio plani- 
sperü,; vgl. vorige Note. 

3) Zu meinen Notizen über diese und die folgende Schrift (vgl. Bibl. math. 
1902, p. 71) ist noch hinzuzufügen: Diese zwei Texte finden sich im Cod. Regin. 
1253 (XIV saec.), und zwar de pyramidibus fol. 62°—63", (de speculis comburentibus 
fol. 63"—-69”, letzterer mit dem Titel liber de arte speculorum eomburentium; gleich 
danach folgt im Cod. Reg. 1253 die aus dem Cod. Paris. 9335 (vgl. Bibl. math. 
1902, p. 68) bekannte Aufrechnung der mittleren Bücher „seeundum Johannitium“. 
Im Cod. Palat. 1377 bildet der Text Tideus: de speeulis mit dem Titel: liber 
Tadei de speculis (fol. 11’—14") einen Text mit dem Texte de speeulis combu- 
rentibus (fol. 14°—18”); hier fehlt aber der im Cod. Paris. 9835 zwischen die beiden 
eingeschaltete Text de pyramidibus. Ein innerer Zusammenhang der 3 Texte 
dürfte kaum stattfinden. 

4) Ediert in Heibergs Apolloniosausgabe, Prolegomena, p. LXXV fl. 

5) Im Cod. Digby 61 heist das Werk: Algorismus magistri Genardi in in- 
tegris et minutiüs, vgl. Cat. Codd. Mss. Bibl. Bodl. IX confeeit Macray, Oxonü 
1883, p. 68—64 und Boncompagni, Della vita e delle opere di Gherardo Öre- 
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Überschrift: Traetatus magistri Gernardi (sie!) de algorismo. 

Anfang: Digitus est ommis numerus minor decem. — Articulus est ommnis 
mumerus, qui digitum decuplat, aut digiti deeuplum, aut decupli decuplum ... 

Satz I, 1: Ex marimo et minimo cwiuslibel limitis numero constat 
primus numerus limitis proximo loco superioris. Verbi graltia sint . 

Schluls: . . . et quanto sepius multiplicaueris, tanto propinqwiorem ra- 
dicem inuenies sicut ex premissis patere potest. Hec sunt, que de minueis 
scienda et ideo colligenda putaui, et eia (?) finit. 

12. Notiz über Astrolabien (fol. 289” letzte Hälfte). 

Anfang: Cwiuslibet artis studium ad astronomiam spectat, widelicet «a 
qua habet originem . 

Schlufs: .. . ergo que est primi ad secundum, ea est secundi ad 3"; 
ergo eirceuli proportionales, et hoc est propositum. 

18. Johannes’ (de Monte Pessaluno?) Quadrans vetus!) (fol. 2839’—292”). 

Überschrift: Practiea geometrie. 

Anfang: Geometrie due sunt parltes prineipales, theorica el practica. 
Theorica est quando . 

Schlufs: . . . sie de similibus corporibus siue sint laterate columpne 
sie laterate piramides sine conice, spere wel quomodolibet aliter se kabeneia 
similia corpora. Explicit. 

14. Buch über praktische Geometrie in 4 partes?) (fol, 292'—296”). 

Überschrift: fehlt. 

Anfang: Artis ewiuslibet consummatio in duobus consistit in thorice (sic!) 
et practice . . . (es folgt eine Lobrede über die praktische Geometrie und 
dann kommt:) Vobis igitur super geometrie practicam iocundum tractatum_ et 
fructu memorem instruimus, widelicet quod de magistri nostri fonte duleius 
hausimus, sicientibus propinemus (siel). Opus autem nostrum in - 4- distinguimus 
partes. In prima planimetriam instrwimus superficierum quantitates inuesti- 
gando. In secunda capacitates corporum et crassitudines inuenire docemus. 
In tertia geometricas et astronomicas minweias ad predicta necessarias docere 
promittimus. In d” altimelriam mensurare alta docebimus, ita ut principaliter 
geometrie secundario astronomie hoc opus deserwiat. Theorice igitur exordiamus. 

(Satz 1) Linee recte quantitaten podismari. Esto . .. 

Schlufs: . . . eorum ingenio exercitando ex industria non ignorancia 
pretermisimus, et hec de crassimetria sufficiant. 


12, 
Cod. Vatic. lat. 4571, membr. XIV saec. (ca. 1350— 1375) 32,5 >< 24,0 enı. 


Dieser Codex besteht aus 21 numerierten Textfolien und einem leeren 
Schlufsblatt. Die Folien 1—18 bilden 3 Quaternionen aus je 3 Lagen; 


monese, Roma 1851, p. 57. Das Werk hat im Cod. Regin. 1261 2 Bücher mit bezw. 
43 und 42 Sätzen; von diesen fehlen im Cod. Digby 61 die Sätze IL, 9—42, wenn 
Macrays Angaben richtig sind. 

1) Über diesen in zahlreichen Hss. vorkommenden Text vgl. z.B. Stein- 
schneider, Hebräische Übers. p. 611—613. 

2) Über diesen Text, der mir sonst nicht begegnet ist, kann ich keine Auf- 
schlüsse geben. Die ganz kurzen Sätze sind nicht aufgezählt. Der gegenwärtige 
Text dürfte übrigens nicht vollständig sein. 
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jedes der letzten 3 Folien ist für sich hinzugefügt. Die Schriftfläche ist 
23,5 >< 17,0 em; die Schrift steht in 2 Kolumnen, deren jede 23,5 >< 7,8 cm 
milst. Die Zeilenzahl variiert zwischen 52 und 55. Der Text mit Aus- 
nahme von fol. 21 ist von einer Hand geschrieben. Datierungen oder 
Subskriptionen kommen nicht vor. Der Inhalt ist folgender: 

1. Menelaos’ Sphärik I—III (fol. 1'—20°). 

Überschrift: Primus liber Millei in figuris sperieis. 

Anfang: Declarare volo qualiter faciam . ..__ 

Schlufs (fol. 18”): . . .. et eqwidistat arcwi bg: et illud est quod de- 
clarare volnimus. Expletus est tractatus primi - 2-3 - libri Milei de figuris 
spericis, et cum eius completione completus est tolus liber eius. Die Figuren 
zum Menelaostexte folgen fol. 19"—20”; die Figur zu III, 5 ist verzeichnet. 

2. Textfragment (fol. 21), dessen Inhalt weder mit der Mathematik 
noch mit den Naturwissenschaften zu thun hat. 


13. 

Cod. 8. Marco Venetiarum lat. VIII, 32, membr. XTV saee. (in Valen- 
tinellis Katalog XI, 90). 

Was die Beschreibung dieser Hs. betrifft, verweise ich auf Valen- 
tinelli. Der Inhalt ist folgender: 

1. Theodosios Sphärik I—III!) (fol. 1’—35"). 

Überschrift: Ineipit 1“ liber Theodosii de speris. 

Anfang: Spera est figura solida, una tantum swperficie contenta 

Schlufs: ... . sieut processimus in demonstratione antepremisse per quar- 
tam. Explieit liber Theodosii de speris cum commento Capani (sie). 

2. Menelaos’ Sphärik I—III (fol. 35’— 84°). 

Überschrift: Ineipit 1“ liber Milei de arcubus. 

Anfang: Deelarare wolo qualiter faciam . .. 

Schlufs: . . . et equedistat arcwi bg: et illud est quod demonstrare 
uolrimus. ZErpletus est tractatus primi, 2’ et tereii libri Milei de figuris 
spericis, et cum eius expletione completus est totus liber eins. 

3. Jordanus Nemorarius’ Planisphaerium (fol. 84’—90*). 

Überschrift: Ineipit planisperium. 

Anfang: Speram in plano deseribere est singula puneta eius in plano 
quolibet: ordinare secundum similitudinem silus . . . 

Schlufs: ... . representabit punctum - f- in plano polum eireuli decliwis, 
et hee est intentio auctoris de nouo appositum,. Explicit. 

4. Anonym, de speculis comburentibus?”) (fol. 90"—94”). 

Überschrift: Ineipit liber de speculis comburentibus. 

Anfang: De sublimiori quod geometri (?) adinuenerunt, et in quo antiqwi 
sollieiti fuerunt . .. 

Schlufs: .... Et sunt fortioris combustionis ommibus speculis, quoniam 
radii conuertuntur ex tota superficie eorum ad punchum unum.  Explieit de 
speeulis comburentibus. 


1) Die Texte 1-—-3 haben alle den Kommentar des Campanus in den Text 
eingefügt. Vgl. oben Seite 145 Note 2 und Seite 149 Note 1. 
2) Über die Texte 4—5 vgl. oben Seite 149 Note 3. 
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5. Apollonios’ sog. de pyramidibus!) (fol. 94'— 96"). 

Überschrift: Ista sunt, que sequuntur, in primo (?) libro Apollonii de 
piramidibus, et sunt anwiomata (sie!), que premittuntur in libro illo. 

Anfang: Cum continuatur inter punclum aliquod . .. 

Schlufs: ... . et nominatur linea recta linea, super quam posite sunt 
linee protracte ad diametrum secundum ordinem. 

Von den bis jetzt ermittelten lateinischen Menelaoshandschriften harren 
noch folgende einer Untersuchung (vgl. Seite 12): 

14. Cod. Rheno-Trajestorise 725 (Utrecht), 

15. Cod. Parisinus 7251, 

16. Cod. Bodleianus 6556 . 9 (verschollen?), 

17. Cod. Digby 168 (Oxford), nur Fragmente, und 

18. Cod. Digby 178 (Oxford), nur Fragmente. 
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Dem Leser sind wir noch den Nachweis schuldig, dals der Kommentar, 
dem wir in den zur Klasse B gehörenden Menelaoshss. begegneten, in der 
That Campanus zuzuschreiben ist. Dieser Nachweis ist unserer Ansicht 
nach nicht unwichtig; denn die Würdigung des Campanus ist bis jetzt 
sehr unsicher gewesen; der Nachweis aber, dafs er derjenige ist, der Mene- 
laos’ Sphärik kommentiert hat, entschleiert zugleich, wie wir sehen werden, 
eine umfangreiche Thätigkeit, die Campanus als Kommentator entfaltet 
hat, und von der wir bisher nur teilweise unterrichtet waren. 

In den Codd. S. Marco Venet. VIII, 32 (d. h. Valentinelli XI, 90), 
Reginensis 1261 und Palatinus 1351 (vgl. oben) findet sich Theodosios’ 
Sphärik mit einem Kommentar, welcher in der erstgenannten dieser Hss. 
dem Campanus beigelegt wird (vgl. oben Seite 151 und Bibl. math. 1902, 
p. 67). Gleich auf den Theodosiostext folgt in allen drei Hss. der kom- 
mentierte Menelaostext. Deswegen ist natürlich noch kein zwingender Grund 
vorhanden, auch Campanus den Menelaoskommentar beizulegen. 

Eine genauere Untersuchung der beiden Kommentare macht es aber 
unzweifelhaft, dafs sie denselben Urheber haben. Der Kommentar zu Theo- 
dosios II, 15 (entspricht II, 12 des griechischen Textes) hat nämlich diesen 
Passus: De lineis autem inequalibus dico, quod maior resecabit maiorem 
arcum et minor minorem; que aultem maiorem resecat arcum, illa est maior, 
que aulem minorem, la est minor. Quod hie proponitur de facili proba- 
bitur eodem argumentationis genere, quo auctor probat principale proposilum ; 
et walet istud ad - 8- Milei, ubi dieitur in commenti fine illius 8°: „et 
erit linea egrediens ex «2 ad -d.- etc.“ — In den fünf mir bekannten Hss., 
die den kommentierten Menelaostext enthalten, begegnen wir in der That 
auch im Beweise des Satzes I, 8 den Worten: et erit linea egrediens ex 
-z.ad-d-, und als Kommentar dazu (in den Codd. Palat. 1351 und 
Vindob. 5277 also am Rande) den Worten: hoc patet per hoc, quod ego 
apposwi ad 15 secundi T’heodosii. 


1) Dieser Text ist Valentinelli entgangen. 


Nachtrag. 153 


Wenn also der Theodosioskommentar, wie es in der Venetianer Hs. an- 
gegeben wird, von Campanus herrührt, so ist dasselbe mit dem Menelaos- 
kommentar der Fall. Dafs die Angabe der Venetianer Hs. richtig ist, läfst 
sich aber nicht bezweifeln Die Kommentare müssen nämlich im 13. Jahrh. 
verfafst sein; denn sie finden sich in Abschrift in Hss., die noch im ersten 
Drittel des 14. Jahrh. geschrieben sind, wie God. Palat. 1351, und in dem 
Kommentar zu Menelaos II, 1 wird Jordanus Nemorarius zitiert mit 
den Worten: secundum quod definit Jordanus in commento oclauae proposi- 
tionis noni libri arismetice sue; ferner kommen in den Kommentaren zu den 
zwei sphärischen Werken mehr als ein Mal Hinweisungen auf den wohl- 
bekannten Euklidkommentar des Campanus vor. An der Autorschaft 
Campanus’ zweifelte auch der Kardinal Pomponus Üecio nicht; fügt er 
doch in seiner Abschrift von Theodosios’ Sphärik, d. h. Cod. Vatie. 3380 
(vgl. oben) fol. 21” bei den Textworten: hoc enim necesse est, quemadmodum 
demonstrauimus in prima decimi am Rande hinzu: nota, quod hinc constat 
hanc esse exposilionem Campani. 

Nunmehr nimmt es kein Wunder, dafs im Cod. Regin. 1261 die drei 
Bücher der Sphärik des Theodosios als Buch 16—18 der Elemente auf- 
gezäblt werden (vgl. Seite 148). Campanus hat eben die Elemente des 
Euklid und die Sphärik des Theodosios als Fundament der Geometrie 
betrachtet und hat die beiden Werke, denen meistens auch Menelaos’ 
Sphärik hinzugefügt wurde, mit weitläufigen Kommentaren und einem ganzen 
Netz von gegenseitigen und zwar sehr nützlichen Hinweisungen versehen, 

Ich vermute nun, dals Campanus’ Herausgeberthätigkeit (denn so 
müssen wir sie nennen) mit diesen drei Kommentaren noch lange nicht 
erschöpft ist. Ein Werk wenigstens kommt hinzu, nämlich Jordanus’ 
Planisphaerium, von welchem ein kürzerer, reiner und ein längerer mit 
Kommentar versehener Text vorliegt, und dieser Kommentar ist wahrschein- 
lich auch dem Campanus zuzuschreiben. Im Cod. Regin. 1261 (vgl. oben) 
folgt das kommentierte Planisphaerium gleich nach den drei von Campanus 
kommentierten Werken, und in dem Kommentar kommen Hinweisungen auf 
alle drei Werke mehrmals vor. Wie viele aber von den Texten, die eben 
in den Hss. des 14. Jahrh. in zwei Rezensionen vorliegen, Campanus 
überarbeitet hat, muls ich dahingestellt sein lassen. Obwohl die Ent- 
wickelungsgeschichte der Mathematik bis auf Newton nur klar zu legen 
ist durch die Feststellung und Identifikation der in den lateinischen mittel- 
alterlichen Hss. befindlichen Texte, so ist in dieser Beziehung noch ver- 
hältnismälsig sehr wenig gethan, und Campanus ist nur einer unter vielen, 
deren wissenschaftliche Thätigkeit und Bedeutung für die Nachwelt noch 
nicht festgestellt ist. | 

Ich darf hier nicht zu nennen versäumen, dafs Campanus möglicher- 
weise der Urheber ist eines seinerzeit von Steinschneider öfters erwähnten 
und dem Täbit ibn Korrah beigelegten kleinen Textes mit dem Titel: 
De figura sectore, welcher in den zwei Drucken: Sphaera mundi, Venedig 
1518 steht. Im Cod. Vatic. lat. 3098, chartac. XTV—XV saec. hat dieser 
Text (fol. 109’—”) nämlich die Überschrift: Expositio magistri Campani 
in figura sectore, und im Cod. S. Marco Flor, 184, wo seine letzte Hälfte 
gerade hinter dem reinen Menelaostexte folgt (an der Übergangsstelle ist 
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eben ein Blatt weggeschnitten), steht im alten Inhaltsverzeichnis vorne in 
der Hs.: Tractatus Milei et Campani. Täbits Werk mit demselben 
Titel, welches ich nach Cod. Arsenalis 1035 untersucht habe, und das ich 
kürzlich in dem bisher unbekannten Cod. Neapolit. VII, E, 33 fand, ist 
jedenfalls viel gröfser als der gedruckte Text und nicht einmal teilweise 
mit diesem identisch, Übrigens ist Täbits Werk eine recht bedeutungs- 
lose Leistung und der dem Campanus beigelegte gedruckte Text durch- 
aus wertlos. 


3. (Vgl. Seite 8.) 


In einem Aufsatz in der Bibl. math. 1901 habe ich Seite 204 die Un- 
brauchbarkeit der lateinischen Ausgaben (Nürnberg 1537 und Bologna 1645) 
von Al-Battanis Astronomie festgestellt. Ob der Übersetzer, Plato von 
Tivoli, oder vielmehr der Herausgeber die Schuld daran hat, konnte ich 
aber damals nicht entscheiden. Ich habe nun Gelegenheit gehabt, die Über- 
setzung handschriftlich zu untersuchen, und kann konstatieren, dafs Platos 
Übersetzung, so wie sie in den Handschriften vorliegt, mit dem arabischen 
Texte sehr gut übereinstimmt. Der Herausgeber hat somit entweder seine 
Vorlage, namentlich was die Zahlen betrifft, konsequent milsverstanden, oder 
er hat eine sehr schlechte Handschrift benutzt. In der Schätzung von Plato 
von Tivoli als Übersetzer schliefse ich mich deswegen vollständig Curtze 
an (vgl. Der Liber Embadorum des Savasorda in der Übersetzung des 
Plato von Tivoli, ed. Curtze, Einleitung p. 6). — Die von mir benutzten 
lateinischen Al-Battanihss. sind Cod. $. Marco Venet. VIII, 14 (Valentinelli 
XI, 60), membr. XIV saec. und Cod. Vatie. 3098, chartac. XIV—XV saec. 


4. (Vgl. Seite 13 Note 50.) 


Dafs es mir nicht gelungen ist, in Deutschland lateinische Menelaoshss. 
aufzufinden, ist recht sonderbar, da Regiomontanus sicher solche aus 
Italien nach Nürnberg mitgebracht hat (vgl. Seite 19, Note 65 und 
Seite 98). Eine Bestätigung meiner Annahme, dafs man in Nürnberg um 
das Jahr 1500 den Menelaostext besals, fand ich kürzlich in einem Werke 
eines der Nachfolger Regiomontanus’, dem liber de triangulis sphaerieis 
von Johannes Werner. In diesem steht nämlich (Buch 2, Satz 10): Hane 
<propositionem> Menelaus iuxta codieem, qui in fuit potestate mea demon- 
stravit in propositione secunda libri tertii. Die nähere Untersuchung dieses 
und anderer Wernerschen Zitate bestätigt, dafs der Nürnberger Stadt- 
pfarrer die Gerhardsche Übersetzung von Menelaos’ Sphärik benutzte, 
und zwar sehr ergiebig. 

Nähere Aufschlüsse über Werners Werk, das man als verschollen 
betrachtet hat (vgl. Cantor II, p. 417 und v. Braunmühl, Gesch. d. Trig. I, 
p. 133), das ich aber in einer Hs. der Vatikanischen Bibliothek gefunden 
habe, wird man in der Bibl. math. 1902, Heft 2 und ff. finden können. 


——- | — —— 


NACHTRÄGE UND BERICHTIGUNGEN 
„DIE MATHEMATIKER UND ASTRONOMEN DER ARABER 
UND IHRE WERKE“, 


HEINRICH SUTER 


IN ZÜRICH. 


Nachträge und Berichtigungen zu „Die Mathematiker 
und Astronomen der Araber und ihre Werke“. 


Es ist kaum zu vermeiden, dafs bei der Abfassung eines Werkes von 
vorherrschend bibliographischer Natur, wie meine Arbeit: Die Mathe- 
matiker und Astronomen der Araber und ihre Werke (Abhandl. zur 
Gesch. d. mathem. Wissensch. 10, 1900), wo man so viele Quellen zu 
Rate zu ziehen hat, wo man hauptsächlich umfangreiche Kataloge durch- 
gehen muls, die eine oder andere Quelle unberücksichtigt gelassen, hier 
und da eine Katalogstelle übersehen werden kann. Es sind mir in neuester 
Zeit noch einige Werke über arabische Mathematiker und Astronomen 
zur Kenntnis gekommen, die mir leider bis jetzt unerreichbar waren, und 
die ich für die folgenden Notizen benützt habe, so z. B.: STEINSCHNEIDER, 
Die hebräischen Übersetzungen des Mittelalters (Berlin 1893)!); (RoBLes), 
Catalogo de los manuseritos arabes existentes en la bibl. nacional de Madrid 
(1889)?); C. A. NALLINO, I manoseritti arabi, persiani, sirtaci e turchi 
della bibl. nazionale e della R. accad. delle scienze di Torino (1900)°); 
Collections scientifigues de Ulnstitut des langues orientales de St. Petersbourg, 
t. I. (Mss. arabes deerits par le Baron V. Rosen), St. Petersb. 1877%), 
et t. III. (Mss. persans decrits par le m&me), ibid. 1886°); Cataloghi dei 
codiei orientali di alcune biblioteche d’ Italia (Firenze 1878 u. flg.).*) Sodann 
hat mich Hr. Prof. C. A. NALLINO in Neapel durch private Mitteilungen 
auf eine Reihe von Verbesserungen aufmerksam gemacht; ich spreche 


1) Wird zitiert mit „Srumscunewer, Hebr. Übers.“ 

2) Wird zitiert mit „Madrid,“ 

3) Wird zitiert mit „Zurin‘ und bezieht sich nur auf die Mss. der Bibl. nazio- 
nale in Turin, 

4) Wird zitiert mit „St. Petersb. Inst. A.“ 

5) Wird zitiert mit „St. Petersb. Inst. P.“ 

6) Wird zitiert mit „Cat. d’Italia“;, der Inhalt von 4), 5) und 6) wurde mir, so- 
weit es die Mathematik und Astronomie betrifft, von Hrn. ©. A. Naruıno in Neapel 
gütigst mitgeteilt. 
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diesem ausgezeichneten Gelehrten, dessen Kenntnisse auf dem Gebiete der 
mathematischen, astronomischen und geographischen Litteratur der Araber 
wohl von wenigen ÖOrientalisten der Gegenwart erreicht werden mögen, 
hier öffentlich meinen ergebensten Dank für seine gütige Hilfe aus. 


Zu Art. 2, 7,27 u. 28: Nach NaLLmo ist „NAUBACHT“ (pers. = neues 
Glück) die richtige Lesart, nicht „NÜBACHT.“ 

Zu Art. T u. 11: Es ist vielleicht der unter den Übersetzungen 
GERARDS von ÜREMONA genannte liber alfadhol i. est arab de bachi (?) ein 
Werk dieses FApL B. NAUBACHT (s. Art. 7) oder dann des FApL B. SAHL 
EL-SARACHSI (s. Art. 11). 

Zu Art. 8: Für lat. und hebr. Übersetzungen von Schriften MASALLÄLUS 
verweise ich auf STEINSCHNEIDER, Hebr. Übers. p. 599—603, und auf 
Houvzeau, Dibliogr. gender. de lastron. I, p. T00— 102. 

Zu Art. 13: Das Buch der Fragen (masä’il) von “OÖMAR B. EL-FAR- 
RUCHÄN EL-TABARI (oder von seinem Sohne MunH. B. “OMAR, s. Art. 34) 
befindet sich auch in Beirüt (Biblioth. der kathol. Univers. St. Joseph). 
(NALLINO.) 


Zu Art. 14: Wie mir Hr. NauLmo mitteilt, sind die im Escurial 
(922, jetzt 927) noch vorhandenen Tafeln wirklich diejenigen des JAHJÄ 
B. Asi MAnsÜR, genannt die „erprobten Mämünischen“ Tafeln, mit Ein- 
schiebungen aus den Tafeln des Küssär, Ien EL-A'LAm und ABl’L- 
Werä. 

Zu Art. 19 u. Anmerkg. 5°: Zur Zeit, da ich diese Artikel schrieb, 
war mir die ausgezeichnete Abhandlung NALLINOS: ArCxvwärızui e dl 
suo rifacimento della geografia di Toroxeo (in den Atti della R. accad. 
dei Lincei, 2,:1, 1894) noch nicht bekannt, worin der Verfasser nach- 
weist, dafs die von SpittA Bey aufgefundene, jetzt in Strafsburg (L. arab. 
Cod. Spitta 15) befindliche Schrift des Mun. B. Müsä, betitelt sürat 
el-ard (Figur der Erde), eine nach dem Stande der geographischen Kennt- 
nisse der Araber zur Zeit EL-MÄmÜns gemachte Umarbeitung der Geo- 
graphie des PTOLEMÄUS sei. MunH. B. Müsä verfalste ferner für EL-MÄmÜNn 
ein Kompendium des grofsen Sindhind, den Mun. B. IBrÄHim EL-FAzAri 
aus dem indischen Siddhänta übersetzt, oder nach demselben bearbeitet 
hatte; der Fihrist identifiziert dieses Kompendium des Sindhind mit den 
astronomischen Tafeln des Mun. ». MüsA. Zu diesen Tafeln schrieb ein 
gewisser MuH. (od. Atmen) B. MurTAnnÄ (od. MUTÄnÄ) B. "ÄBDELKERIN, 
über den wir nichts weiteres wissen, einen Kommentar, der in Form von 
Frage und Antwort abgefalst und für einen Mun. B. “Ari ». IsmÄiL ge- 
schrieben war; dieser Kommentar existiert nur noch in einer hebräischen 
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Übersetzung des Apramam B. Esra in der Bodl. (Mich. 835) und in 
Parma (de Rossi 212), betitelt Ta’amö lüchöt Alchowärezm? (Gründe der Tafeln 
des CHOWÄREZMI.) (Vergl. STEINSCHNEIDER, in Zeitschr. d. deutschen 
morgenländ. Gesellsch. 24, 1870, p. 339—391, und Hebr. Übers. p. 572.) 
— Hr. NaLnmo giebt in der genannten Abhandlung eine Stelle aus den 
Annalen EL-TABAris (Ser. III T. I. p. 1363) wieder, aus welcher der 
Schlufs gezogen wird, dals EL-CHOWÄREZMi, welcher dort noch die Bei- 
namen EL-MAGÜsi EL-QOTROBBOLI [= der Magier aus Qotrobbol (am 
Euphrat)) hat, i. J. 232 (846/47) beim Tode des Chalifen EL-WÄTIQ noch 
am Leben war. Ich habe sein Todesjahr zwischen 220 und 230 angesetzt, 
was nun also vielleicht in 230—240 zu verbessern ist, doch mufs ich 
hierüber noch folgendes beifügen: Mun. B. MOsA EL-CHoWÄREZMi und 
Mun. B. MÜsi 2. Säkır sind jedenfalls öfters von den spätern Schrift- 
stellern der Araber verwechselt worden (vergl. auch Anmerkg. 6 meines 
Buches). So glaube ich, dafs der von dem Chalifen EL-WArıg zu dem 
oströmischen Kaiser behufs Besichtigung der Höhle der Siebenschläfer ge- 
sandte Mom. Bg. Müsä en-Muna@6ım (der Astrolog oder Astronom, so 
heifst er bei IB CHORDÄDBEN, kitäb el-masälik wel-mamälik: Biblioth. 
geograph. arabie. P. VI, p. 106) der i. J. 259 (873) gestorbene Mun. 
B. Müsä B. SÄKIR sei, denn von diesem wird berichtet, dafs er nach den 
oströmischen Ländern gereist sei, um wissenschaftliche Werke daselbst zu 
erwerben; IBN ÜHORDÄDBEH berichtet (l. c.), dals ihm MunH. ». Müsä der 
Astronom selbst von dieser Reise erzählt habe, das hätte. wohl um das 
Jahr 250 (864), um welche Zeit höchst wahrscheinlich Isv CHORDÄDBEH 
das genannte Buch geschrieben hat, MuH. B. Müsä EL-CHOWÄREZMI nicht 
mehr thun können. EL-MoqQApDesi schrieb i. J. 378 (988/89) in seinem 
kitäb ahsan el-tagäsim (Biblioth. geograph. arabic. P. III, p. 362) 
nach IBn CHORDÄDBEH über eine Gesandtschaftsreise, die Mun. B. Müsä 
EL-CHOWÄREZMI EL-MUNAGGIM im Auftrage EL-WÄTIQs zu TARCHÄN, dem 
König der Chazären gemacht habe, ich glaube, dals dies wiederum Mun. 
B. MüÜsi B. SAkIR ist, und dals EL-MogApDesi ihn mit dem ältern Mun. 
B. MÜsä verwechselt, und deshalb „EL-CHOWÄREZMi“ noch von sich aus 
hinzugefügt hat. Iev Rosten erwähnt in seinem kitäb el-aläg el-nafise 
(Biblioth. geograph. arabic. P. VII, p. 266) einen Auftrag des Chalifen 
EL-MUTAWARKIL (232—247, 847—61) an MuH. B. MüsA EL-MUNAGGIM 
zur Auswahl eines Bauplatzes für eine zu gründende Stadt, auch dies ist 
wohl Mun. 8. MÜsä ». Sikır. Zur Bestätigung der oben ausgesprochenen 
Vermutung über den Träger der Sendung nach der Höhle der Sieben- 
schläfer erwähne ich noch, dafs Mas’üpi in seinem Aetäb el-tunbih we’l- 
isräf (Biblioth. geograph. arabie. P. VIIL, p. 134) diesen Gesandten 
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geradezu Mun. B. MÜsä B. SAKIR EL-MUNAGGIM nennt.!) An andern 
Stellen dieses Buches (p. 186, 199 und 222) wird Mur. B. Müsä EL- 
CHOWÄREZMi, bezw. blols EL-CHOWÄREZMI, mit seinen Tafeln erwähnt, 
ohne den Beinamen EL-Muna@6ım. Man ersieht aus allem diesem, dafs 
das strenge Auseinanderhalten beider Autoren schwierig ist, und deshalb 
ist auch die Möglichkeit nicht ausgeschlossen, dafs EL-TABARi in der oben 
zitierten Stelle den Mun. p. MÜsä ». SAkıR, der gewöhnlich EL-MuNAG&ıMm 
genannt wird, mit dem ältern Mun. B. Müsä verwechselt hat, und also 
von sich aus, wie dies EL-MOQADDESi gethan haben mag, „EL-CHOoWÄ- 
REZMi“ hinzugefügt hat; ich will allerdings nicht verschweigen, dafs der 
Beiname EL-MA&üÜsi, der aber nur bei EL-TABARi vorkommt, eher für die 
andere Ansicht spricht, die Hr. NaLLıno in der genannten Abhandlung 
vertritt. Um schliefslich das Material zu dieser Frage zu vervollständigen, 
soweit wir es imstande sind, sei noch erwähnt, dals einige arabische 
Quellen?) noch einen dritten Mun, B. MüsA erwähnen, der den Beinamen 
EL-GALIS (der Gesellschafter, Genosse) hatte, und ebenfalls Astrolog und 
Jıeitgenosse von JAHJÄ B. Api MAnsÜR und noch von Asl MA'SAR war. 

Zu Art. 24: Nach NALLINO ist „SENED“ (oder SanAD) die richtige 
Lesart, nicht „Sind“, 

Zu Art. 26: Das Buch „über die Urteile aus den Gestirnen“ (kitäb 
ahkäm el-nugüm) des SAHL B. Biär befindet sich auch in Beirüt (Biblioth. 
der kathol. Univers. St. Joseph). (NALLINO.) 

Zu Art. 29: JAHJÄ B. EL-BATRiQ übersetzte noch aus dem Griechischen 
ins Arabische die Meteorologie des ARISTOTELES, die arabisch in hebräischer 
Schrift vorhanden ist im Vatikan (Hebr. Nr. 378), nach STEINSCHNEIDER, 
Schriften d. Araber in hebr. Handschr., n Zeitschr. d. deutschen 
morgenl. Gesellsch. 47, 1893, p. 342. 

Zu Art. 31: Nach NALLINO wurde das hier genannte astrologische 
Werk des Isxn HırıntA nach 330 (941/42) verfafst; die von mir gemachte 
Angabe 214 befindet sich im Münchener Katalog von AuMmer. 

Zu Art. 39: eL-FarGänis „Elemente der Astronomie“ existieren in 
der hebr. Übersetzung des JAKoB AnaToLı noch in Berlin (Cat. v. Srein- 
SCHNEIDER 116), München (Cat. v. STEINSCHNEIDER 46), Wien (176), 
Vatican (385), Oxford (Bodi. Hunt. 414, Mich. 48, 49, 835), ete., nach 
STEINSCHNEIDER, Hebr. Übers. p. 554—55. 

Zu Art. 43: (p. 21, Note b): Die Lesart des Textes „über die erste 
Bewegung der Sphäre“ ist nach NALLINO die richtige; es ist dies die täg- 


1) Im Inhaltsverzeichnis dieses Bandes der Bibl, geograph. ist aber dieser 
Autor mit Mus. ®. Müsä en-Cuowärezui eu-MunaG@sım identifiziert. 
2) Asöurar. p. 248, Übers. 161, und Irs er-Qiers, Münchener Ms. 440, fol. 108%, 
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liche scheinbare Bewegung des ganzen Himmelsgewölbes von Ost nach 
West, welche die arabischen Astronomen „die Bewegung des Universums“, 
oder „die erste Bewegung“ nennen. — Ich habe p. 21, 2.7 v. o. das 
arabische bi-tarig ta’limi mit „durch Vernunftgründe“ übersetzt, 
Hr. NALLıno zieht vor zu übersetzen „auf mathematischem Wege“; ich 
weils wohl, dafs ta’limi sehr häufig die Bedeutung „mathematisch“ hat, 
aber was soll dann das folgende „auf geometrischem Wege“ noch be- 
deuten? — In St. Petersb. Inst. A. (Nr. 191, 3%) befindet sich ein astro- 
logisches Werk, das den Söhnen Müsis zugeschrieben wird, es heilst 
kitäb el-daragät (das Buch der Grade), über die Natur (das Wesen) der 
Grade, übersetzt aus den Büchern und Gelehrten Indiens. Rosen teilt ein 
grölseres Stück aus der Vorrede mit, woraus sieh ergiebt, dals das Buch 
eine verbesserte Redaktion von drei wahrscheinlich aus dem Indischen ins 
Arabische übersetzten Werken ist. Es beginnt nach der Vorrede mit den 
Worten: „Das ist der Anfang dessen, was wir aus dem Buche übersetzt 
haben. Es sagt der Autor des Buches: Die Sphäre (d. h. der Zodiacus) 
wird in 360 Teile geteilt, und jeder dieser Teile wird Grad genannt.“ 
Das Buch handelt also über die astrologische Natur jedes der 360 Grade 
des Zodiaeus. (NALLıno.) Ist dieses Werk vielleicht identisch mit dem 
„Buch der drei“ von Mun. (p. 21, 2.4 v. o.), aus dem man bis jetzt nichts 
machen konnte, oder mit dem „Buch über den Teil“ (p. 21, 2.5 v. o.), 
von dem das gleiche gilt? — „Die Mechanik“ befindet sich auch in 
Gotha (1349) und in Berlin (5562). 

Zu Art. 45, p. 25 u. Art. 95, Note e): Das Instrument dät el-50°batain 
ist. nach NALLINO das Organon parallaktikon des PTOLEMÄUS, oder die 
parallaktischen Lineale (auch triquetrum). — Das „dawärad hamzag“ 
konnte ich, wie auch FLÜGEL (Ausgabe des Fihrist, I. Bd. p. 21) nicht 
erklären; nun finde ich nachträglich in der Arbeit Horns: „Aus italienischen 
Bibliotheken“ (Zeitschr. d. deutschen morgenl. Gesellsch. 51, 1897, 
p. 15) als Titel eines persischen Ms. des Vaticans (Nr. 68): duwäzdeh 
burg-i falak el-afläk (die zwölf Häuser des 'Thierkreises); es ist also wohl 
unzweifelhaft, dafs statt dawärad hamzad zu lesen ist dwwäzdeh burg (die 
zwölf Häuser), was in arabischer Schrift leicht in das erstere übergehen 
kann. — Von EL-Kıypi existieren hebräische Übersetzungen von folgen- 
den Abhandlungen; „Über die Nativitäten“, in München (304), Paris (1028, 
1055, 1056), Vatican (477); „über den Regen,“ in Paris (1055); „über 
die den höhern Wesen beigelegten Ursachen, welche die Entstehung des 
Regens bedingen“, in München (304, 356), Paris (1028, 1055), Vatican 
(477); vielleicht alle drei von KALONYMOS B. KALONYMOS übersetzt (vergl. 
STEINSCHNEIDER, ‚Hebr. Übers. p. 562—-64). 

Abh, 2. Gesch. d. math. Wissensch. XIV. 1i 
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Zu Art. 53: Für weitere lateinische Übersetzungen von Werken ApÜ 
Ma'SArs, vergl. Houzeau, Bibliogr. gener. de Vastron. I, T02—05. 

Zu Art. 60: „Das Buch der astronomischen Beobachtungen“ ist zu 
streichen; Ha@i CHaura Ill, 470 erwähnt blofs die Beobachtungen, die von ABü 
HANiFA gemacht worden sind, aber kein Buch über dieselben. (NALLINO.) 

Zu Art. 62: „Über den Umlauf der Geburtsjahre“ ist vielleicht in 
einer lateinischen Übersetzung des PLaro von Tıvouı noch vorhanden in 
Paris (7439, 4%): ALKASEN FILIT ALKASIT (EL-HASAN B. EL-ÜHasig?) liber 
de nativitatum revolutionibus. Im Text heilst es nach BoxcomPaA@nt (Delle 
version? fatte da Prarose Tirurrıso. Estratto p. 40) allerdings: ALKASEM 
FILII ACHASITH. (Vergl. auch STEINSCHNEIDER in Zeitschr. d. deutschen 
morgen]. Gesellsch. 24, 1870, p. 336.) — Sein Liber de nativitatibus 
existiert auch in hebräischer Übersetzung des Isaak ABü’L-CHar B. 
Samuen (1498) in Paris (1033, 1091). (Vergl. STEINSCHNEIDER, Hebr. 
Übers. p. 546.) 

Zu Art. 66: p. 35: Das Ms. 4104 (Hebr.) des Brit. Mus. enthält 
arabisch aber in hebräischer Schrift: Antab tashil el-megisti (das Buch der 
Erleichterung des Almagestes), wahrscheinlich unvollständig (vergl. STEIN- 
SCHNEIDER, Schriften der Araber in hebr. Handschr., Zeitschr. d. 
deutschen morgenl. Gesellsch. 47, 1893, p. 367); es ist dies ent- 
weder das Werk, dem ich p. 35, 2.5 v. o. den Titel „das Buch der Aus- 
legung (Kommentar) des Almagestes“ gegeben habe, oder dann das un- 
mittelbar folgende; in der That steht bei In Asi Usaıpr’A I, 218 bei beiden 
Werken das Wort tashil (Erleichterung), das ich etwas freier mit „Er- 
klärung“ bezw. „Auslegung“ übersetzt habe. — p. 35 oben und p. 36 unten 
ist statt „Über die Rechnung nach den Neumonden“ zu lesen „Über die 
Berechnung des Erscheinens der Neumonde“. (NALLısg.) — p. 35, Note b): 
Das Pariser Ms. 2457, 13° handelt nach NALLıno nicht über die Trepi- 
dation der Fixsterne, sondern über die Ungleichheiten der Bewegung der 
Sonne, von den Alten mittelst exzentrischem Kreis und Epieykel erklärt. 
Über die Trepidation handelt ein Brief Täsırs an IsyÄQ B. HoNeEın, der 
durch Isx Jünıs uns erhalten geblieben ist (vergl. Caussin, Notices et 
extr. VIL, p. 114—118). Sehr wahrscheinlich handelte darüber auch die 
arabisch nicht mehr vorhandene Schrift „über die Bewegung der Himmels- 
sphäre“ (p. 35, Z. 10 v. o.), die aber wahrscheinlich noch in lateinischer 
Übersetzung existiert unter dem Titel: de motu octavae sphaerae, in Paris 
(7195, 14°, und 16211)!), im Vatican (4275 und 4083, in verschiedener 
Übersetzung (NALLINO)), oder de motu accessionis et recessionis, in Paris 


1) Vergl. Deramsee, Histoire de !astronomie dw moyen äge (Paris 1819), p. 73—! 
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(9335), in Florenz (St. Marco, Armar. 4, Nr. 27; bei MoNTFAUCONn, 
p. 428), in Oxford (Cat. Mss. Angl. I. Nr. 6567); gedruckt wurde dieselbe 
hinter Sacro Boscos Sphaera und GERARDS Theorica planetarum, in 
Bologna 1480 und Venedig 1518 (vergl. STEINSCHNEIDER, in Zeitschr. 
für Mathem. 18, 1873, p. 331— 338). Ferner erwähnt STEINSCHNEIDER (1. c.) 
noch folgende lateinische Übersetzungen Täprr’scher Schriften: de quan- 
titabıbus stellarum, Paris (7215, 6%); de proportionibus, Oxford (Cat. Mess. 
Angl. I. Nr. 6567), es ist dies vielleicht seine Abhandlung über das zu- 
sammengesetzte Verhältnis; de proprietatibus quarundam stellarum, Paris 
(1337, 22%), de recta imaginatione‘) sphaerae coelestis, Paris (7195, 129), 
Oxford (Cat. Mss. Angl. I. Nr. 6567). — p. 36: „Über die befreundeten 
Zahlen“ befindet sich auch in Konstant. (4830, 4°); diese Schrift wurde 
von WOEPCKE im Journ. asiat. 20,, 1852, eingehend besprochen. — 
p- 37: Die Lesart garastün ist die richtige, nicht farastün, vom griech. 
zegıoriov (vergl. auch Dozy, Suppl. aux dictionn. arabes, t. Il, p. 327). 
(NALLINO.) — Seine Abhandlung über „die -Transversalenfigur“ wurde von 
KALoONYMos B. KALonyMos (1313) ins Hebräische übersetzt, und befindet 
sich in Oxford (Bodl. Hunt. 96 = NeuB. 2008). (Vergl. STEINSCHNEIDER, 
Hebr. Übers. p. 588—90.) 

Zu Art. 77: p. 41: „Über die Rechnung el-talägi auf dem Wege der 
Algebra“; hierzu vergl. man: Zu Art. 204. — „Über den Gebrauch des 
Himmelsglobus“ befindet sich auch in spanischer Übersetzung in den 
Libros del saber de astronomia, Vol. I, p. 155—208: Libro de la faycon 
dell’espera et de sus figuras et de sus huebras di Cozra el sabio (NALLINO); 
ebenso in hebräischer des JAKOB B. MAcHIR in München (Cat. v. SrEIN- 
SCHNEIDER 246, 249, 261), Paris (1030, 1031, 1053, 1065), Oxford (Bodl. 
Mich. 835), Brit. Mus. (Alm. 213), ete., nach STEINSCHNEIDER, Hebr. 
Übers. p. 552. In lateinischer Übersetzung existiert sie aulser in Oxford 
noch in Wien (5273, 7°). (CurTzeE). — Seine Übersetzung der Sphärik des 
Tneoposıus ist auch noch arabisch in hebräischer Schrift ınm Paris 
(Hebr. 1101) vorhanden (vergl. STEINSCHNEIDER, Zeitschr. d. deutschen 
morgenl. Gesellsch. 47, 1893, p. 367); diejenige von Herons Mechanik 
(über das Heben der Lasten) befindet sich auch im Brit. Mus. (Add. 23394) 
und in Konstant. (2755); sie wurde aulser von CARRA DE VAaux noch heraus- 
gegeben von L. Nıx: Hrronıs Alexandrini opera quae supersunt ommia, Vol. 
II, Fasc. I (Leipzig 1900). 

Zu Art. 78: p.43, 2. 1u4v.o.: Statt Nr. 2 ist zu lesen Nr. 3 und 
umgekehrt. Die Übersetzung des Kommentars zum Üentilogwium des 


1) Deramsee (]l. c. p. 75) hat magnitudine statt imaginatione. 
11” 
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ProLemÄus habe ich nach STEINSCHNEIDER dem PrAaro von TivoLı zu- 
gewiesen (s. p. 43, Note c), obgleich, wie mich NALLıno darauf aufmerk- 
sam macht, BONCoMPAGNI in seiner Schrift Delle versioni fatte da Praroxz 
Trevurrıxo ete“ (Attı dell’acead. pontif. de’ Nuovi Lincei 1852 und. 
Estratto, Roma 1851) diese Übersetzung PrLaros nicht kennt; es ist 
dies freilich kein zwingender Beweis gegen die Ansicht STEINSCHNEIDERS, 
welcher aus der Jahresangabe (530 d. H.) auf Praro schliefst, da er 
nirgends in den Übersetzungen des Jon. HıspaLensiıs eine Jahresangabe 
in muhammedanischer Zeitrechnung gefunden habe. 

Zu Art. 81: Von Asü Kämın So&i‘ ». Asnam befinden sich wahr- 
scheinlich noch drei Abhandlungen in latein. Übersetzung in Paris (7377 A.): 
die erste beginnt fol. 95 und ist ein Bruchstück seiner Algebra; dann 
folgt sub Nr. 5: Scholium de mensuratione pentagont et decagoni, mit dem 
Anfang: dixzit Abu Camel Ssagia fil. Ibrahim (!) aggregator istius Libri; 
endlich sub Nr. 6: Anonymi tractatus de arithmetica; es sind dieses seine 
in Leiden (1003) arabisch vorhandenen „unbestimmten Aufgaben“. Alle 
drei Abhandlungen existieren in hebräischer Übersetzung von MORDECHAI 
Fınzı (um 1473), in München (225) und Paris (1029). (Vergl. STEIN- 
SCHNEIDER, Hebr. Übers. p. 584—88.) 

Zu Art. 88: Der Kommentar des AnArıtıus (EL-Narkizi) zu den 
Elementen des EuKLIDES in der Übersetzung des GERARD VON ÜREMONA 
befindet sich wahrscheinlich auch in einer spanischen Bibliothek, nämlich 
in derjenigen des Bischofs GONzAaLoO PALOMEQUE in Cuenca (vergl. 
R. BEER, Handschriftenschätze Spaniens, Wien 1894, p. 147). 

Zu Art. 89: Nach NALLino ist die Angabe des Fihrist richtig, dafs 
EL-BATTÄN? auf der Feste Gigs (Jägür liest Gass) bei Sarr-man-ra’a (oder 
nach JAÄQUT besser Surra-man-rd'a) und nicht auf der Feste Hadr, wie 
Isn CHALLIKÄN berichtet, gestorben sei. — Nach demselben Gelehrten hat 
das Ms. des Escurial der Astronomie des Barräni 244, nicht 229 Blätter; 
ebenso hält er die Angabe, dals dieses Werk in zwei Ausgaben erschienen 
sei, fir unriehtig; es wäre also das Jahr 299 für die Örter der Fixsterne 
zu korrigieren in 267 (880/81), und meine Anmerkung 20* fiele dahin. 
Derselbe hält auch die Abhandlungen Centilogwium, de horis planetarum, 
de ortu triplieitatum, die einem BETHEN zugeschrieben werden, nicht für 
solche EL-BATTÄnis, jedenfalls haben sie nichts mit dem Buche „über die 
Kenntnis der Aufgänge der Häuser“ zu thun. 

Zu Art. 96: Ich glaube, dafs für diesen Arzt und G@eometer der rich- 
tige Name EL-MÄWARDIi sei; der Philosoph Ast JausA EL-MErwAZi hatte 
nach Mas’Opi (kitäb el-tanbih wel-isräf: Biblioth. geograph. arab. 
P,. VII, p. 122) den Namen Isränin. 
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Zu Art. 99: Zig el-tailisän (oder besser el-failasän); nach NALLINO 
soll es sich um eine kleine Tabelle zur Berechnung des Tagebogens der 
Sonne und der Äquinoktialzeiten handeln; der Name failasän soll von der 
Form der Tafeln (Rechteck mit Diagonale) herrühren, jedes der dadurch 
entstehenden Dreiecke beilst failasän. — In Leiden (1107) befindet sich 
ein astrolog. Werk, betitelt: Das Buch der Gesamtheit der Urteile aus 
den beiden Finsternissen und der Konjunktion der beiden Planeten Saturn 
und Jupiter ete., gesammelt und verfafst von ApÜ’L-Qäsım B. MAGÜR aus 
den Schriften In Käsırs (?), EL-Kınvis, Isn (ABi) EL-CHasigs, SAHL B. 
Bıörs und Hermes’: darin wird allerdings eine Konjunktion aus dem Jahre 
699 d. H. erwähnt, was entweder ein Fehler ist, oder das Werk ist nicht 
von IBN AMÄGÜR,. 

Zu Art. 116: JÖHannÄ B. Haıtän, der Lehrer eu-Firägis in Philo- 
sophie, wird von Mas'Üpi im kitäb el-tanbih we’l-isräf, l. e., p. 122 erwähnt, 
und sein Tod in die Regierungszeit des Chalifen EL-MogTAnır (295 bis 
320, 908—932) gesetzt. — Er-FArägis „Kommentar zu den Schwierig- 
keiten der Einleitungen des 1. und 5. Buches des EUKLIDES“ ist noch in 
hebräischer Übersetzung wahrscheinlich von Moses ». TıBsox vorhanden 
in München (Cat. v. STEINSCHNEIDER 36 und 290), nach STEINSCHNEIDER, 
Hebr. Übers. p. 509. 

Zu Art. 119: „Über die Tagewählerei“ existiert in lateinischer Über- 
setzung (de electionibus) von demselben Übersetzer (ABrAmAMm SAVASORDA) 
auch in Paris (16208), aber mit dem Übersetzungsjahr 1133. (NALLıno.) 

Zu Art. 124: „Über die Neigung (Schiefe) der partiellen Neigungen“ 
kommt Hrm. NALLINO, wie übrigens auch mir, unklar vor, der erstere 
schlägt vor zu lesen: fi mail el-adzd’ (über die Neigung der Teile, d. h. der 
einzelnen Grade des Zodiacus). 

Zu Art. 132: eu-Qagisis Einleitung (madchal) befindet sich auch 
arabisch in hebräischer Schrift in Oxford (Hebr. 1, 453), nach SrEINSCHNEIDER 
(Zeitschr. d. deutschen morgen]. Gesellsch. 47, 1893, p. 351); die 
erste lateinische Ausgabe erschien nicht in Venedig 1485, sondern in 
Bologna 1473, darauf folgen diejenigen von Venedig aus den Jahren 1481 
u. 82, dann erst diejenige aus dem Jahre 1485 (vergl. HouzeEau, Bibliogr. 
de lastron. 1, p. 705). — Die Abhandlung „über die Konjunktionen der 
Planeten“, von der ich nur eine französische Übersetzung angegeben habe, 
ist von JoH. HispALEnsıs ins Lateinische übersetzt worden, und ist im 
Druck herausgegeben, in Venedig 1485, 1511 u. 1521, als Anhang zu 
seinem liber introductorius oder ysagogieus unter dem Titel: Tractatus 
notabilis ALCHABITU de comjunctionibus planetarum in duodeeim signis et 
earum pronosticis in revolutionibus annorum. — Nach seinen eigenen An- 
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gaben im liber introduct. verfalste er-Qagist auch ein Buch über die 
nunvädärät (Horoskope), und ein anderes in confirmatione magisterii tudi- 
ciorum astrorum et in destructione epistolae Haissebenhali (Hasan B. "ALi?) 
in annulatione eius ex ratiocinatione. (NALLINO.) 

Zu Art. 133 u. Anmerkg. 30: „Das Buch der Fixsterne“ befindet sich 
auch in St. Petersb. Inst. k: (Nr. 185), in einem vorzüglichen Ms., das 
von SCHJELLERUP bei seiner Ausgabe nicht benützt worden ist. (NALLINO.) 

- Die „Abhandlung über das Astrolabium und seinen Gebrauch“ ist auch 
in St. Petersb. Inst. A. (Nr. 190, 4°) vorhanden. (NALLmo.) — Die 
„Argüza über die Fixsterne“ ist nicht von "ÄBDERRAHMÄN EL-SÜFI, son- 
dern von seinem Sohne Art “‘ALt B. Apf’L-HosEm (HASAN) EL-SÜFi, 
worauf ich auch in Anmerkung 30 hingedeutet habe; der Anfang des 
Gedichtes nach der Anrufung Gottes heifst: „Dies sind die Worte Ast 
“Anis, des Sprölslings (nagl) ABÜ’L-HAasans EL-SÖFL“ und der letzte Vers 
beginnt: „es erwähnt sie (die Sterne) mein Vater in seinen Büchern.“ 
Ein Exemplar dieser Argüza existiert auch in Bologna (Rosen, Les manuse. 
orient. de la collection Marsigli & Bologne; Roma, Accad. dei Lincei, 
Memorie 12,, 1884, Nr. 422). (NALLINO.) 

Zu Art. 148: Über Mun. ». LURRA finde ich nachträglich eine Stelle 
im kitäb el-a'läg el-nafise von Ipx RosteH (Biblioth. geograph. arab,. 
P. VII, p. 160), wo es im Art. „die Stadt Ispahän“ heilst: „Mun. B. IsräHin, 
bekannt unter dem Namen Mun. B. LuppA (al. LurRA) EL-IspAmäni, der 
Greometer, hat sie ausgemessen, er sagt“: (folgen die Angaben über ihre 
Gröfse, Zahl und Namen der Thore etc.) Da Iex Rosten sein Werk 
c. 290 (903) geschrieben hat, so mufs Mun. B. LuppA vor oder um diese 
Zeit gelebt und geschrieben haben. 

Zu Art. 150: Durch die Worte Ha&i CmaLras: „dixit duos se vi- 
disse etc.“ ist keineswegs bestimmt, dals ‘OTÄrıp nach EL-BATTÄNI ge- 
lebt habe; denn FLÜGEL übersetzt unrichtig; statt „prior—posterior“ sollte 
es heilsen: „alter—alter“ (arab. el-ahad—el-ächar). (NALLINO.) 

Zu Art. 167, p. 72 u. Note b): NArLLıno hält die Tafeln el-sämil ın 
Florenz (Pal. 289) nicht für diejenigen des Apü’L-WErä, sondern nur für 
eine Umarbeitung (oder Neuausgabe) derselben durch einen Anonymus; 
dieselben befinden sich auch in Paris (2528 u. 29) und im Brit. Mus. 
(395, 3°), (vergl. SUTER, die Mathem. u. Astron. ete., p. 227: Zu Art. 364). 
Die Vorrede zu denselben beginnt nach dem Pariser Ms. 2528 nach der 
Anrufung Gottes mit den Worten: „Ich habe diese Tafeln zusammengestellt 
nach den mittlern Resultaten, die von Agü’L-Werä und seinen Genossen 
durch wiederholte Beobachtungen und Prüfungen der frühern Mämünischen 
Beobachtungen sichergestellt worden sind.“ Der Verfasser führt dann die 
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‘Alälischen Tafeln an (vergl. auch Hast Cuaura III, 567), ohne ihren 
Verfasser zu nennen, und behauptet, diese seien ein Plagiat, indem sie 
einfach die mittlern Resultate Apü’L-Weräs wiedergeben, während der 
Verfasser erkläre, sie seien nach seinen eigenen Beobachtungen mit von 
ihm selbst erfundenen Instrumenten aufgestellt worden. Er habe nun die 
Tafeln Asü’L-WeEräs aufgefunden, die seine mittlern Resultate enthalten, 
und diese habe er nun hier veröffentlicht, nachdem er sie vorher noch 
durch Beobachtungen von Konjunktionen etc. geprüft hatte. — Es wäre 
immerhin möglich, dafs der Verfasser dieser Neuausgabe der Tafeln des 
AsÜL-WEFÄ ATIR ED-DIN EL-ABAHRI wäre (vergl. Art. 364 u. p. 227: Zu 
Art. 364); dann könnte aber der Verfasser der “Aläiischen Tafeln nicht 
wohl Mu’sID ED-Din EL-"ORDI (s. Art. 368), noch weniger Nızäm EL-A'RAG 
(s. Art. 395) sein, welche beide von Haöl Cnaura (l. ec.) als Verfasser so 
benannter Tafeln erwähnt werden; er nennt aulser diesen beiden auch noch 
EL-BiRÜNi (sehr unwahrscheinlich!) und einen “ALA ED-Din EL-NisÄBÜki, 
über den ich keine weiteren Angaben gefunden habe; vielleicht sollte es 
bei Hadi CHALrA statt Mu’JID ED-DIN EL-"OrDpi heifsen Mu’sıD ED-DIN EL- 
MUHANDIS (s. Art. 319), der astronomische Tafeln verfafst hat; eine weitere 
Vermutung wäre auch ‘AA EL-Kırmänt (s. Art. 205), und eine dritte, und 
vielleicht die wahrscheinlichste, Isn EL-SATır, der auch den Ehrennamen 
“ALÄ ED-Din hatte, was ich im Art. 416 zu ahnen vergessen habe; in 
diesem Falle könnte dann allerdings Arirk ED-DIN EL-ABAHRI nicht der 
Verfasser der Neubearbeitung der Tafeln ABsÜ’L-WErAs sein. Zum Schlusse 
ist noch zu bemerken, dals die “Alälischen Tafeln nicht notwendig von 
einem ‘ALA ED-Din. verfalst sein müssen, sie könnten auch für einen 
solchen geschrieben sein und daher ihren Namen haben. — In Paris (2530) 
befindet sich dann noch ein Kommentar zu diesem zig el-sdmil, betitelt 
el-kämil fi.sark el-zig el-sämil (das Vollständige, über den Kommentar zu 
den Tafeln el-sämil) verfafst i. J. 822 (1419) von Sipi Hasan B. Sipi 
“Aut EL-QUnnätt (?). 

Zu Art. 174: Die „Einleitung in die Astrologie“ befindet sich auch 
in St. Petersb. Inst. A. (Nr. 186.) 

Zu Art. 176: Eu-Ma6Griris Bearbeitung. des Planisphäriums des 
ProLemäus befindet sich auch in hebräischer Übersetzung in Oxford 
(Bodl. 2582) und im Brit. Mus. (Alm. 96, IL) Seine Abhandlung über 
das Astrolabium soll nicht von RupoLr v. BRÜGGE übersetzt worden sein, 
sondern von Jon. HispaLExsis; diese Übersetzung befindet sich auch in 
der Amplon. Sammlung (Qu. 363, 13°) und in Paris (7292, 14°). (CuRrzE.) 
(Vergl. STEINSCHNEIDER, Hebr. Übers. p. 934 u. 582.) 

Zu Art. 178: Ich habe p. 78 bemerkt, dafs Caussın im VII. Bd. der 
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Notices et extr! p. 16—240 einige Kapitel aus dem Leydener Ms. der 
häkimitischen Tafeln veröffentlicht hat; ich habe vergessen hinzuzufügen, 
dafs DELAMBRE in seiner Histoire de l’astron. du moyen äge (Paris 1819), 
p. 125-156 einige weitere Kapitel (im Auszug) aus dem Pariser Ms. 2496, 1° 
in der Übersetzung SkpinLors wiedergegeben hat. 

Zu Art. 182: EL-RamÄpi kommt nicht von der Stadt Ramäda (rich- 
tiger Rammäda), sondern von dem arabischen Worte ramdd (= Asche); 
Jüsur B. Hirüön er-Kınni soll nämlich nach Irv BasKkuwär (Biblioth. 
arab.-hisp. I, p. 614, Nr. 1376) ursprünglich den Beinamen AsÜü GENIS 
(= Vater der Asche, von dem spanischen „ceniza“ = Asche) gehabt haben, 
der dann später durch das rein arabische EL-RAamäpi ersetzt worden ist. 
(NALLINO.) 

Zu Art. 183: Die Abhandlung „über die Auffindung rechtwinkliger 
Dreiecke mit rationalen Seiten“ befindet sich in Paris (2457, 20° und 49°). 
Als weitere Abhandlung Mun. B. EL-Hosems ist anzuführen: „Über die 
Auffindung zweier mittlerer Proportionalen zwischen zwei Geraden auf dem 
Wege der festen Geometrie“, in Paris (2457, 47°); diese Abhandlung hat 
CARRA DE VAaUx in verkürzter Form in französischer Übersetzung ver- 
öffentlicht in der Biblioth. Mathem. 12, 1898, p. 3—ı4. 

Zu Art. 187: Die Arbeit des Al Sa’p EL-"ALÄ B. SAHL, die sich 
in Petersb. Inst. A. (192, 12%?) befindet, handelt über den Grad der 
Durchsichtigkeit (wörtlich Reinheit) des Himmelsgewölbes (E. WIEDEMANN 
übersetzt el-falak mit Äther), und ist einer Abhandlung (Kommentar) 
dieses Autors über die Optik des PTOLEMÄUS entnommen. 

Zu Art. 192: „Abhandlung über die Rechenkunst“. Das hebr. Ms. 
dieser Schrift KÜssJArs befindet sich in der Bodl. Bibl. zu Oxford 
(Oppenn. 272 A. Qu. = NEuB. 362, 3°) unter dem Titel: "Jyjün ha-"igga- 
rim = „Betrachtung der Grundlehren (der Rechnung der Indier)“, (vergl. 
STEINSCHNEIDER, Hebr. Übers. p. 565—66 und in den Abhandl. zur 
Gesch. d. Mathem. 3, 1880, p. 109). Der Übersetzer und Kommentator 
heisst SCHALOM B. JOSEF. — IDELER (Handbuch der mathem. u. techn. 
Chronologie, T. II, p. 547 u. 624ff.) giebt einige Stellen aus dem 1. Buch 
der „Tafeln“ KOSJArs in arabischem Text und Übersetzung. 

Zu Art. 194: In den Libros del saber, Vol. II, p. 241—271 befindet 
sich eine Schrift von Isn EL-SaMmH, betitelt: De cuemo puede ell ome fazer 
una lamina a cada planeta segund que lo mostro el sabio Abulcacim Ab- 


1) So ist in Note c) statt „192 Nr. 132“ zu lesen, was ich aus dem Artikel 
E, Wiepewanns in der Zeitschr. d. Deutschen Morgen. Gesellsch. Bd. 88, 
1884, p. 145 entnommen habe. 
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nacahm (Ast’L-QAsım In EL-Samp.) Die Apogeen der Planeten sind 
darin für das Jahr 416 (1025/26) berechnet. (NaLuno.) Diese Abhand- 
lung ist wahrscheinlich seinen astronomischen Tafeln entnommen. 

Zu Art. 196, p. 86 u. 225: Vielleicht ist Ipn EL-SAFFÄRS „Kompendium 
astronomischer Tafeln“ noch vorhanden arabisch in hebräischer Schrift in 
Paris (Hebr. 1102). (Vergl. STEINSCHNEIDER in Zeitschr. d. deutschen 
morgenl. Gesellsch. 47, 1893, p. 363). — Sein Buch „über den Ge- 
brauch des Astrolabiums“ befindet sich auch im Eseurial (959); in hebr. 
Übersetzung des JAKOB B. MACHIR existiert es in Oxford (Bodl. Uri 440, 
Mich. 49, Reg. 46), München (246, 249, 256, 261, 289, 388), Paris (1030, 
1045, 1052, 1065, 1095), Vatican (379, 384) ete. (Vergl. STEINSCHNEIDER, 
Hebr. Übers. p. 58084.) 

Zu Art. 198, p. 89: Zu den Schriften Isy Siwäs „über die scheinbaren 
Entfernungen der Himmelskörper“, Oxford (980, 8°), und „über die Bewegung 
der Himmelskörper,“ Eseurial (700, 10%) kommt noch hinzu: „über das 
Wesen (Jauhar) der Himmelskörper“, in Konstant. (4849, 16° u. 4853, 15°). 
— Zu der Abhandlung „über die Abschaffung (oder Nichtigkeit) der 
Sterndeuterei“, vergl. auch MEHREN, Vues d’Avrense sur Vastrologie (Le 
Mus6on 3, Louvain 1834, p. 383—403); ibid. 1, p. 391—396 befindet 
sich auch eine Biographie Avıcennas. (NALLımo.) 

Zu Art. 204, p. 93 u. 94: In St. Petersb. Inst. A. befinden sich folgende 
der hier genannten Abhandlungen Isx er-Harrans: Über den Zirkel der 
grofsen Kreise (192, 11°); über das Bild der Finsternisse (192, 2%); ausführliche 
Abhandlung über die Mondfiguren (192, 3%); über die Parallaxe des Mondes 
(192, 10°); über die Auffindung der Qible (192, 9%); über die Bewegung 
des Mondes (192, 6°); über eine geometrische Aufgabe (192, 8%); aulserdem 
noch: Über die Lösung der Schwierigkeiten der Bewegung (besser „Ver- 
änderung“) der Schiefe der Ekliptik (el-ütifaf)‘) (192, 1%); über die Aus- 
messung der Kugel (192, 4°); über die Teilung der beiden verschiedenen 
(ungleichen) Gröfsen, die im 1. Satze des 10. Buches des EUKLIDES er- 
wähnt werden (192, 5%); über die Aufgaben e-talägi?) (192, 7%). — Zur 
Abhandlung „über die äufsere Erscheinung des Weltgebäudes“ ist zu ver- 
gleichen: STEINSCHNEIDER, Notice sur un ouvrage astronomique inedit X’Ibn 
Haitham (Bullett. di bibliogr. d. sc. matem. 14, 1881, p. 721#. und 
16, 1883, p. 505—513), ebenso Hebr. Übers. p. 560. — Zur Abhandlung 


1) Worroxe, L’algebre O®Onır Aukuarräuf, p. 75, übersetzt: „M&moire sur la 
solution des doutes sur le mouvement complexe‘*, 

2) Wörtlich „des Zusammentreffens“; Worrexs (l. c. p. 76) übersetzt: M&moire 
sur les problemes d’intersection; vergl. auch Art. 77 (QostA ». Lügä); es wäre zu 
wünschen, dals diese Abhandlung einmal genauer untersucht würde. 
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„über eine arithmetische Aufgabe“ vergl. E. WIEDEMANN in den Sitzungs- 
berichten d. phys. Soe. in Erlangen, 24, 1892, p. 83. — Sein 
„Kommentar zu den Postulaten (allgemeiner: Einleitungen zu den ver- 
schiedenen Büchern) des EuKLipes“ ist noch in hebräischer Übersetzung, 
wahrscheinlich des MosEs ». TıBBOx, vorhanden in München (Cat. SteEin- 
SCHNEIDER 36 u. 290), nach STEINSCHNEIDER, Hebr. Übers. p. 509. — p. 95: 
Die dem Isw EL-Hartam nach dem Ms. 613, 12° von Algier und nach 
Hasi Cuaura IV, 549 zugeschriebene @Qaside ist nicht von ihm, sondern, 
wie das Berliner Ms. 5745 angiebt, von EL-HÄsımf, denn diesen nennt. als 
Verfasser ausdrücklich der mufid el-mohtäg des SAHNÜN EL-WAÄNnSAaRiSi, 
Kairo 1314 (1896/97), p. 36. (NALLINO.) 

Zu Art. 213: Nachdem ich den Art. Apü "AspALLÄH Mun. B. Mu‘ans 
in STEINSCHNEIDERS Hebr. Übers. gelesen habe, halte ich nicht mehr an 
der Identität dieses Autors mit. dem von mir in Art. 215 behandelten 
ABU “"ABDALLÄH Muu. B. JÜsUr B. AHMED B. Mo‘AD fest; jener, der also 
wohl aus Jaen stammte, und deshalb den Beinamen EL-GA1sÄni trug, wird 
also der Verfasser des noch in Algier (1446, 3°) befindlichen Kommentars 
zum 5. Buche des EUKLIDES und der Schrift „über die Auffindung der 
Oberfläche der Kugelsegmente“ sein, die noch im Escurial (955) vorhanden 
ist. Wahrscheinlich ist er auch der Verfasser der Tafeln „Jahen“, doch 
steht dies noch nicht ganz fest, immerhin ist meine Anmerkung 44, p. 214 
dahin zu berichtigen. Es existieren. von ihm auch zwei Abhandlungen in 
hebr. Übersetzung von SAmvEL B. JEHUDA aus Marseille, die eine handelt 
über die totale Sonnenfinsternis des letzten Tages d. J. 471 (3. Juli 1079), 
die andere über die Morgenröthe; beide befinden sich in Paris (1036). 
(Vergl. STEINSCHNEIDER, Hebr. Übers. p. 574—75.) 

Zu Art. 218: Die „Chronologie orientalischer Völker“ von EL-Birüni be- 
findet sich auch in Konstant. (2947), — Der „Mes’üdische Kanon“ ist auch 
im Brit. Mus. (Suppl. 756) vorhanden. (NALLıno.) — Leider lag mir bei Be- 
handlung dieses Artikels die Textausgabe von EL-Birüxis Chronologie durch 
E. SacHau nicht vor, sondern nur die englische Übersetzung; Hr. NALLıno 
machte mich darauf aufmerksam, dafs in, der Einleitung zu jener (p. XXX VIII 
—XLVII) sich das von EL-Biröni selbst verfalste Verzeichnis seiner bis 
zum Ende des 65. Lebensjahres (427, 1036) geschriebenen Werke befindet 
(arab. noch vorhanden in Leiden, 889, am Schlusse seines Verzeichnisses 
der Schriften des MuH. B. ZaKARWÄ EL-Räzi). Er-Biröni führt hier 
aulser den in meinem Artikel genannten 15 Schriften, von welchen aller- 
dings zwei nicht im Verzeichnis stehen, also wohl nach seinem 65. Lebens- 
jahre verfafst worden sind („das Buch der Zeugenschaft über die Nicht- 
übereinstimmung der astronom. Beobachtungen“ und „Auszug aus dem 
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Almagest“), noch ca. 100 Abhandlungen an, die er bis zu der genannten 
Zeit verfalst hat; diese alle hier zu nennen wäre unnütz, ich führe nur 
diejenigen an, deren Titel mir von Interesse für die Geschichte der mathe- 
matischen Wissenschaften zu sein schienen: 

Über die Fehler der Tafeln des Cnowärezui. Vervollständigung der 
Tafeln des HaBA$ und die Reinigung seiner Sätze (Operationen) von Irr- 
tiimern. Ein Buch über den Sindhind, betitelt: die Gesamtheit der Ideen 
(Methoden?) der Indier über das astronomische (astrologische) Rechnen. 
Verbesserung der Tafeln el-arkand?) durch bessere sprachliche Wieder- 
abe, da die vorhandene Übersetzung unverständlich war, indem sie sich 
zu wörtlich an die Sprache des Originals anschlols. Ein Buch über die 
beiden vereinigten (konzentrischen?) und gleichen Umläufe, betitelt: über 
die Vorstellung von den beiden Finsternissen bei den Indiern; es ist dies 
eine bekannte Idee bei ihnen, von der keine ihrer Tafeln frei ist, von der 
man aber bei uns nichts weifs. Richtigstellung der Elemente der Astro- 
nomie des FARGANIi, verfafst für Apü’L-Hasan Musärır. Über die Be- 
stimmung der Grölse der Erde durch die Beobachtung der Depression 
(inhitäf) des Horizontes von den Gipfeln der Berge aus. Notiz über das 
Rechnen und die Zahlen mit den Zahlzeichen der Indier (wörtlich „von 
Sind und von Hind“). Abhandlung über die Auffindung der Kubik- und 
höheren Wurzeln. Abhandlung darüber, dafs die Ansicht der Araber über 
die Ordnungen der Zahlen richtiger sei als diejenige der Indier. Über- 
setzung dessen, was im Brähmasiddhänta (im Text: „birähamsidhänad“) 
von Methoden der Rechenkunst vorkommt. Die (verschiedenen) Multi- 
plikationsmethoden. Über die Ebenmachung (testih) der Bilder (Figuren) 
und die Ausbreitung (tebfih) der. Länder (über Kartenprojektionen?).?) 
Notiz über die Ausmessungslehre, für Musärır EL-MogAwwi geschrieben. 
Über die Reduktion der Eigenschaften der Transversalenfigur auf das Not- 
wendige (Genügende). Abhandlung darüber, dals die Unmöglichkeit der 
Teilung der Grölsen bis zur äufsersten Grenze verwandt (nahe) sei der 
Sache der zwei Linien, welche sich nähern, und sich doch nie treffen auch 
in der (grölsten) Entfernung (d. h. der Eigenschaft der Asymptoten der 
Hyperbel). Die Balchischen Aufgaben (Fragen) über die. Ideen. (Be- 


1) Im Sanskrit = ahargana (= Summe der Tage), nach Reısaup, Memoire sur 
P’Inde, p. 322. 

2, Man vergleiche die beiden angeführten arabischen Wörter mit den Namen der 
beiden im Art, 1 angeführten Astrolabien #un-FazAris: el-musaltah und el-mubattah, 
wobei für Nicht-Arabisten zu bemerken ist, dals diese letzteren die Partizipien Pass. 
der beiden Verben sattaha und beattaha sind, die „ausdehnen“, „ebenmachen“ be- 
deuten, und zu denen die oben genannten Wörter die Nomina actionis (Infinitive) sind, 
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deutungen), die mit der Vernichtung der Kunst (Astrologie oder Magie?) 
zusammenhängen. Die Antworten auf die von den indischen Astrologen 
eingegangenen Fragen. Die Antworten auf die zehn kasmirischen Fragen. 
Abhandlung über die Geschichte der Methode der Indier in der Auffindung 
der Lebenszeit (des Alters eines Menschen). Über die Erklärung der An- 
sicht des PTOLEMÄUS über den Sälchodäh (= Jahresregent in der Astro- 
logie). Das Vollständige (Ganze) der Kunst der ebenen Darstellung (des 
Projizierens). Der Glanz des Geistes, über die Tafeln eL-Barränis. Die 
Fehler der Tafeln des Apl Ma'Sar. 

Nun folgen am Schlusse des Verzeichnisses seiner Werke noch eine 
Reihe von Abhandlungen, die andere Gelehrte in seinem Namen!) ge- 
schrieben haben, ich nenne hiervon die folgenden: Von Apü Nasr MAnsÜR 
B. ‘Aut B. ‘Iräg: Über die Ursache der Halbierung der Gleichung (ta*dil) 
bei den Verfassern des Sindhind. Über die Verbesserung des Buches des 
Isränim B. Sıyän über die Erklärung der Ungleichheiten der oberen 
Planeten (vergl. Art. 113 u. Note b). Abhandlung über die Verbesserung 
dessen, was von ABÜ GA'FAR EL-CHAZIN in seinen Tafeln der Scheiben 
übersehen worden ist. Abhandlung über die Beweise zu dem Verfahren 
des MUH. B. EL-SABBÄH für die Prüfung der Sonne (wahrscheinlich die 
Schrift „über das Verfahren zur Bestimmung des Mittags etc“, vergl. 
Art. 40). Abhandlung über den Beweis zu dem Verfahren des HABAS bei 
(der Bestimmung) der Aufgänge der Azimute in seinen Tafeln. Über die 
Kenntnis der sphärischen Bögen auf anderem Wege als mittelst des zu- 
sammengesetzten Verhältnisses. Die Tafel der Minuten. Über eine zweifel- 
hafte Stelle im 13. Buche des Eukuipes.?) — Von Ap0 Sıur “Isä 2. 
Jansä EL-Masint (vergl. Art. 180): Über die Prinzipien (Anfänge, Ele- 
mente) der Geometrie. Über die Ruhe der Erde oder ihre Bewegung. 
Über die Ursache der Altweiberkälte (bard aijäm el-"agüz). — Die im 
Art. 213 zuletzt (p. 100) genannte Abhandlung „über die Regel de tri“ 
(fi räsikät el-hind) ist im Verzeichnis seiner Werke erwähnt. 

Zu Art. 219: In seinem Hauptwerk: Liber completus in indieiis astro- 
rum zitiert ÄBENRAGEL zwei andere eigene Schriften, welche nicht mehr 


i) Wie dies gemeint ist, verstehe ich nicht recht; wenn diese Gelehrten seine 
Schüler gewesen wären, so wäre die Sache verständlich, gerade der erstgenannte aber 
war er-Birüsis Lehrer; er vergleicht diese Arbeiten im Gegensatz zu den eigenen (die 
er seine Kinder nennt; mit Adoptivkindern; wahrscheinlich wurden diese Arbeiten 
von den Betreffenden in seinem Auftrag oder auf seine Einladung hin verfalst. 

2) Was die zwei letzten Abhandlungen anbetrifft, so vergl. Art. 186, es heilst 
daselbst, sie seien an eı-Birüxi gerichtet gewesen, statt in seinem Auftrag oder auf 
seinen Wunsch verfalst worden. 
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vorhanden zu sein scheinen: 1) Liber signalium seu notarum; 2) Tabulae 
solvendi nodos et exponendi adspectus, beide astrologischen Inhaltes (vergl. 
STEINSCHNEIDER, Pite di matem. arab. di B. BAaLDI, con note, p. 78 des 
„Estratto“ v. J. 1873. — Das eben genannte Werk ABENRAGELS wurde von 
SAaLomo Davin (B. DAavıp?) ins Hebräische übersetzt, und existiert in Oxford 
(Reg. 12), Paris (1067) und Wien (187); ebenso von Isaak ABÜ’L-CHAIR 
B. SAMUEL, in Oxford (Uri 452); drittens von einem Anonymus, im 
Vatican (382). (Vergl. SrEINSCHNEIDER, Hebr. Übers. p. 578—80). — Von 
dem Stammesnamen EL-SEIBAni kommt wahrscheinlich der Zuname 
el cano, den ÄBENRAGEL in den Jubros del saber (vergl. STEINSCHNEIDER, 
Le. p. 75) trägt, indem die spanischen Übersetzer el-seibäni von Seib — 
Greisenalter, Greis sein, grau sein, ableiteten, und deshalb durch el cano 
(= der Graue) übersetzten. (NALLıno.) Nach Dozy, Suppl. aux diet. 
arab. 1, 808 heilst el-seibäni selbst bei einigen Autoren le grison, homme 
ad cheveux gris. 

Zu Art. 255: Die spanische Übersetzung des Buches über die Safiha 
befindet sich in den Läbros del saber (Vol. IL, p. 149— 237); eine hebräische 
Übersetzung (vielleicht von JAKOB B. MacHir existiert in Oxford (Urı 440), 
München (36), Paris (1021, 1030, 1031, 1047) ete. (Vergl. STEINSCHNEIDER, 
Hebr. Übers. p. 590—94.) — In demselben Bande, p. 272—284 befindet 
sich auch die Übersetzung einer Abhandlung des ZARQALi, betitelt: de 
cuemo puede ell’ome fazer una lamina (= safiha, Scheibe) para todas las 
planetas (im Index heilst sie: del trazado de una escala propia para con- 
struir una lämina universal que sirva para todos los planetas); die Apogeen 
der Planeten sind darin für das Jahr 473 (1080/81) berechnet. (NALLINO.) 
— Zu Note d) p. 110: Diese lateinische Übersetzung ist vorhanden in 
Paris (7195, 99). 

Zu Art. 256: Statt „Förah“ ist zu lesen „Füerroh“, vom spanischen 
„fierro“ = „hierro“ = Eisen; Isv CHmauLıkÄn ], 423, Übers. II, 501 liest 
„Firroh“. (NALLINO.) 

Zu Art. 272: ApBö’L-SaLts Schrift „über das Astrolabium“ ist auch 
arabisch in hebräischer Schrift vorhanden in Paris (Hebr. 1101), nach 
STEINSCHNEIDER, Zeitschr. d. deutschen morgenl. Gesellsch. 47, 
1893, p. 364. 

Zu Art. 276: Die Abhandlung el-tabsira des CHuarAagi befindet sich 
auch in Florenz (Laurenz. 293, jetzt 89) nach F. Lasınıo, Ricordi presi da 
eod. orient. della bibl. Med.-Laur. di Firenze, in Zeitschr. d. deutschen 
morgenl. Gesellsch. 26, 1872, p. 806f. (Nauuıno.) — Die Abhandlung 
muntahä el-idräk existiert auch in Florenz (Pal. 290) nieht ganz vollstän- 
dig; es ist dies nicht, wie ASsEMANI angegeben, die nihäjet el-idräk des 
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Manmtp Eu-SirAzt (s. Art. 387; es ist also hier die Angabe „Florenz 
(Pal. 290) unvollständig“ zu streichen). (NauLıno.) — In Note ec) ist nach 
„Oxford“ einzuschalten: „und Florenz“. 

Zu Art. 284: GäBIR B. ArLaus „Astronomie“ existiert auch in 
hebräischer Übersetzung durch Moses ». Tızson in Oxford (Bodl. Opp. 
Add. 17, Neus. 2011), und in einer zweiten des JAKOB B. MACHIR, ver- 
bessert von SAMUEL B. JEHUDA, in Paris (1014, 1024, 1025, 1036), nach 
STEINSCHNEIDER, Hebr. Übers. p. 544. 

Zu Art. 292: Statt „Halbinsel Sugar“ lies „gezirat Sugar“. (NALLINO.) 

Zu Art. 300, Note d): Nach „Mosul“ ist hinzuzufügen: „das heutige 
Eski Mosul.“ (NALLINO). 

Zu Art. 315: Die hebräische Übersetzung des Auszuges aus dem Alma- 
gest von Ipn RoSp befindet sich aufser in Paris (903) noch ibid. (696 u. 
1018), ebenso in Berlin (Cat. v. STEINSCHNEIDER 1197 fol.), München 
(Cat. v. STEINSCHNEIDER 31), Wien (175), Oxford (Bodl. Mich. 45, Opp. 
Add. fol. 17) ete., nach STEINSCHNEIDER, Hebr. Übers. p. 546—547. 

Zu Art. 320: Bei den Fundorten der Argäza ist noch hinzuzufügen: 
Konstant. (2761, 2°). 

Zu Art. 325: Die hebräische Übersetzung der „Astronomie“ des 
Berrüßi befindet sich in München (Cat. STEINSCHNEIDER 150), Paris 
(1288), Oxford (Bodl. Mich. 386) ete., nach STEINSCHNEIDER, Hebr. Übers. 
p. 550-—51. 

Zu Art. 327: Moses B. MeımÜn schrieb 1158 eine kleine Abhandlung 
in arab. Sprache über den jüdischen Kalender; sie befindet sich in hebr. Über- 
setzung in Paris(1058 u. 1061). (Vergl. STEINSCHNEIDER, Hebr. Übers. p. 599.) 

Zu Art. 334: Statt eL-Satami ist zu lesen EL-SoLAmi, d.h. der zum 
Stamme SoLEIM gehörende. (CARRA DE VAUX.) 

Zu Art. 336: Statt MUHABB ED-DIN ist zu lesen MurmBB ED-Din. 
(NALLINO.) 

Zu Art. 341: Das Werk Sems el-ma‘ärif ete. ist lithographisch heraus- 
gegeben worden in Kairo, 1291 (1874), und Bombay 1296 u. 1298 (1879 
u. 1881). (NALLINO.) 

Zu Art. 345: Der Name „EL-MELIK EL-FA’z“, zu dem ich ein (?) 
gesetzt habe, ist richtig (vergl. Isv CHauuırÄn I. 60, Übers. I. 168 u. 
II. 50, Übers. III. 240 u. 41); daher fällt p. 137 die Note a) weg. 

Zu Art. 345: Dieser TmeoDoRUS von Antiochia ist sehr wahrschein- 
lich der bei LEONARDO von Pisa (Seritti, II. p. 247— 252; CANTOR, Porl. 
IT, p. 45) genannte Meister Tmueopor; die Aufgaben, deren Lösung er 
von LEONARDO verlangte (vergl. CANTOR, ibid. p. 42 u. 45—4T), hatte er 
jedenfalls von seinem Lehrer KEMÄL ED-DIN B. JÜNIS (s. Art. 354). 
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Zu Art. 349 u. Anmerkung 72: Die nihdjet el-idräk des Mun. B. Ai 
Berk Eu-Färısi befindet sich auch in Beirüt (Biblioth. der kathol. Univers. 
St. Joseph). (NALLINO.) — Die ma‘äriy (nicht ma‘ärig, wie das Ms. von 
Kairo hat) existiert auch arabisch in hebräischer Sehrift in Berlin (Hebr. 
682 Qu.) und im Brit. Mus. (Hebr. 4104), nach STEINSCHNEIDER, Zeit- 
schrift d. deutschen morgenl. Gesellsch. 47, 1893, p. 355 u. 56. 
Nach den Auszügen, die STEINSCHNEIDER hier aus dieser Schrift giebt, 
kann dieselbe nicht wohl vor 634 Jezd. = 1266 n. Chr. verfalst worden 
sein; also sind die nach den Kairenser Mss. der nihdjet und nach Ha6i 
CHALFA von mir gemachten Zeitangaben 606. u. 629 d. H. nicht richtig, 
diese fehlerhaften Zahlen können leicht aus 665 u. 669 (1267 u. 1270/71) 
entstanden sein, welche besser stimmen würden; es fällt somit auch meine 
in Anmerkung 72 gemachte Vermutung weg, der Fürst, dem beide ge- 
nannten Werke gewidmet sind, sei nicht der MELIK EL-MoZArFAR JÜSUF 
B. "OMAR, der Fürst von Jemen, sondern der MELIK EL-MOZAFFAR B. EL- 
MELIK EL-MANSÜR, Herr von Hamät. 

Zu Art. 358: Der Globus des QAISAR RB. Apf'L-QäÄsım existierte 18309 
noch in der Sammlung des Kardinals BorgıA zu Velletri; er ist be- 
schrieben worden von S. Assemanı (Globus coelestis cufico-arabieus Velt- 
terni Musei Borgiani, Patavii 1790). Ob dies der ursprüngliche i. J. 622 
(1225) konstruierte Globus, oder ein nachgemachtes Exemplar sei, können 
wir nicht entscheiden. (Vergl. L. IDELER, Untersuch. über den Ursprung 
und die Bedeutung der Sternnamen, Berlin 1809, p. LVIIL) 

Zu Art. 366: Hier ist vielleicht der Plural „el-hossäb“ (die Rechner) 
der Singularform „el-hassäb“ vorzuziehen; dasselbe gilt auch für das gleiche 
Wort in Art. 464, und für „el-nozzär“ (die Beobachtenden) statt „el-nazzär“ 
in Art. 444 (p. 182) u. 468. (NALLINO.) | 

Zu Art. 368: Nasir ED-Dins Werk Nr. 1 (el-tadkira) befindet sich 
auch in St. Petersb. Inst. A. (Nr. 187), unvollständig, dagegen ist .der 
Fundort „Florenz (Pal.'277)“ zu streichen, hier befindet sich blofs die 
Rezension der Elemente EukLins (vergl. p. 151, wo Z. 16 v. o. das „viel- 
leicht“ zu streichen ist); ebenso ist es vorhanden im Vatican (319); Hr. 
NALLINO, dem ich diese Angaben verdanke, fand auch im Kommentar des 
QipizävEn zur Tadkira des Nasir ED-Din (Ms. 311 der Bibl. Laur. zu 
Florenz, fol. 39v.) eine Stelle, aus der sich ergiebt, dals die Tadkira in 
zwei Ausgaben erschienen ist. Die persische Übersetzung dieses Werkes 
(betitelt: risäle-ö mo*inije) befindet sich auch in Konstant. (2670, 1° u. 
4844), und ebenda (4853, 23° u. 2670, 2%) ein Kommentar dazu von un- 
genanntem Verfasser. — Nr. 2 (risdle-i bist bäb) existiert auch in Kon- 
stant. (2624, 1° u. 2701, 3%); ein anonymer Kommentar dazu ist in Florenz, 
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Laur. (Cat. d’Italia, Nr. 29,4° = AssEMmanı 318), es ist also p. 149, Z. 16 v. o. 
die Angabe „Florenz (Pal. 318)“ in diesem Sinne zu verbessern. — Nr. 3 
(kitäb-i si fasl) ist ebenfalls in Konstant. (2617,2°%, 2621,20 u. 2701,29), 
ebenso im Vatican (nach Horn, Aus italien. .Biblioth,, Zeitschr. d. 
deutschen morgenl. Gesellsch. 51, 1897, p. 30, Nr. 70), und auch in 
Florenz, Laur. (Cat. d’Italia, Nr. 26 u. 27 = Assemant 295 u. 310); am 
letzteren Orte (Cat. d’Italia, Nr. 29,1° = Assemanı 318) befindet sich 
auch der Kommentar zu diesem Werke von BEDR EL-TABARI; alle ge- 
nannten Mss. persisch. — Nr. 4 (die Ilchänischen Tafeln) ist auch vor- 
handen im Vatican (nach Horn, Aus italien. Biblioth., 1. e. p. 15, Nr. 31), 
ebenso in Konstant. (3605), an beiden Orten persisch. — Nr. 12 (zubdet 
el-hei’a) befindet sich auch in Konstant. (2670, 3%). — Als weitere Schrift 
Nasir ED-DINS ist noch anzuführen: 19. Nuzhet el-nazir (sollte wohl heilsen: 
ndzir) —= die Unterhaltung des Betrachtenden, über den Gebrauch des 
Sinusquadranten, in Konstant. (2621,3%). — Von seinen Bearbeitungen 
(Rezensionen) befindet sich diejenige des Almagestes auch in St. Petersb. 
Inst. A. (Nr. 188). — Der Sohn des p. 147 als Mitarbeiter NAsir ED-DINS 
genannten Mu’JID ED-DiN EL-“Orpi, Mun. B. Mu’JID ED-Din EL-“OrDi, hat 
einen Himmelsglobus konstruiert, der sich noch (ob im Original oder als 
Kopie ist unentschieden) in dem mathematischen Salon zu Dresden be- 
findet; er wurde beschrieben von G. W. S. BEiGEL (Astronom. Jahr- 
buch v. BopE u. Encke, 1808, p. 97f.); als Jahr der Konstruktion ist 
angegeben 688 (1289). (Vergl. auch L. IDELER, Untersuch. über den Ur- 
sprung und die Bedeutung der Sternnamen, Berlin 1809, p. LIX.) 

Zu Art. 369: Das Zitat zu BROCKELMANN mufs heifsen I, 474 statt 
II, 474. (NALLINO.) 

Zu Art. 375: Das syrische Werk des Bar-HesrÄus „das Aufsteigen 
des Geistes ete.“ ist jetzt gedruckt: Le livre de Pascension de Vesprit sur 
la forme dw ciel et de la terre, publie par F. Nav; I. Partie: texte syriaque, 
Paris 1899 (Bibliotheque de l’&cole des hautes &tudes, fasc. 121); 
Il. Partie: traduetion francaise, Paris 1900 (ibid. fase. 121,) (NALLINO.) 

Zu Art. 376: „Zeitrechnung der Chinesen (?) und Uiguren“; das 
Fragezeichen ist zu streichen, el-chit@ bedeutet wirklich die Chinesen 
(vergl. auch Prolegom. des tables astron. d’OLouG-BEG, publie par L. A. Se- 
DILLOT, Texte pers. p. 30—53, Trad. p. 32—61). (NALLINO.) 

Zu Art. 382: Die „Fundamentalsätze“ des SEMS ED-DiN EL-SAMAR- 
QANDI befinden sich auch in Konstant. (2712, 1°). 

Zu Art. 387: Über nihdjet el-idräk des QoTB ED-DIN EL-Siräzi vergl.: 
„Au Art. 276.“ — Die durret el-täg (Encyklopädie) befindet sich auch 
persisch in Florenz, Laur. (Cat. d’Italia, Nr. 23 = Assemanı 315), unvoll- 
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ständig, nur das 2. Kapitel des IV. Teils enthaltend, und in Konstant. 
(2405). — Die ichtijäarät-i mozaffari handeln nicht über „Tagewählerei“, 
wie ich p. 159 nach dem arabischen Sprachgebrauch übersetzt habe, son- 
dern sind ein in persischer Sprache verfalstes Kompendium seines Werkes 
nihäyjet el-idräak; ichtijärät-t mozaffari ist also hier zu übersetzen mit „die 
dem MOZAFFAR gewidmeten Auszüge oder Auswahlen“; dieselben befinden 
sich auch in St. Petersb. Inst. P. (Nr. 124), V. Roses giebt in seinem 
Katalog (p. 300-317) davon eine längere Beschreibung. (NALLINO.) — 
Nach Horn (Pers. Handschr. in Konstant., Zeitschr. d. deutschen 
morgenl. Gesellsch. 54, 1900, p. 319, Nr. 440) machte EL-SirAzi auch 
eine persische Übersetzung der Rezension der Elemente des EukLipks 
durch NAsir ED-DIN, dieselbe befindet sich in der Bibliothek der jeni gämi“‘ 
(Nr. 796.) 

Zu Art. 394: Nach ErscHh und GRUBER, Eneyklop. I. Ser. 31. Bd. 
p. 57 soll “OMAR B. EL-MELIK EL-MOZAFFAR JÜSUF nach einer Regierung 
von 20 Monaten i. J. 696 (1296/97) gestorben sein (der Artikel ist von 
STEINSCHNEIDER verfalst, es fehlt die Quellenangabe für dieses Datum). 

Zu Art. 395: Der Kommentar zur tadkıra des NAsir ED-Din von 
NisigÜri ist auch in Beirüt (Biblioth. der kathol. Univers. St. Joseph) 
vorhanden. (NALLINO.) 

Zu Art. 397 u. Anmerkung 80: Es ist vielleicht das in Konstant. 
(2694) sich befindende persische Werk, betitelt: zö4 sems el-munaggim 
(— Tafeln des Sems (eD-Din) des Astronomen), identisch mit dem ins 
Griechische übersetzten astronomischen Werke des SEMS ED-DIN EL- 
BocnäAkri, allerdings wird im Katalog von Konstant. als genauerer Name 
des Verfassers der 225 angegeben: Mu. B. ‘ALi CnöGA SEMS EL-MUNAGGIM. 
— Der Kommentar zur hidäjet el-hikme des Arir ED-DiN EL-ABAnHrt be- 
findet sich im Ind. Off. (493, 584,2° u. 592,2%. — In Anmerkung 80, 
p. 220 ist die Jahreszahl 1320 zu verbessern in 1300. 

Zu Art. 403: Der Mulachchas des Ga&mini befindet sich auch in 
Konstant. (2592), in persischer Übersetzung des Mun. ». ‘Omar Aspä- 
FÄNI (?). 

Zu Art. 416: Die „Astronomischen Tafeln“ des Isx EL-SATIR sind 
auch in St. Petersb. Inst. A. (Nr. 189) vorhanden, ebenda (Nr. 190, 1°) be- 
findet sich auch eine Abhandlung desselben Autors über das von ihm er- 
fundene „umfassende Instrument“, betitelt: el-asi"a el-lämia fil-amal 
bil-äla el-gämia (die glänzenden Strahlen, über den Gebrauch des um- 
fassenden Instrumentes). 

Zu Art. 421: Die Schrift el-durr el-mantür kommt auch in Turin 
(64,13%) vor. 
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Zu Art. 422: Der Kommentar zur Argüza des "ALi B. Apfı-Rıcän 
von ÄHMED B. EL-QONFÜD ist wahrscheinlich auch in Beirtt (Biblioth. 
der kathol. Univers. St. Joseph), der Name des Kommentators ist aller- 
dings nicht angegeben. (NALLINO.) 

Zu Art. 423: Die wasile des Isn EeL-HäÄ’m befindet sich auch in 
Florenz (Laur. 317), nach Cat. d’Italia, p. 293; es ist dies also nicht die 
Abhandlung über die Rechenkunst von Aßü MansÜr EL-TÜsi, wie 5. AsseE- 
MANI angegeben hat, vergl. Art. 507; wie es sich mit der in diesem Art. 
genannten Abhandlung über die Algebra verhält, die ebenfalls von Asü 
MANSÜR EL-TÜSi sein soll, weifs ich nicht. (NALLINO.) 

Zu Art. 430: Die Lebensbeschreibung des EuKLıDES von QÄDIZÄDENH, 
die sich in Florenz (Pal. 280) befinden soll, ist wahrscheinlich nichts 
anderes als die biographische Notiz über EUKLIDES, die sich im Kommen- 
tar zu den „Fundamentalsätzen“ des SAMARQANDI (s. Art. 382) von 
QÄpizÄDEH befindet, und von Haßsi Cnuaura (l. p. 380ff.) und anderen 
zitiert worden ist. (Vergl. auch Heigere, Litterargesch: Studien über 
Evxeip, p. 1ff.) — Der Kommentar des QApizÄpEHn zum Mulachchas des 
Ga6mini befindet sich auch in Bologna (Bibl. dell’ Univers.: Rosen, 
Remarques sur les mss. orient. de la collec. Marsigli a Bologne; Roma, 
Accad. dei Lincei, Memorie 12,, 1884, Nr. 423). (NALLINO.) 

Zu Art. 432: Das Werk Nr. 1 (irsäd el-häir) des Ign EL-ME6DI ıst 
auch vorhanden in Konstant. (2675,3%). — Nr. 13 (choläsat el-agwäl) be- 
findet sich auch in St. Petersb. Inst. A. (Nr. 190,2%). — Zu Note a): Die 
„Einleitung in die Astrologie“ des "Ari B. AHMED EL-BaLcHi kommt auch 
-in Konstant. (2702) vor; hier hat der Verfasser noch die Kunje „ABÜ’L- 
QAÄSIM.“ 

Zu Art. 433: Die Schrift miftäh-i kunüz des CHaLiL B. IprÄHim be- 
findet sich auch in Paris (Pers. Nr. 168.) 

Zu Art. 437: “Izz ED-Din EL-Weräi schrieb zwei verschiedene Werke 
über den Gebrauch des Mugantarätquadranten, das eine betitelt el-nugim 
el-zähirät (dies ist das von mir angeführte, die Angaben von Kairo sind 
zu verbessern in 276, 304 u. 325); das andere betitelt gotb (auch goff‘) 
el-zähirät, in Kairo (267) und Turin (64,80%); das Ms. Kairo (260) ist 
identisch mit Berlin (5851), wo es dem Spt EnL-MÄRrIDini zugeschrieben 
wird; überhaupt mögen öfters Verwechselungen zwischen diesen Werken 
“Izz en-Dins und den fast gleichbetitelten des Märıpini vorgekommen 
sein (s. Art. 445, Nr. T u. 8). — Bei der Abhandlung nuzhet el-nazar ist 
nach Leiden (1125) zu ergänzen: Berlin (5824). — Am Schlusse sind noch 
folgende zwei Werke dieses Autors hinzuzufügen: nazm el-ogüd fi “amal 
el-saät “ald’l-amüd (die Ordnung (der Perlen) der Halsbänder, über den 
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Gebrauch der Stunden (oder Zeiten) auf der Säule ()), in Kairo (296). 
Fä’ide fi hisäb el-munharafät (Nutzanwendung über die Berechnung der 
Abweichungen (d. i. der Richtungen der Qible vom Meridian)), in Gotha 
(1381,3%). (Nach BROCKELMANN, Gesch. d. arab. Litteratur, Il, 129.) 

Zu Art. 438: Die Muhammedije eL-QÜSGis befindet sich auch in Kon- 
stant. (2733,20), arabisch; die Fathije ebenda (2733,1°), arabisch. — Die 
Tafeln ULöG Bess mit den „Prolegomena“ existieren auch in St. Petersb. 
Inst. P. (Nr. 125.) 

Zu Art. 443: JÜsur B. CHIDRBEGS Biographie giebt auch TÄSKÖPRIZÄDEH 
I, p. 194, und zwar etwas anders und ausführlicher als HAMMER; so war 
er vor seinem Wezirat schon Lehrer in Adrianopel, fiel als Wezir MuuAnm- 
MEDS 1]. bei ihm in Ungnade, wurde aber von seinem Nachfolger BAsezio II. 
wieder zu Ehren gezogen und zuerst zum Lehrer an der Medrise in 
Adrianopel, dann zum Statthalter von Gallipoli ernannt; als Todesjahr wird 
ebenfalls 891 (1486) genannt. 

Zu Art. 444: Er-QaLasävis Werk Nr. 3 (kasf el-asrär ete.) befindet 
sich auch in St. Petersb. Inst. A. (Nr. 193), und ebenso in Florenz Bibliot. 
nazion. (Cat. d’Italia, p. 292, Nr. 79.) Für diese Schrift ist auch zu ver- 
weisen auf EnESTRÖM, Sur une formule d’approximation des racines carrees 
donnee par ALKALSADI, in der Biblioth. Mathem. 1336, p. 236—39. 
(NaLLıno.) — In Note b) p. 181 sind die Worte: „Also nicht eL-FapL 
B. HÄTIM EL-NaAıkizi, wie WÜSTENFELD...... vermutet hat“ zu streichen. 
.— P. 182, 2.5 v. o. soll es heilsen: 1315 (1897/98) statt 1310 (1892/93). 
(NALLINO.) — Das Werk Nr. 9 (das Ganze der Erbteilung und Kommen- 
tar dazu) ist wahrscheinlich vorhanden in Madrid (340). 

Zu Art. 445: Sıpr EL-MArıpinis Schrift Nr. 1 (risäle fÜl-"amal bil-rub! 
el-mugaijib) befindet sich auch in Turin (64,4%) und in Beirät (Biblioth. der 
kathol. Univers. St. Joseph); diese Abhandlung wurde gedruckt in Kairo 
1309 (1891/92), am Rande von el-gewähir el-nagije FÜl-a'mäl el-gaibije (die 
feinen Juwelen, über die Sinusoperationen) des AHMED EL-CHATIB EL-GÄwi. 
(Nauuino.) — Zu der Schrift Nr. 2 (ragd’iq el-hagd’ig) ist zu bemerken: 
Aus dem Pariser Ms. 2541 veröffentlichte WoErcKE den Anfang dieser 
Abhandlung in französischer Übersetzung (Memoire sur Tintroduction de 
larithmetigue indienne en occident, p. 54, 66ff.), ebenso CARRA DE VAUX 
eine Stelle über periodische Sexagesimalbrüche und die Siebner- und 
Achterprobe bei solehen (Biblioth. Mathem. 13, 1899, p. 33—36). — 
Nr. 10 (Dritte Abhandlung über den Mugantarätquadranten) befindet sich 
auch in Madrid (231,1%). — Nr. 12 (kifäjet el-ganü‘) ist auch vorhanden 
in Beirät (l. ec.) (NALLINO.) 

Fa Art. 447 u. 453: El-gabbän ist nicht die gewöhnliche gleicharmige 
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Wage, sondern die ungleicharmige Schnellwage, wie auch el-garastin 
(Art. 66, p. 37, und Art. 43, p. 20—21). (NALLINO.) 

Zu Art. 454: El-durr el-nazim, mit Tafeln aus den UnLbG Be@’schen 
ausgezogen, befindet sich auch in Paris (2496,2°), wahrscheinlich nur die 
Tafeln. 

Zu Art. 456: BarGenpis Abhandlung risdle-i heat ist sehr wahr- 
scheinlich ein Kommentar zur tadkira des NAsir ED-Din (vergl. Dietion. 
of the techn. terms, by SPRENGER ete.; Art. chatt nisf el-nahär). 

Zu Art. 457: Als weitere Schrift Miram ÜELEBiS ist noch anzuführen: 
risäle fi ahkäm el-täli“ (Abhandlung über die Urteile nach dem Aszen- 
denten), persisch vorhanden in Berlin P. (339). 

Zu Art. 460: Statt afagije ist zu lesen dfägije. 

Zu Art. 469: Das Kartenwerk des ‘ALi B. AHMED EL-Sargt soll blofs 
ein Steuermannsbuch sein, es verzeichnet nur die Meeresküsten und die 
Häfen an denselben. (NALLINO.) 

Zu Art. 470: Der Kommentar zum Sinusquadranten des SIBT EL- 
MäArıpini von AHMED B. ÄHMED B. "ÄBDELHAQQ EL-SuNngBÄTIi befindet sich 
auch in Turin (64,3°). 

Zu Art. 471: Pi “ıilm el-binkämät habe ich einfach mit „über die 
Uhrmacherkunst“ übersetzt; binkämät sind aber insbesondere Wasser- und 
Sanduhren. (NALLINO,) 

Zu Art. 478: Von "Omar B. Mun. EL-FÄrıskÜri befindet sich auch 
eine Biographie bei EL-Mumipegi (choläsat el-atar fi a'jän el-garn el-hädi 
“asar = Auszug der Denkwürdigkeiten über die Vornehmen (Gelehrten) des 
11. Jahrh. d. H.), Kairo 1284 (1867/68), Vol. IH. p. 221—23, wo als Todes- 
tag der 17. Sauwäl d. J. 1018 (Januar 1610) und als Todesort Damiette 
angegeben ist. (NALLINO.) 

Zu Art. 479: Gedäwil ichtiläf manzar el-gamar ete. ist zu übersetzen: 
Tafeln der Parallaxe des Mondes in Länge und Breite, d. h. der Wirkung 
der Mond-Parallaxe auf die scheinbare Stellung des Mondes in Bezug auf 
Länge und Breite. Auch von diesem Autor ("ABDELQÄDIR EL-FAIJÜMf) 
hat EL-Munispti (l. e. II. 456—57) eine Biographie. (NALLINO.) 

7u Art. 480: Nach Naruıno ist nicht ‘Amili die richtige Lesart, 
sondern “Amuli, von ‘Amul, einer Stadt in Syrien, die nicht zu verwechseln 
ist mit Amul in Persien. Eine längere Biographie BrnA Ev-Dins befindet 
sich auch bei EL-Mumisei (]. e. III. 440—50); hier werden aufser den 
von mir angeführten Schriften noch genannt: el-mulachchag fÜl-hei’a (Kom- 
pendium der Astronomie); el-risäle el-hilälöje (die Abhandlung über die 
Neumonde). (NALLINO.) — Nach dem kitäb iktif@ el-gani“ bi-ma huwa 
matbü“ (= das Buch der Genügsamkeit des sich mit dem was gedruckt 
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ist Zufriedengebenden) von E. Van Dyk, Kairo 1896, p. 241, wurde auch 
die Schrift tasröh el-afläk lithographiert herausgegeben in Dokuow (Jahr es- 
zahl fehlt) mit Kommentaren. 

Zu Art. 495: Das Ms. 1489 in Gotha wurde eingehend besprochen 
von H. SuUTER in der Biblioth. Mathem. 2,, 1901, p. 12—40. 

Zu Art. 501*: Ich finde nachträglich, dals bei Isv Jünıs (Notices 
et extr. des mss. VII, p. 168) ein Sa'ip B. CHAFIF EL-SAMARQANDI er- 
wähnt ist, der eine Beobachtung von Apü'L-QAsım B. AMÄGÜR zitiert; 
dieser Sa'ip mufs also zwischen 900 und 1000 n. Chr. gelebt haben; ich 
hatte ihn unter die Autoren des 14. Jahrh. versetzt, weil das Pariser 
Ms. 2506 nach DE SLANE aus diesem Jahrhundert stammen und eine 
Autographie sein soll, doch wird dies blols als eine Vermutung hingestellt. 

Zu Art. 507: Vergl. „Zu Art. 423.“ 

Zu Art. 508: NAaLLıno hält SArrÄG für die richtige Lesart, nicht 
SIRÄG. 

Zu Art. 512: Der Kommentar zum Sinusquadranten des SIBT EL- 
Märıpini von "ÄBDERRAHMÄN B. MuH. EL-TÄGÜRf befindet sich auch in 
Turin (64,129). 

Zu Art. 517: Ich habe hier die Vermutung ausgesprochen, da/s Mun. 
Bß. Mun. EL-BAGDÄDI identisch sein könnte mit dem Bearbeiter des Ev- 
KLipischen Buches „über die Teilung der Flächen“, mit MUHAMMED 
BAGDADINUS; ich füge noch weiter hinzu, dals Isx EL-Qirti (bei Casıkı 
I, 342) als Kommentator des 10. Buches des EUKLIDES einen Al Mun. 
B. "AÄBDELBÄQI EL-BAGDÄDi nennt, der in seinem Kommentar Zahlen- 
beispiele zu den Sätzen jenes Buches gegeben habe; Isv EL-Qırri besals 
ein vom Verfasser selbst geschriebenes Ms. dieses Kommentars. 

Zu Art. 528: Schriften über den gleichen Gegenstand (Finger- an 
Handrechnen) verfalsten auch Sems ep-piv Au0 “ABpaLLän Müun. 
AHMED EL-MausıLi (d. h. v. Mogul), arabisch in Gedichtform, und ae 
ED-Din ‘ALi JEZDi, persisch; die erstere wurde nebst einem ähnlichen 
Traktat eines Spaniers Juan PEREZ DE MoyA übersetzt von A. MARRE 
im Bullett. di bibliogr. d. se. matem. 1, 1868, p. 309—318, der arabische 
Text befindet sich im Pariser Ms. 4441, das einen sog. Führer für Sekre- 
täre, die Elemente der Arithmetik, Geometrie, Feldmefskunde, des Steuer- 
wesens etc. umfassend, enthält, und i. J. 979 (1571/72) geschrieben worden 
ist; es giebt ganz kurz die Darstellung der Einer, Zehner, Hunderter u. s. f. 
bis auf Zehntausend durch die Finger beider Hände; die zweite persische 
Abhandlung wurde mehrfach herausgegeben und übersetzt, zuletzt von 
ST. GUYARD im Journal asiat. 18,, 1871, p. 106 ff. 

Zu Anmerkung 5*: Vergl. „Zu Art. 19.“ 
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Zu Anmerkung 6: Über diese arabische Gradmessung vergl. auch 
NALLINO, Il valore metrico del grado di meridiano secondo i geografi arabi, 
Firenze, Torino, Roma 1893: Estratto dal Cosmos di Guvmmo Cora 11, 
1892—93, fase. L—IV. — Der Ort Wamia (der eine Endpunkt der Mä- 
münischen Gradmessung) ist schwerlich Apamea, sondern wahrscheinlich 
Wäsit bei Ragga. Statt Baurari ist eher zu lesen Bomrori (vergl. die 
eben genannte Abhandlung p. 13, 18 u. 19). 

Zu Anmerkung 8: Hier ist Zeile 4 v. o. zu lesen 857/58, statt 857/60. 

Zu Anmerkung 30: Vergl. „Zu Art. 138.“ 

Zu Anmerkung 43: Die spanische Übersetzung der Abhandlung ‘Ari 
B. CHALAFS befindet sich gedruckt in den Libros del saber de astronomia 
(Madrid 1863—67), Vol. III, p. 11—132: De euemo se deue obrar con la 
lamina (= safiha) universal. (NALLINO.) 

Zu Anmerkung 46: Das Zitat zu STEINSCHNEIDER (Vite di matem. 
arabi di B. BaLpı ete., p. 76) bezieht sich auf den „Estratto“ (aus den 
Bullett. di bibliogr. d. se. matem.) vom Jahre 1873 in 108 Seiten; es 
giebt aber noch einen andern vom Jahre 1874 in 100 Seiten; mir war 
nur der erste bekannt, deshalb ist mir auch die Korrektur Amarıs, be- 
treffend die Prophezeiung über die Dauer der Regierungszeit des Emirs 
von Sieilien, AHMED B. EL-HASAN B. ABi’L-HOSEIN entgangen. (NALLINO.) 

Zu Anmerkung 60: Hier ist p. 217, 2.4 v.o. zu lesen masjacha nicht 
masiche. (NALLINO.) 

Zu Anmerkung 68: Der lateinische Text der von Munk zitierten Stelle 
befindet sich in der Venediger Ausgabe der Astronomie des ALPETRAGIUS 
v. J. 1531, fol. 4. (NAtLLıno.) 

Zu Anmerkung 80: Vergl. „Zu Art. 397.“ 

P. 237, nach Z. 27 v. o. ist einzuschalten: “ALi B. SAHL s. ABÜ’L- 
Hasan “ALI B. SAHL. 

P. 251, 2. 21 v. o. ist zu lesen 17 statt 16. 

P. 257, 2.18 v. u. ist zu streichen: “OMAR B. Munm. B. CHÄLID. 

Als neue Artikel sind einzuschalten: 

373°. ZAKARWÄ B. Mun. B. ManumÜD, Aut JausA (auch Aut Mun. 
und ABü ‘ABDALLÄH) EL-QAZWini, aus Qazwin in Persien gebürtig, ein 
gelehrter Imäm und Jurist, daneben auch bewandert in Geographie, Natur- 
geschichte und Astronomie, Schüler von Arir ED-DIN EL-ABAHRI (s. Art. 364); 
er war auch Qädi von Wäsit und Hilla, und starb im Muharrem 682 
(April 1283). (Sınv. DE Sacy, Ohrestom. arabe, 1. Edit. T. III, p. 505). 
Ich nenne ihn hier nur, weil er in seinem Werke, betitelt: kitäb "aga'ib 
el-machlügät ete. (das Buch der Wunder der Schöpfung ete.) eine Be- 
schreibung der Sternbilder und der Mondstationen gegeben hat, die von 
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L. IDELER arabisch mit deutscher Übersetzung und reichhaltigem Kommen- 
tar herausgegeben worden ist: Untersuchungen über den Ursprung und. die 
Bedeutung der Sternnamen, Berlin 1809; das ganze Buch wurde arabisch 
herausgegeben von F. WÜSTENFELD: ZAKARWA B. MUuH. B. MAHMUD EL- 
Cazwınıs Kosmographie. Erster Teil: kitab “aga’ih el-machlügät, die Wunder 
der Schöpfung. Göttingen, 1849. (Zweiter Teil: Astäb ätär el-biläd, die 
Denkmäler der Länder. Göttingen, 1848); den ersten Teil bis auf p. 208 
der Textausgabe veröffentlichte auch in deutscher Übersetzung H. Ermt, 
1868; p. 208-—-245 ebenfalls in deutscher Übersetzung J. Ruska: Das 
Steinbuch aus der Kosmographie des Zaxarıa B. Mvnaunen, übersetzt und mit An- 
merkungen versehen, (Beilage zum Jahresber. 1895/96 der prov. Oberrealschule 
Heidelberg.) Das Werk eL-Qazwinis (I. Teil) existiert noch arabisch in 
drei von einander verschiedenen Ausgaben und zwar: in Berlin (6161 u. 62, 
unter letzter Nummer in zwei unvollständigen Exempl.); Gotha (1. Ausg. 
1503—05; 2. Ausg. 1506 u. 07; 3. Ausg. 1508); Wien (1435— 37); in pers. 
Übers. betitelt fuhfet el-jard’ib (Geschenk der Seltenheiten) ibid. (1438 
u. 39), hier heifst der Verfasser auch noch EL-Kamünt (?); in türk. Übers. 
von Emstp B. CHaLin, vollendet 977 (1570) in Magnesia und gewidmet 
dem Sultan MurAp IIL, ibid. (1440); Paris (2173—78, Teile davon 2179 
u. 80 und 2918,11%, Kompendien des Werkes von ungenannten Verfassern 
[vielleicht 1. Ausg.?] 2182 u. 83, 2419,3%); pers. ibid. (Nr. 141 u. 142); 
Leiden (726, arab. und pers.); Oxford (I, 460 u. 890, II, 267); Brit. Mus. 
P. (Or. 373, 1371, 1621; Addend. 5605, 7706, 16738 —40, 23564), das 
Ms. 1621 übersetzt i. J. 954 (1547) für Isränin ‘Änın San; Ind. Off. 
(1723-25); München (463—66); Florenz (Laur. 107); Konstant. (2935 —39); 
Kairo (85); u.a. a. 0. Eine pers. Übers. erschien lithographiert in Luck- 
now, 1283 (1866/67), eine andere in Teherän 1264 (1848). 

433°. "ABDELGANIi B. HosÄM ED-DIn AHMED, bekannt unter dem 
Namen Isn EL-"Arapäni (?) EL-Miski, lebte wahrscheinlich in Agypten 
und starb 854 (1450). (Vergl. Cat. v. Algier, p. 428 und BROCKELMANN, 
Gesch. d. arab. Litt. II, 128). Er schrieb: Gard’ib el-funin we mulah_ el- 
“ujin (Seltenheiten der Wissenschaften und Ergötzlichkeiten der Augen), 
eine elementare Astronomie, in Algier (1554), unvollständig. 

466°, "ÄBDERRAHMÄN B. MUH. EL-ACHDARI schrieb i. J. 939 (1532/33) 
im Alter von 20 Jahren eine Argüza, betitelt el-siräg fÜilm el-falak (die 
Leuchte zur Wissenschaft der Sphäre), noch vorhanden in Algier (1451) 
mit Kommentar von einem Ungenannten; sie wurde veröffentlicht mit dem 
Kommentar des SAHNÜN B. "OTMÄN B. SOLEIMÄN B. ÄHMED DB. Api BEKR 
EL-MEIDAWi EL-WÄNSARISI (d. h. aus Wänsaris, franz. Ouarsenis, in Algier), 
in Kairo 1314 (1896/97). (NaLLıno.) — Ebenso schrieb er eine Argüza 
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über Arithmetik und Erbteilung, betitelt e/-durra el-baid@ fi ahsan el- 
funin wel-asj@ (die glänzende Perle über die schönste (beste) der Dis- 
ziplinen und Gegenstände), in Algier (399,6°), nur der Teil über die Arith- 
metik. (Vergl. auch Ha6i Cnaura II, 200, wo der Verfasser nur ge 
nannt ist "ÄBDERRAHMÄN EL-MAGREBI.) 

474°, Jamä B. Mun. 8. Mun. B. "ÄBDERRAHMÄN EL-HarTäg (der 
Holzhauer oder Holzhändler) Eer-Ro‘Aıni EL-MERKi (d. h. aus Mekka), ge- 
storben wahrscheinlich gegen das Jahr 1000 (1591/92)*), schrieb: Wasile 
el-tulläb (Der Weg der Studierenden) zur Kenntnis der Verriehtungen des 
Tages und der Nacht auf dem Wege der Rechnung, abgekürzt aus der 
Abhandlung seines Vaters „Ausrechnung der Tag- und Nachtzeiten, haupt- 
sächlich zu Gebetszwecken“, in Berlin (5700). Die Abhandlung des Vaters 
ist wahrscheinlich noch vorhanden in Beirät (Bibl. der kathol. Univers. 
St. Joseph): Risäle fi ma'rifet istichrä)j augät el-salät (Abhandlung über 
die Kenntnis der Auffindung der Gebetszeiten), von Mum. B. Mun. B. 
"ÄBDERRAHMÄN B. Hasan EL-HATTÄB EL-Ro‘aımi EL-MALIKi; das Ms. 
wurde i. J. 931 (1524/25) abgeschrieben. (NarLıno.) — Ferner schrieb 
er: Fi ma'rifet istichräg a'mäl el-leil we’l-nahär etc. (Über die Kenntnis 
der Auffindung der Verrichtungen des Tages und der Nacht mit dem 
Sinusquadranten, in Berlin (5826); Mochtasar film el-hisäb, Auszug aus 
der nuzhet el-hossäb des IBn EL-HA’IM (s. Art. 423), in Berlin (5983).?) 

479°. “Ani. WEL? B. Hamza, aus dem Westen stammend, schrieb 
i. J. 999 (1590/91) in Mekka ein arithmetisches Werk, betitelt: tuhfet el- 
a däd li-dawi el-rosd we’l-sadäd (das Geschenk der Zahlen für die Ver- 
nunft und richtige Einsicht Besitzenden), in welchem abgekürzte Bezeich- 
nungen für die Unbekannte und ihre Potenzen, für die Operations- 
zeichen etc. vorkommen, und zwar noch in etwas ausgedehnterem Malse als 
bei EL-QaLAasÄnpfl. Ein Ms. dieses Werkes erwarb der Gelehrte SiLım Zeki 
EreEnDi auf dem grolsen Bazar in Konstantinopel i. J. 1888. Derselbe 
Gelehrte (vgl. seinen Artikel: Notation algebrique chez les Orientaux, im 
Journal asiatiquell,, 1898, fand kürzlich in der Bibliothek Musraras II. 
in Konstantinopel eine Algebra eines unbekannten Autors, verfalst i. J. 834 
(1430/31), also sehr wahrscheinlich vor dem kaf el-asrär des QALAsÄDf, 
in welcher diese abgekürzte Bezeichnungsweise noch viel weiter durch- 
geführt ist. Man vergleiche für Näheres die für die Geschichte der 
Algebra sehr interessante Abhandlung im Journal asiatique. 


1) Antwarpr hat im Berliner Kat. drei verschiedene Angaben: Nr. 5700 „ec. 1000, 
Nr. 5826 „gegen das Jahr 1060 am Leben“, Nr. 5983 „gest. nach 993. 
2) Hier hat der Verfasser noch den Ehrennamen Sarar Ep-Dpin. 
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487°, "ABDELYAQQ EL-GÄrIgt EL-ISBiLi, Abü Mun., bekannt unter 
dem Namen Isx er-Hä’ım, wahrscheinlich in Sevilla lebend, verfalste 
astronomisch-chronologische Tafeln, betitelt: el-2ig el-kämil (die voll- 
kommenen Tafeln), oder: el-kämil fil-taälim (das Vollkommene für die 
Belehrungen), noch vorhanden in Oxford (II, 285), in welchem er die 
Fehler der Tafeln des IBn-EL-KEmÄp (s. Art. 487) zu verbessern versucht 
hat. — Hasi Cuarra II, 569 nennt ihn Abü’L-Hasan B. "ÄBDELHAQQ 
xr-"Änıgi (siel), bekannt unter dem Namen Isx EL-HA’ım eL-ISsiti. Er 
führt ferner an, dals der gröfste Teil der Tafeln e/-mogtabas (wahrschein- 
lich andere spätere als die gleichbenannten des IBv EL-KEmÄn) dem oben 
genannten Werke des Isx EL-Hä’ım entnommen sei. Es wäre sehr zu 
wünschen, dafs das Oxforder Ms. einmal etwas gründlicher untersucht 
würde, 
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Einleitung. 


Die Geschichtsschreibung der Mathematik ist in den letzten Jahrzehnten 
zu einem himmelanstrebenden Bau geworden. In vorliegender Arbeit wollen 
wir versuchen, ihn mit einem neuen Standbilde zu schmücken und einem 
Manne den Platz anzuweisen, der ihm im Rahmen eines glänzenden Jahr- 
hunderts mathematischer Forschung gebührt. Dieser Mann ist Antoine 
Arnauld, der große Arnauld. 

Ermutigt werden wir zu unserm Unternehmen durch die Worte dessen, 
der jenen stolzen Bau geschaffen: Moritz Cantor schliefst das Vorwort 
zur zweiten Auflage seiner monumentalen „Vorlesungen über Geschichte der 
Mathematik“ Bd. I mit 'dem Wunsche: „dafs abermals neue und immer 
neue Mitarbeiter das Feld umzugraben und zu bebauen sich finden mögen. 
Noch ist es bei weitem nicht erschöpft, noch lohnt auf ihm die Arbeit.“ 

In Cantors genanntem Werke wird Antoine Arnauld Bd. III S. 367 
im Verlaufe der Darstellung einer Kontroverse zwischen Leibniz und Guido 
Grandi über die Ordnungen des Unendlichkleinen erwähnt. Das Bewulst- 
sein, dafs Antoine Arnauld ein grolser Mathematiker gewesen, ist der 
Litteratur nie ganz verloren gegangen. Wir finden z. B. in E. G. Guhr- 
auers Leibnizbiographie Arnauld als Mathematiker bezeichnet. Aber worauf 
sich dieser Ruf gründet, ist heute fast ganz vergessen, was Arnauld auf 
dem Gebiete der mathematischen Wissenschaften geschrieben, verschollen. 
Nicht nur bei seinen Landsleuten Bossut und Chasles wird Arnauld über- 
haupt nicht genannt, sondern auch Poggendorffs „Biographisch-Litterarisches 
Handwörterbuch zur Geschichte der exakten Wissenschaften“ versagt vollständig. 
Vergeblich wird man den Namen Arnauld suchen. Man ist versucht, auf 
die Leistungen dieses Mannes innerhalb der exakten Wissenschaften das Wort 
anzuwenden, das einst Menage, der französische Varro des siebzehnten Jahr 
hunderts, wie man ihn wohl nennt, an der Spitze eines Epigramms im 
Jahre 1679 in räumlichem Sinne von Arnauld aussprach: „Abditus in 
tenebris notus qui toto in orbe“ Diese Vergessenheit ist um so unverdienter, 
als Arnauld an zahlreichen und verschiedenen Gegenständen der Mathe- 
matik sein Interesse bethätigt hat. Auf dem Gebiete der Philosophie der 
Mathematik und ihrer Methoden begegnen wir ihm als Schriftsteller; an 
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zahlentheoretischen Problemen hat er seinen Scharfsinn versucht; in der 
Behandlung der Grundlagen der Geometrie hat sein Auftreten sogar Epoche 
gemacht; wir werden zeigen, dafs er der Mittelpunkt geworden ist, nach 
welchem gewisse Richtungen konvergieren, die durch diesen Mittelpunkt erst 
gewürdigt werden können und durch ihn ihren festen historischen Zusammen- 
hang erhalten. Abgesehen von seinen originellen Gedanken hat er sehr zur 
Erläuterung und Verbreitung neuer und wichtiger Gesichtspunkte beigetragen. 
Alle diese Verdienste Arnaulds rechtfertigen unsere Absicht, in einer 
Monographie sein Verhältnis zu den mathematischen Fragen, welche seine 
Zeit bewegten, und seine Arbeit auf diesem Boden eingehend und erschöpfend 
zu behandeln. Haben doch alle die grofsen Mathematiker des siebzehnten 
Jahrhunderts, gerade auch jene, welche Frankreich die Hegemonie in der 
Mathematik bis zum Auftreten von Leibniz und Newton sicherten, in 
Einzeluntersuchungen ihre sorgfältige, ja liebevolle Erforschung gefunden. 
Wir denken hier an Descartes, an die Arbeiten Poudras über Desargues, 
C. Henrys über Mydorge, Paul Tannerys über Fermat, an den Auf- 
satz M. Cantors in den Preufsischen Jahrbiüchern XXX 212—237 „Blaise 
Pascal“, endlich an Lehmanns Programmabhandlung über De la Hire. 
Bevor wir aber die inhaltliche Würdigung von Arnaulds speziell 
mathematischen Schriften in Angriff nehmen, haben wir sein Leben kurz 
zu skizzieren, seinen philosophischen Standpunkt zu kennzeichnen und seine 
Beziehungen zu den grofsen Zeitgenossen etwas ausführlicher darzulegen, 
um ein Gesamtbild der Leistungen dieses vielseitigen Geistes zu erhalten. 


Erstes Kapitel. 


Arnaulds Leben, sein philosophischer Standpunkt 
und seine Beziehungen zu den grofsen Zeitgenossen. 


Antoine Arnaulds Leben fällt zum gröfsten Teile in das goldene 
Zeitalter seiner Nation unter Ludwig XIV. Er selbst ist eine der hervor- 
ragenden Individualitäten, welchen es die französische Geschichte zu ver- 
danken hat, dals sie jenen Zeitabschnitt nicht nur auf politischem, sondern 
auch auf religiösem und litterarischem Gebiete als einen grofsartigen be- 
zeichnen darf. Den Namen „der grofse Arnauld“ hat er sich durch seine 
theologischen Kämpfe sowohl, wie durch seine hervorragende Teilnahme an 
den philosophischen Bewegungen und am Geistesleben seiner Zeit überhaupt 
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erworben. Geboren am 6. Februar 1612 zu Paris als Sohn Antoine Ar- 
naulds, eines Rechsgelehrten und Generalprokurators der Königin Katharina 
von Medici, erhielt er seine wissenschaftliche Vorbildung am Kollegium Calvi- 
Sorbonne, einen propädeutisch-philosophischen Kursus absolvierte er an der 
Anstalt von Lisieux. Im Jahre 1635—36 sehen wir ıhn als Baccalaureus 
(bachelier) der Pariser Universität. Wegen seiner hervorragenden Begabung 
erhielt er bald die Erlaubnis, sein Domizil in der Sorbonne aufzuschlagen 
(hospes sorbonieus). Den Grad eines Doktors der Sorbonne erlangte er nach 
feierlicher, öffentlicher Verteidigung seiner "Thesen im Jahre 1641. Eine 
solche Disputation war ein glänzendes Ereignis im Leben der Universität; 
wenn die Anzahl der bacheliers, die daran teilzunehmen hatten, grofs war, 
nahm die Feierlichkeit durch die sich rasch folgenden Einwürfe und Ver- 
teidigungsgründe der Gegner oft einen sehr lebhaften Charakter an und 
hielt die sich Messenden fortwährend in Atem. 

Durch die Gegenwart der höchsten Beamten des Staates und der ersten 
Diener der Kirche, sowie hervorragender Gelehrten erbielt der Akt seine 
Weihe Arnauld verteidigte in überaus glänzender Weise seine Thesen; 
er überraschte die Anwesenden usque ad stuporem. Seine thatsächliche Auf- 
nahme in die Gemeinschaft und die Rechte der Sorbonne erfolgte aber" erst 
1643 (socius sorbonicus), da eine der Vorbedingungen eine philosophische 
Vorlesung war, welche Arnauld in der Folge am Kollegium von Mans 
hielt. Zu seinen Schülern daselbst gehörte auch Pierre Barbay, später 
Professor der Pariser Universität, der sich durch einen Commentaire latin 
sur toute la Philosophie d’Aristote, Paris 1680, 6 vols in 12° bekannt machte. 
Die Vorlesungen, die dieser Mann hielt, und die damals grolsen Beifall 
fanden, waren grölstenteils eine Reproduktion der früher bei Arnauld ge- 
hörten. Die Doktoren der Sorbonne wollten Arnauld zwar von seiner 
praktisch-pädagogischen Verpflichtung dispensieren, aber der Kardinal Riche- 
lieu setzte jenem Versuche sein Veto entgegen, wiewohl er Arnauld ge- 
wogen war; bei seinem letzten Besuche in der Sorbonne kurz vor seinem 
Tode hatte der Kardinal Arnauld in seinem Studierzimmer aufgesucht und 
ihn zu dem Erfolg seiner Studien beglückwünscht. Schon in diese frühe 
Zeit fällt der Anstofs, welcher für Arnaulds ganze Richtung ausschlag- 
gebend war. Du Verger, der berühmte Abt von Saint-Cyran, hatte Ar- 
nauld der Theologie zugeführt und ihm die Schriften des hl. Augustinus 
empfohlen. So war es kein Wunder, dafs der junge Theologe sich mächtig 
zu den Lehren des Jansenius hingezogen fühlte, als 1640 dessen „Augustinus“ 
erschien. Aber mit diesem Hinneigen zum Augustinismus war auch unver- 
meidlich der Kampf gegen die diametral entgegengesetzte Denk- und Hand- 
lungsweise verknüpft: der Kampf gegen den Jesuitismus, ein Kampf, den 
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Arnauld mit seinem berühmten Buche „de la frequente communion“ er- 
öffnete und der sich durch sein ganzes Leben hinziehen sollte. Man möchte 
glauben, dafs unser Arnauld die Abneigung gegen den Orden des Igna- 
tius v. Loyola von seinem Vater überkommen habe, der sich durch eine 
im Jahre 1594 vor dem Parlament im Namen der Universität gegen die 
Jesuiten gehaltene Klagerede einen Namen gemacht hatte. Im Jahre 1644 
begann Arnauld für Jansenius zu schreiben. Die Jesuiten hatten es 
unterdessen dahin gebracht, dafs Arnauld nach Rom zitiert wurde, aber 
Parlament und Sorbonne widersetzten sich dieser Zitation, die nach den 
Landesgesetzen nicht zulässig se. Damit wurde die Sache des feurigen 
Verteidigers seiner Überzeugung eine öffentliche und er selbst zum Wort- 
führer und Haupte der Jansenisten, jener Partei, welche in Frankreich eine 
Reformation innerhalb der Kirche erstrebte. Wir bemerken nur noch, dals 
Arnauld im Verlaufe der Streitigkeiten 1656 von der Sorbonne aus- 
geschlossen wurde, weil seine Ansicht; gegen das Unfehlbarkeitsdogma zu 
verstolsen schien; mit ihm wurden die siebzig Doktoren ausgeschlossen, 
welche für den Beschuldigten gestimmt hatten. Für die genauere Kenntnis 
dieser Kämpfe verweisen wir auf Kuno Fischers eingehende Darstellung 
Bd. I S. 138 seiner „Geschichte der neueren Philosophie“, 

Was uns aber in dieser frühen Periode seines Lebens besonders inter- 
essiert, das ist 


Arnaulds Stellung zu Descartes und zum Cartesianismus. 


Descartes’ „Meditationes de prima philosophia“ erschienen im Jahre 
1641. Schon 1637 hatte er sein erstes Werk veröffentlicht: .Discours de 
la methode, la Dioptrigue, les Meteores et la Geometrie. Die drei letzteren 
Abhandlungen, von denen die „Geometrie“ als Grundlegung der analytischen 
Geometrie und der Lehre von den Gleichungen in der Geschichte der Mathe- 
matik eine so hervorragende Stellung einnimmt, waren Probiersteine für 
seine Methode, wie der „Discours de la methode“ von dem ganzen System 
eine Probe geben sollte. Er wird thatsächlich als die Logik desselben be- 
trachtet. Schon hier waren die Hauptfragen der „Meditationen“: Gott und 
das Verhältnis des Geistes zum Körper behandelt, aber, wie der Philosoph 
selbst in der Vorrede des Werkes sagte, nur im Vorübergehen, um aus dem 
Urteil darüber zu erfahren, ob er seine Gedanken später in eingehender 
Begründung veröffentlichen solle. Diese Aufgabe erfüllten die „Meditationen“. 
Descartes hat darin alle Grundbegriffe seiner Metaphysik und seiner Physik 
vereinigt. Die Hauptfrucht seiner wissenschaftlichen Mufse in Holland schätzte 
Descartes selbst sie unter allen seinen Werken am höchsten. Getreu 
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dem Worte des Horaz „nonumgque prematur in annum“ hatte er zehn Jahre 
in einer der Wichtigkeit des Gegenstandes entsprechenden Weise daran ver- 
vollkommnet und ihnen die ganze Vollendung aufgeprägt, die er zu geben 
verstand. Gleichwohl befürchtete er, dafs die Neuheit seiner Methode und 
die überraschenden Ausblicke darin, dann auch die Feinheit der Gedanken- 
gänge zu stark wirken könne, und so entschlofs er sich, dieses Werk zuerst. 
in lateinischer Sprache zu veröffentlichen. Aber noch nicht genug damit, 
wollte er eine ganz kleine Anzahl von Exemplaren drucken lassen, um sie 
vor der eigentlichen Publikation an die feinsinnigsten Philosophen und Meta- 
physiker zu versenden und deren Urteil zu hören. Es war nicht seine Ab- 
sicht an seiner Arbeit etwas zu ändern, da dies den Gang und die Kraft 
seiner Darstellung zu sehr beeinträchtigt hätte, sondern er wollte die Ein- 
würfe zusammen mit seinen Erwiderungen darauf seinem Werke nachdrucken 
lassen, damit es schon kritisiert vor das gelehrte Publikum binträte. Da 
er es dann aber wieder nicht für angemessen hielt, jene beabsichtigte kleine 
Auflage in Holland drucken zu lassen, sandte er eine Kopie des Manuskripts 
an seinen Freund, den Pater Mersenne, nach Paris; er fügte bei 1) die 
Einwürfe, die ihm schon der Gelehrte Carterus oder Caterus aus Alk- 
maar gemacht hatte, da dieser Teil als Vorbild für künftige Beurteiler 
dienen und Wiederholungen vermeiden sollte, 2) eine Widmung an die 
Doktoren der Sorbonne und 3) einen kurzen Abrifs von sechs Meditationen, 
welchen er auf Bitten Mersennes verfalst hatte, um die Prüfung seiner 
Schrift zu erleichtern. Descartes legte seinem Freunde ans Herz, sein 
Manuskript nur Leuten in die Hände zu geben, die befähigt, nicht von 
Schulvorarteilen befangen, deren Triebfeder nicht Neid und Eifersucht, 
sondern Liebe zur Wahrheit und der Ruhm Gottes bei der Beurteilung 
wäre; er wollte, kurz gesagt, ein verständnisvolles und objektives Urteil 
haben. Für Mersenne war es nicht leicht, die geeigneten Persönlichkeiten 
zu finden, keiner wollte ihm sein Urteil schriftlich geben. Mersenne war 
also genötigt, selbst zu Papier zu bringen, was er von Philosophen und 
Theologen, die er befragt hatte, von deren Ansicht mündlich hörte. Des- 
cartes antwortete darauf und legte seiner Antwort eine erläuternde Schrift 
bei: „Raisons pour. prowver Vexistance de Diew et la distinction qui est entre 
V’esprit et le corps humain disposee d’une maniere geometrique.“ 

Bald darauf sandte Mersenne die drei Einwürfe an Descartes, die 
der englische Philosoph Hobbes, der damals in Paris lebte, verfalst hatte, 
und machte ihm Hoffnung auf solche von Mitgliedern der Sorbonne; aber 
aufser einem jungen Doktor, welcher einst mit viel Vergnügen Descartes’ 
„Essais de la methode“ gelesen. hatte, fand sich niemand, der Mersennes 


Verlangen erfüllen und sich zu einem Urteil über die „Meditationen“ des 
Abh. z. Gesch. d. math. Wissensch. XIV. 13 
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damals schon berühmt werdenden Philosophen aufschwingen wollte Es war 
dies unser Arnauld. Er war damals achtundzwanzig Jahre alt und Des- 
cartes hätte sich fast wieder über die Jugend seines Gegners getäuscht, 
wie es ihm trotz seines Scharfblickes einst mit dem Verfasser des „Traite 
des coniques“ ergangen war, als ihm der jugendliche Pascal seine Arbeit 
übersandte. In dem Briefe an Mersenne, welcher seinen Einwürfen vor- 
gedruckt ist, legt Arnauld mit grolser Bescheidenheit, aber ebenso feiner 
Durchdringung des Stoffes dar, was ihm bei der Lektüre der „Meditationen“ 
als angreifbar erschienen war: 

Zunächst bemerkt er, dals Descartes für die Existenz und Natur 
der menschlichen Seele denselben Beweisgang eingeschlagen habe, wie der 
hl. Augustin. Er macht über denselben Gegenstand noch weitere Be- 
merkungen, aber mehr um ihn zu stützen und zu durchleuchten, als um 
ihm Schwierigkeiten zu bereiten. Endlich gesteht er unumwunden zu, dals 
der kurze Abrifs der sechs „Meditationen“, von dem wir oben sprachen, 
aufser dem Lichte, welches er auf die ganze Arbeit fallen liefse, gerade in 
obiger Frage zur Hebung der Schwierigkeiten diejenigen Gründe enthalte, 
welche sich auch ihm aufgedrängt hätten. Weniger gefällt ihm die Art, 
wie Descartes die Verschiedenheit des Geistes vom Körper abgeleitet hatte. 
Was ohne die Idee eines andern Dinges klar und deutlich gedacht werden 
könne, existiere auch ohne das letztere und vollständig unabhängig von ihm, 
so hatte Descartes gelehrt. Arnauld findet diesen Schlufs nicht ganz 
richtig. Er führt dagegen geometrische Beispiele ins Feld; man könne sich 
ein rechtwinkliges Dreieck vorstellen, ohne den pythagoräischen Satz zu 
kennen; während letzterer doch geradezu als Definition zu Grunde gelegt 
werden könne. Man könne sich ferner eine Dimension ohne die andere 
denken, während sie in Wirklichkeit doch immer alle drei zusammen vor- 
kämen. Descartes müsse auch seinen methodischen Zweifel noch klarer 
stellen, damit ihm seine Absichten nicht mifsdeutet würden, und wo er vom 
Irrtum handle, sei das intellektuelle und das moralische Element scharf zu 
trennen. Wir dürfen auch hier wieder auf Kuno Fischer verweisen (l. e. 
S. 407). Baillet erzählt in seinem „Leben Descartes’“, dafs Arnaulds 
Einwürfe dem Philosophen als die ernstesten erschienen; noch nie habe 
er einen geschickteren und gerechteren Gegner. gehabt als diesen jungen 
Gelehrten, welcher aufser tiefem Wissen in seinen Gedankengängen eine 
mathematische Schärfe und Reinlichkeit zeige. In diesem Sinne schrieb Des- 
cartes an Mersenne. Auch von der milden und achtungsvollen Weise, 
in der er seine Bemerkungen vorgetragen hatte, war Descartes sehr an- 
genehm berührt. In seiner Antwort ging dieser nur auf den ersten Punkt 
sehr eingehend ein; hinsichtlich des zweiten antwortete er ausweichend: 
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„je tächerai plutöt d’eviter les coups que de m’opposer directement & leur 
violence imitant ceux qui ont a faire dä un trop fort adversaire“ Descartes 
hätte gewünscht, dafs Arnauld noch vor dem Drucke seine gesamte Ant- 
wort erhalten hätte, aber Mersenne konnte dies nicht ermöglichen; in dem 
Briefe an Voetius vom 13. Dezember 1642 erzählt ersterer, dafs er bei 
dem Verfasser der vier Einwürfe (Arnauld) angefragt habe, ob jener noch 
etwas zu erwidern habe. Er habe die Antwort bekommen, dafs derselbe 
vollkommen von Descartes’ Entgegnung befriedigt sei; ja dafs er in einer 
philosophischen Vorlesung, welche er zwei Jahre zuvor zu halten gehabt, 
ganz ähnliche Prinzipien vertreten und vor feierlicher Versammlung verteidigt 
habe. Offenbar sind damit Arnaulds Thesen gemeint, von denen wir 
später noch zu reden haben werden. Durch die Anerkennung, welche Ar- 
nauld im übrigen seiner Metaphysik zollte, fühlte sich Descartes sehr 
geschmeichelt, ein Beweis, wie hoch er Arnauld stellte; in einem Briefe 
vom Februar 1642 schreibt er an die Brüder vom Oratorium: J’ai beau- 
coup de satisfachion de ce que ce sont les plus grands hommes et les meil- 
leurs esprits qui goutent et favorisent mes opinions, . .. et bin Wil n’y 
ait pas longtemps que M. Arnauld soit docteur, je ne laisse pas d’estimer 
plus son jugement que celui d’une moitid des anciens‘“ (Gerne hätte er mit 
dem ihm sehr sympathischen Manne korrespondiert, aber Arnauld war um 
diese Zeit schon zu sehr in seine theologischen Kämpfe verwickelt. Nie 
hörte der Philosoph auf, Arnauld zu schätzen, wie folgende Briefstelle 
beweist, die er drei Jahre. später an Abbe Picot schrieb: „La disgräce 
de M. Arnauld me touche d’avantage que les miennes; car je le compte au 
nombre de ceux qui me veulent du bien et je erains au contraire que ses en- 
nemis. ne soient aussi pour la plupart les miens.“ Auch Arnauld war 
Descartes stets ergeben, und als letzterer im Jahre 1643 nach Paris kam, 
liefs er ihm durch einen seiner Schüler Grüfse überbringen und ihm seine 
Dienste anbieten. Aber noch einmal kamen die beiden grofsen Männer in 
Berührung. Als im Sommer 1648 Descartes seine letzte Reise nach Paris 
machte, erhielt er, wie Baillet erzählt, am 15. Juli einen Brief, worin ein 
gelehrter Mann, ohne sich zu erkennen zu geben, ihm verschiedene schwierige 
Punkte bezüglich seiner Lehre vom Vacuum, der Seele und der Existenz 
Gottes zur weiteren Aufklärung unterbreitete. Descartes ersah aus Inhalt 
und Stil des Briefes, dafs er es mit einem tiefen Denker und ihm wohl- 
gesinnten Manne zu thun habe; es wurde bei ihm dadurch der Wunsch rege, 
den Unbekannten kennen zu lernen. und sich seiner Unterhaltung. zu erfreuen. 
Er schrieb ihm, jener möge eine Zusammenkunft veranstalten: „car on peut 
ägir plus sürment. par lettres avec ceux qui aiment la dispute, mais pour 
ceux qui ne cherchent que la veritdE Ventrevue et la vive voin sont beaucoup 
13* 
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plus commodes.“ Descartes hatte auch in Paris mit Roberval schlimme 
Erfahrungen gemacht; ihn zählte er zu den Leuten „qui aiment la dispute“. 
Dieser Mathematiker hatte als hartnäckiger und bösartiger Gegner seiner 
Physik den grofsen Philosophen in Paris unaufhörlich verfolgt und sich 
keine Gelegenheit entgehen lassen, um ihm in barschem Tone zuzusetzen 
oder ihn zu hänseln, und dies hatte nicht zum wenigsten die baldige Ab- 
reise Descartes aus Paris veranlalst.!) Jener Unbekannte schien ihm 
sympathischer zu sein. Die Unterredung aber kam nicht zustande, da jener 
sein Incognito nicht verlassen wollte. Am 29. Juli sandte ihm Descartes 
seine Antwort, geschmeichelt, dals es sogar bedeutende Anhänger seiner 
Philosophie gäbe, die er nicht einmal mit Namen kenne. Wir wissen heute, 
dafs jene Persönlichkeit Arnauld war, wie er in den Bemerkungen selbst 
erzählt, die sich von seiner Hand in einem Exemplare von Baillets „Vie 
de Descartes“ finden. 

Auch nach Descartes’ Tode blieb Arnauld der Cartesianischen Philo- 
sophie treu; er machte sie oft zum Gegenstand seiner Unterhaltung, so 
besonders als er auf dem Schlosse des Herzogs von Luynes zu Besuch 
weilte, der selbst ein solcher Bewunderer der „Meditationen“ war, dals er 
sie, wie bekannt, ins Lateinische übersetzte. Auch ein wissenschaftliches 
Gespräch mit dem Herzog von Liancourt über denselben Gegenstand hat 
sich erhalten (Memoires de M. Fontaine Tom. II pag. 52). Am besten 
kennzeichnen wohl Kuno Fischers Worte Arnaulds Stellung zum Üar- 
tesianismus: „Bei der Verbindung, die später zwischen der Cartesianischen 
Philosophie und den Jansenisten von Port royal stattfand, darf Arnauld 
als Mitielglied und Führer gelten‘ Diese Verbindung zweier mächtiger 
Geistesfaktoren zog Arnauld viele Streitschriften zu; auch aus dem Lager 
seiner eigenen Partei. Unter den Gegnern des Cartesianismus waren be- 
sonders leidenschaftlich De la Ville und Le Moine; gegen letzteren schrieb 
Arnauld unter dem Namen Davy, den er später in Holland führte. Bitter 
empfand es sein Gerechtigkeitsgefühl, als Descartes’ „Meditationen“ auf 
den römischen Index gesetzt wurden (Dekret vom 20. Nov. 1663); während 
die Gegenschrift Gassendis, der sich mit aller Macht bemühte, gerade die 
im vollen Einklang mit der Kirche befindlichen Prinzipien zu vernichten, 
oder die „Censura philosophiae Cartesianae“ des Materialisten Huet völlig 
unbehelligt geblieben seien. Mit Recht müsse man, um konsequent zu sein, 
dann auch Sylvain Regis’ Gegenschrift gegen Huet, welche 1691 unter 
dem Titel „Reponse au Livre qui a pour titre: P. Dan. Huetii Suesson. 

1) Über das Verhältnis Descartes’ und Robervals siehe auch Leibniz 


„Remarques sur Vabrege de la Vie de M. Descartes“ in der Ausgabe von Foucher 
de Careil, 
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epise. designat. Censura Philosophiae Cartesianae“ der Zensur unterwerfen. 
Arnauld erwähnt bei dieser Gelegenheit in seinem Briefe XCIV. der Ge- 
samtausgabe jenes seltene Schriftchen Descartes’ gegen Regius „Notae 
in programma quoddam“, und dals es mit dem Zusatz „donec corrigatur“ 
auf den Index gesetzt gewesen sei. Wichtiger als alle diese Einzelheiten 
ist wohl, dafs Arnauld in einem Lehrbuche der Logik, auf das wir noch 
in dem speziell mathematischen Teile unserer Arbeit ausführlich zu sprechen 
kommen werden, zur Erläuterung und Verbreitung der Cartesianischen Lehre 
wesentlich beitrug; Windelband nennt es in seiner zweibändigen „@e- 
schichte der neueren Philosophie“ S. 191 Bd. I „den vollkommensten Ausdruck 
der durch das cartesianische System bestimmten Methodologie“. 

Seit 1648 weilte Arnauld zurückgezogen von der Welt in Port royal 
des Champes in Paris. „In dem Asyle dieses ländlichen Klosters finden 
sich in gleicher religiöser Lebensrichtung und anachoretischer Art eine Reihe 
bedeutender Männer zusammen, darunter wissenschaftliche und theologische 
Gröfsen, welche die Verteidigung des Jansenismus übernehmen und als eine 
geistesmächtige, kirchlich - religiöse Partei auftreten“, so charakterisiert Kuno 
Fischer die „Herren von Port royal“. Hier lernt Arnauld Blaise Pascal!) 
kennen. Nach dem bekannten Wagenunfalle auf der Brücke von Neuilly, 
der im beinahe das Leben gekostet hätte, hatte Pascal sich mehr und 
mehr in religionsphilosophische Betrachtungen versenkt, welche ihn mächtig 
zu den Einsiedlern von Port royal hinzogen. In herzlichster Weise von 
jenen aufgenommen, machte er in Port royal öfter mehrmonatliche Besuche, 
ohne sich zunächst fest dort niederzulassen. Zu derselben Zeit beschäftigte 
sich die Sorbonne mit den Anklagen, welche Arnauld durch sein Auf- 
treten für Jansenius sich zugezogen. Arnauld sah sich genötigt, eine 
Apologie zu verfassen. Als er sie aber seinen Freunden vorlas, fand man, 
dafs sein Stil für diesen Zweck zu lehrhaft, zu ernst sei. Arnauld konnte 
eine glänzende Beredsamkeit entwickeln, aber er wurde zu leicht durch sein 
allzu leidenschaftliches Temperament fortgerissen. Hier aber galt es einen 
weitern Kreis für seine Sache zu interessieren und die Leute der Feder auf 
seine Seite zu ziehen. Arnauld selbst war sich darüber klar, dafs hier 
durch eine anziehende und gefällige Form der Darstellung der Leserkreis 
sich gefangen sehen mulste, ehe er sich dessen noch bewufst war. Pascal 
war gerade anwesend. „Pourquoi vous qui tes jeune ne prendriez-vous pas 
la plüme?“ sagte Arnauld zu ihm. Gerne war Pascal Bereit, seinen 


1) Für das Leben Pascals sind zu vergleichen M. Cantor, „Blaise Pascal“, 
Preufsische Jahrbücher XXX 8. 217-237, sowie Dreydorff, Pascal, sein Leben 
und seine Kämpfe, 1870 und Nourrisson, Pascal, Physicien et Philosophe 
Paris 1888. 
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Freunden einen Dienst zu erweisen; er machte den Versuch, und mit Be- 
nützung des von Arnauld gelieferten Materials entstanden so die „Pro- 
vinzialbriefe“, jenes heute noch unübertroffene Denkmal polemischer Litte- 
ratur. Mit kaustischem Witze, mit Beweisen, deren zwingender Gewalt sich 
niemand entziehen konnte, enthüllten die achtzehn Briefe schonungslos die 
Schwächen der Gegner und gaben sie dem Fluche der Lächerlichkeit preis, 
als Arnaulds Richter, die zum gröfsten Teile aus Bettelmönchen bestanden, 
seine Ausschliefsung aus der Sorbonne durchgesetzt hatten. 

Wie die beiden grolsen Männer im Kampfe für geistige Freiheit zu- 
einanderstanden, so sehen wir sie auch in friedlichem Wetteifer die Wissen- 
schaften pflegen. Die Lehre Descartes’ hatte sich mächtig Bahn ge- 
brochen und viel dazu beigetragen, philosophische Gespräche und Unter- 
haltungen populär zu machen. Die vornehme Welt und die Frauen hatten 
gelehrte Bildung aufgenommen und trugen sie gerne zur Schau. Vielleicht 
den lebhaftesten Ausdruck fand diese Strömung in einem geistreichen Zirkel, 
der sich in Port royal bildete. Dort versammelte Frau von Sable an 
den Sonnabenden eine Elite hochgebildeter Männer und Frauen um sich. 
Seit 1659 wohnte die Marquise in der Nähe von Port royal, um «sich dem 
Zuge der Zeit folgend einem kontemplativen Leben zu widmen; aber auch 
hier in dem stillen Kloster wurde ihr Salon der Sammelplatz der schön- 
geistigen Aristokratie, und selbst Mitglieder der königlichen Familie, die 
Herzöge und Herzoginnen von Chevreuse und Longueville, der Marechal 
de Luxembourg, der Kardinal -d’Estree, de Choiseul, La Roche- 
foucauld, nicht zu vergessen De Mere, dessen Name ja auch in gewisser 
Beziehung zur Geschichte der Mathematik steht (vgl. M. Cantor, Bd. III 
S. 355 und bei Nourrisson das Kapitel: „Pascal et le Chevalier de 
Mere“), verkehrten daselbst. In dieser glänzenden Gesellschaft erschienen 
Arnauld, Pascal und Nicole, Man plauderte in jenem leichten, welt- 
männischen Tone, welcher den Geist Montaignes atmete, von philosophi- 
schen Gegenständen, von Pädagogik, kurz von allen geistigen Interessen. 
Madame de Sabl& war die Seele dieser Zusammenkünfte; ihr Biograph 
Cousin schildert uns, wie sie auf allen Gebieten des Wissens zu Hause 
war. Ein neues Genre der Litteratur, die „Pensdes“ und „Maximes“ wurde 
von ihr ins Leben gerufen. Mit Arnauld korrespondierte sie über dessen 
„Logik“; sie scheute selbst die. schwierigen Probleme der „Wissenschaft von 
der Wissenschaft“ nicht. Die „Grammaire raisonnde“ Arnaulds legte sie 
ihren Freunden von der Akademie vor. Die betreffenden Briefe haben sich 
erhalten (Cousin, Madame de Sable, Paris 1859; 8. 369—373). Unter 
ihnen ist besonders interessant ein mit „De Labrosse“ unterzeichneter, worin 
ein Mann dieses Namens Frau von Sable ersucht, auf Arnauld dahin zu 
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wirken, dafs er die Grundlehren der Physik in einem Lehrbuche behandeln 
und vereinigen möge, da es dringend zu wünschen sei, dals mit den alten 
Schulvorurteilen in dieser Wissenschaft aufgeräumt werde, indem nur die 
wenigsten Leser mit genügenden Vorkenntnissen an die Lektüre von Des- 
eartes’ dahin gehörenden Schriften heranträten. Also auch in der Physik 
wäre Arnauld in der Lage gewesen zu schreiben, wie jener De Labrosse 
bezeugt: „e’est une chose quiil a deja asses meditde et sur laquelle id a fait 
toutes les reflexions possible. Il ne lui reste qu’ä les metire en ordre et ä 
les donner au public.“ Wir haben hier den Kreis der Marquise de Sable 
etwas ausführlicher behandelt. Denn hier war, wie wir mit höchster Wahr- 
scheinlichkeit vermuten dürfen, der Boden, auf welchem Pascal und Ar- 
nauld auch im Gebiete der mathematischen Wissenschaften ihre Gedanken 
tauschten; eine Thatsache, die bisher in der ganzen modernen französischen 
Pascallitteratur unbeachtet geblieben ist. Dieser Gedankenaustausch veranlafste 
die Herausgabe von Arnaulds geometrischem Duch und ist der wichtigste 
Punkt unserer vorliegenden Arbeit. Wir werden später das Nähere be- 
richten. — 

Die Veröffentlichung der Schriften, welche als Originalleistungen Arnauld 
für immer einen ehrenvollen Platz in der Geschichte der Wissenschaften 
sichern, fällt in das Jahrzehnt von 1660— 1670; den Reigen eröffnete seine 
„Grammaire generale et raisonnde“ im Jahre 1660. Die Entstehung dieses 
Buches erläutert eine Stelle eines seltenen Werkchens „Matanasiana ou Memoires 
litteraires, historiques et eritiques du docteur Matanasius“ a la Haye chez 
la V’° de Charles Le Viev 1740 in 12° Tom. I p. 133, ‘es heifst da- 
selbst: „Au-reste il n’est pas etonnant que cette Grammaire generale et rai- 
sonnde soit un excellent Owvrage, puis que c’est un de ceux qu'on nomme de 
Port-Royal. C'est une production de ce docteur fameux que M. Gravina 
(ibid. p. 135) reeonnoit pour le flambeau de toutes les sciences et de tous 
les excellens preceptes: Seientiarum optimorumque institulorum ommium fax; 
et de ce savant Beneddictin que M. Menage 7 appelle un homme d’une grande 
vertu et d’un grand savoir, c'est & dire de M. Arnauld et de M. Lan- 
celot“ Arnauld entsprach damit einer Absicht Bacons, des grofsen Be- 
gründers der inductiven Methode, der in seinem Werkchen „De augmentis 
scientiarum“ im sechsten Buche von einem solchen Unternehmen spricht. 
Nieht uninteressant ist, dafs auch der grofse englische Mathematiker Wallis 
in einem Versuche: Grammatica linguae Anglicanae cui praefigitur de loquela 
sive sonorum formatione tractatus Grammatico - physieus Oxford 1653 den 
Plan Bacons zu verwirklichen strebte. Zwei Jahre später erscheint „Die 
Logik der Herren von Port royal“: La Logique ou V’Art de penser conte- 
nant outre les regles communes, plusieurs observations nouvelles propres & 
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former le jugement. A Paris chez Jean Guignard, Charles Savreuz, 
Jean De Launay MDCLXII Avec privilege dw Roy. Arnauld hatte 
sie einige Zeit vorher für Honore d’Albert, Herzog von Chevreuse, 
verfalst, um ihm das Studium der Logik zu erleichtern. Ursprünglich 
nicht für die Veröffentlichung bestimmt, gab man sie heraus, aus Furcht, 
sie könne auf Grund fehlerhafter Kopien dennoch erscheinen. Man hat 
wohl den Ausspruch gethan, „dieses Lehrbuch habe alle früheren verdrängt 
und kein späteres habe dieses vergessen machen können“. Wirklich machten 
auch neue und interessante Untersuchungen über die Ursache des Irrtums, 
die glückliche Wahl der Beispiele und die Anwendung der Regeln auf all- 
gemein interessierende Gegenstände das Buch sehr wirkungsvoll. Es erlebte 
gegen zehn französische und ebensoviele lateinische Ausgaben; die letzte ist 
wohl die von A. Fouillee, Paris 1879. Auf den Inhalt einzelner Partien 
werden wir zurückkommen. Arnauld wurde 1669 in die „Paixs d’eglise“ 
aufgenommen, welche die Streitigkeiten in der französischen Kirche beilegen 
sollte, vom päpstlichen Nuntius und vom Könige in feierlicher Audienz 
empfangen. In dieser Zeit hatte sein Ansehen den Höhepunkt erreicht; 
jedermann wollte den berühmten Mann sehen. Dieser Wunsch lebte auch 
im Herzen eines jungen deutschen Gelehrten, welcher damals die Augen 
der Welt auf sich zu lenken begann. Wir sind damit an einem neuen 
interessanten Kapitel angelangt, an 


Arnaulds Beziehungen zu Leibniz, 


Diese Beziehungen sind für die Aufgabe, die wir uns gestellt, Arnauld 
als Mathematiker zu würdigen, von grofser Wichtigkeit; denn sie zeigen 
einerseits, wie sehr der grofse Entdecker der Infinitesimalrechnung Arnauld 
in dieser Eigenschaft schätzte, und lassen andererseits als hochwichtiges 
Moment erkennen, dafs Arnauld hinwiederum einen gewissen Einflufs auf 
Leibniz’ mathematisches Denken und dessen Entwicklung im Gebiete 
unserer Wissenschaft ausgeübt. Das Interessanteste an den Heroen des 
Geistes ist uns ja nicht nur, was sie geleistet und was wir ihnen ver- 
danken, sondern auch, von welchen Punkten aus ihre Denkentwieklung sich 
vollzogen, wie sie zu ihren grofsartigen Resultaten gelangt sind. Diese 
Wurzeln zu verfolgen bis in die feinsten Verzweigungen, ist eine reizvolle 
psychologische Aufgabe, welche der von Lessing in das moderne Denken 
eingeführte Begriff der Entwicklung involviert. Quelle werden für unsere 
Zwecke in erster Linie die verschiedenen Ausgaben des Briefwechsels der 
beiden grofsen Männer, welche aber mehr oder weniger vollständig sich 
ergänzen müssen. Grotefends Ausgabe von 1846 giebt im Anhang unter 
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A einen längeren lateinischen Brief wieder, welcher zu jenen Programm- 
kundgebungen gehört, mit welchen Leibniz in den Jahren 1668—1671 
in der wissenschaftlichen Welt debütierte Hätten wir gar keine weiteren 
Dokumente für Leibniz’ philosophische Jugendansichten, wir könnten sie 
hier in vielleicht vollständigster Nebeneinanderreihung finden. Dieser erste 
lateinische Brief Leibniz’ an Arnauld beginnt damit, Leibniz habe oft 
beim Baron v. Boineburg von Arnauld sprechen hören; jenem aber sei 
der Doktor der Sorbonne vom Landgrafen von Hessen - Rheinfels gerühmt 
worden. Es folgt ein kurzer Abrifs der Kämpfe, in welchen das siebzehnte 
Jahrhundert, diese schroffe Übergangszeit in neue Weltanschauungen, das 
Alte und Hergebrachte zu stürzen sucht und seine Waffen gegen die Lehren 
der Kirche kehrt. Leibniz will in die Geisteskämpfe eintreten und sucht 
daher Fühlung mit den ersten Geistern der Zeit; wie er speziell Arnaulds 
Autorität ehrt, davon geben uns seine Worte einen Beweis: „Te pene num 
me nosse, ex quo Paschalio exeidimus, qui in utroque campo confligere possit; 
qui eruditione pariter et sapientia, rarissimo connubio, polleat; documento 
esse Artem illam cogitandi, libelum magnae profunditatis, cwius quwisquis 
autor sit, ex vestra certe schola esse“ Leibniz meint damit Arnaulds 
Logik. Nachdem er eine Übersicht über seine bisherigen philosophischen 
Studien gegeben, geht Leibniz zu seinen naturwissenschaftlichen Ansichten 
über. Er entwickelt seine Vorstellungen über Bewegung, alle jene Ge- 
dankenreihen, die er auch in dem Schreiben an Oldenburg vom 15/25. Ok- 
tober 1671 (s. Leibniz’ Briefwechsel mit Mathematikern, herausgegeben 
von C. J. Gerhardt, Bd. I, 1899) ausgesprochen hat und die niedergelegt 
sind in der „Hypothesis physica nova, qua Phaenomenorum Naturae plero- 
rumque causae ab unico quodam wuniversali motu, in globe nostro supposito 
neque Tychonicis, neque Copernicanis aspernando, repetuntur Autore @. @. L. 
L. Mogunt. Anno MDCLXXT“ Dieselbe besteht aus zwei Teilen; im 
ersten spricht Leibniz von seiner Annahme einer homozentrischen Universal- 
bewegung als Ursache jeder Bewegung und von der Kohäsion; der zweite 
„Hypothesis physica“ behandelt die Theorie der Bewegung ohne Rücksicht 
auf die Phänomene, die Zusammensetzung des Continuums aus unendlich 
vielen Teilen; lauter Dinge, die in diesem Briefe rekapituliert werden. 
Schon hier zeigt Leibniz seine Abneigung gegen den Cartesianischen 
Körperbegriff. Er giebt seine Definition des Punktes, erwähnt seine Ansicht 
über die Winkel als Grölsen ohne Ausdehnung und teilt phoronomische 
Prinzipien mit. Auf die Bewegungslehre baut er seine psychologischen 
Vorstellungen und leitet daraus seine Ideen über Ethik und Recht ab. Es 
finden sich sodann Gedanken, die auf seine „Characteristiea realis“ hinzielen, 
Hieran schlielsen sich die physikalischen Theorien, die Leibniz über Optik, 
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Schwere, Elastieität und Magnetismus sich ausgebildet hatte; im Anschlufs 
daran Chemisches und Metereologisches. Am Ende des Briefes erwähnt er 
eine von ihm gefundene mechanische Vorrichtung zur Lösung geometrischer 
Aufgaben, dieselbe leiste z. B. die Trisektion des Winkels und die Quadratur 
des Kreises mit einem für praktische Zwecke hinreichenden Grad von An- 
näherung. Endlich. gedenkt er seiner bekannten Rechenmaschine. Dafs 
diese Notizen für Arnauld grofses Interesse hatten, beweist ein Brief 
dieses letzteren vom 5. September 1673 an Pascals Neffen Perier: 

„Au reste il y a iei un petit horloger qui ayant vu une machine de 
M. Pascal Ya perfectionnde de telle sorte, quelle est incomparablement plus 
facile que celle de Monsieur votre oncle, car les roues tournent d’un cold d 
Vautre, de sorte que sans changer les chiffres par une regle, comme dans 
la Pascaline, on fait Vaddition et la multiplication sur les memes chiffres. 
Il y a de plus un endroit particulier o% on fait tout d’un coup la multi- 
plication et les divisions, un. autre oü on trowve les racines cubiques . et 
d’autres ou Von fait les fractions. Quoique cette machine ait les deniers et 
les sols, et quelle aille jusqw’äa cent mille, elle est beaucoup plus petite 
qwauchne de M. Pascal; et cet horloger en fait meme presentement une autre, 
qui ne sera plus grande quwun livre in 12° oü tout cela sera. Je ne vous 
parle point par owi dire; nous avons vu ceite machine apres dinde. Apres 
tout, neanmoins M. Pascal ayant die le premier qui ait trowwd de ces sortes 
de machines, gquoiquon y puisse ajouter, Ü en aura towjours la prineipale 
gloire ... 

Man kann annehmen, dafs es sich hier um Leibniz’ Modell handelt; 
denn dieses wurde, wie Guhrauer erzählt, in Paris Huygens und Ar- 
nauld und Thevenot demonstriert und besafs die oben angegebenen 
Verbesserungen. Am Schlusse jenes ersten langen Briefes giebt Leibniz 
der Hoffnung Ausdruck, sich bald mündlich mit Arnauld über alle jene 
Gegenstände aussprechen zu können; er hoffe von ihm wertvolle Aufklärungen 
und Belehrungen zu erhalten. Diese Hofinung sollte bald in Erfüllung 
gehen. Am 19. März 1672 ging Leibniz in politischer Mission nach 
Paris. Hier verkehrte er besonders zu Anfang seines Aufenthaltes viel mit 
Arnauld. Wichtige Belege hierfür bilden zwei Briefe, die in Grotefends 
Ausgabe fehlen, aber in der Gesamtausgabe von Arnaulds Werken veröffent- 
licht sind (Bd. IV, 8.189). Leibniz schreibt hier unterm 27. April 1683: 
„Tai eu Phonneur de connoitre M. Arnauld assez partieulierement et j’ho- 
nore infiniment son merite, qui est reconnw de toute la terre. Nous nous 
sommes souvent entretenus de seiences; car il n’est pas moins ex- 
cellent @domötre que grand Theologien; il meditoit alors quelque 
chose de fort beau sur les raisons ei sur les proportions, je serois 
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fäche s’il en avoit etd distrait entierement. (e quon me compta de 
sa retraite et du malheur de ses amis ne m’avoit pas peu touche. Au reste 
quw'en je retournai en Allemagne, il me donna une reponse 4 un Capuein 
Francois demeurant dä Hannovre qui lui avait demande des particularites 
sur la eroyance des Grees touchant la Transubstantiation: la dedans il dit 
de moi, en passant, quelque chose de si extraordinairement favorable, que je 
n’aurois pas ose porter la lettre, si je Pavois su, et je ne Pappris que depuis, 
par le Prince meme, qui avoit retenu ceite lettre.“ Arnauld hatte in dem 
Briefe mit richtigem Blick sein Urteil über Leibniz dahin abgegeben, dafs 
ihm (Leibniz) nur noch wenig fehle, um in Wahrheit einer der grolsen 
Männer des Jahrhunderts zu sein, und dies ist es, was Leibniz, man 
möchte sagen „rot vor Freude“ hier andeutet. Leibniz war damals aller- 
dings schon auf der Leiter zur Erkenntnis weit emporgestiegen, aber in der 
Mathematik war er, als er nach Paris kam, noch wenig vorgebildet, wie 
er an mehrfachen Stellen selbst erzählt (vgl. M. Cantors „Vorlesungen“, 
Bd. III S. 38), und so mögen die Unterhaltungen mit Arnauld durch 
dessen reifes Urteil und reiche Erfahrung wohl geeignet gewesen sein, 
manche Gedankengänge bei Leibniz zu klären, manche Anregungen zu 
geben, wie ja auch Descartes in der Aussprache- seiner Spekulationen 
endlich eines der besten Mittel zur Selbstbelehrung erkannt hatte. Ein 
neuer Beweis, dafs Leibniz schon während seines Pariser Aufenthaltes die 
Anfänge der Differentialrechnung besals, scheint uns in der folgenden 
wichtigen Briefstelle vom 4. August 1683, die an den Landgrafen von 
Hessen-Rheinfels gerichtet ist, enthalten zu sein: 

„Quand j’etois d Paris, nous nous sommes entretenus quelgquwes 
fois sur la Geometrie c’est pourquoi je supplie V. A. S. de lui 
(Arnauld) envoyer de ma part les papiers ci-joints sur quelgqwes 
decouvertes geometriques: car parmi tant d’autres belles connuis- 
sances, il sait parfaitement bien ce qu’il y a de plus beau dans 
la Geometrie. Ce que je lui envoie a deja edtE approuve et estimed 
par les premiers Mathematiciens de France et d’Angleterre; et je 
me souviens de lui en avoir parle en France. J’avoue cependant tres 
volontiers que ces sortes de curiosites n’ont point de meilleur usage que celui 
de perfectionner Part d’inventer et de raisonner juste“ Schon der Heraus- 
geber von Arnaulds gesammelten Werken bemerkt hierzu: „Ce sont peut- 
etre les Regles dw calcul differentiel, qwil insera en 1684 dans le journal 
de Leipsik“; also die Abhandlung: „Nova methodus pro maximis et minimis“, 
die Leibniz im Mai 1684 in den Acta eruditorum veröffentlichte. In den 
Jahren 1686—1690 dauert der Briefwechsel ununterbrochen fort. Die 
Jahre 1671—1690 sind diejenige Periode in Leibniz’ philosophischer Ent- 
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wicklung, in der sich „die Ausreifung seines Systems“ vollzog (Kuno 
Fischer). Daher werden im Gedankenverkehr mit Arnauld wesentliche 
Grundpfeiler seiner Weltanschauung aufgerichtet: sein Substanzbegriff: die 
Substanz als Kraft, als immaterielles Wesen, der Begriff substantieller Ein- 
heit werden festgestellt, die Gemeinschaft zwischen Leib und Seele wird 
unter beiden Gelehrten eingehend erörtert. Leibniz macht seine Ansicht 
über die Individualität und Unzerstörbarkeit der Seele, auch der niederer 
Formen geltend; auch erkenntnistheoretische Passagen (die Präponderanz 
des Prinzips des Widerspruchs für die ewigen, des zureichenden Grundes 
für die thatsächlichen Wahrheiten wird betont) sind in einzelnen Briefen 
vertreten. Gleichsam das Resume bildet der hervorragend wichtige Brief, 
welcher vom 23. März 1690 aus Venedig datiert der Schlufsbrief des Com- 
merciums ist. „Pr enthält im Keime Leibniz’ ganzes System: den Begriff 
der Monade, des Mikrokosmus, der Entwickelung und der (prästabilierten) 
Harmonie“ (Kuno Fischer). Durch die Briefe metaphysischen Inhalts 
ziehen sich wie ein roter Faden Leibniz’ Berichte über seine Entdeckungen 
im Gebiete der höheren Analysis und der Dynamik. Am 14. Juli 1686 
schreibt er an Arnauld: 

„Au reste, je me swis sowvent diverti ü des pensees abstraites metaphysi- 
ques et de geometrie. J’ai decomwert une nouvelle methode de tangentes, que 
Jay fait imprimer dans le journal de Leipzig. Vous stavez, Monsieur, que 
Messieurs Hudde et depuis Slusius, ont port la chose assez loin. Mais 
il manguoii deux choses: lVune que lorsque linconnu ou Vindelerminde est 
embarassee dans des fractions et irrationelles, il faut Pen tirer pour user de 
leurs methodes: ce qui fait monter le calcul & une hauteur ow proliwitde tout 
ad fait incommode et sowvent intractable: au lieu que ma methode ne se met 
point en peine des fractions, ny irrationelles. C’est pourquoy les Anglois en 
on. fait grand cas. 

L’autre defaut de la methode des tangentes est, qwelles ne va pas aux 
lignes que M. des Cartes appelle Mechaniques, et que j’appelle Trancendentes ; 
au lien que ma methode y procede tout de meme, et je pwis donner par le 
caleul la tangente de la ceyeloide ou telle autre ligne. Je pretends aussi 
generalement de donner le moyen de reduire ces lignes au caleul, et je tiens, 
nei faut les recevoir dans la geometrie, quoyqwWen dise M. des Cartes. 
Ma raison. est qw'il y a des questions analyligues, qui ne sont d’aueun degre, 
ou bien ou dont le degrd est demande; par exemple, de couper Vangle en 
raison incommensurable de droite a droite. Ce probleme n'est ny plan, ny 
solide, ny sursolide. (’est pourlant un problöme et je Vappelle transcen- 
dent pour cela. Tel est aussi ce problöme: resoudre une telle dquation: 
X"4H-X= 30, ou lVinconnue meme X entre dans Pexposant, et le degre 
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meme de Vequation est demande, Il est aisd de trowver ici que cet X peut 
signifier 3. Car 3°? +3 ou 27 +3 fait 30. Mais il n’est pas towjours 
si aisd de le resoudre, surlout quand Vexposant n’est pas un nombre rationel; 
et il faut recourir 4 des lignes ou lieux propres ü cela, qwil faut par con- 
sequence recevoir necessairement dans la geomeirie. Or je fais voir, que les 
lignes que des Cartes veut exclure de la geometrie dependent de telles equa- 
tions qwi passent en effet lous les degres algebraiques, mais non pas Vanalyse, 
n’y la geometrie. J’appelle done les lignes regues par M. des Cartes alge- 
braicas, parceqw'elles sont d’un certain degre d’une equation algebraique; et 
les autres transcendentes, que je reduwis au calcul, et dont je fais voir aussi 
la construction, soit par points ou par le mowvement; et si ge lose dire, je 
pretends d’avancer par la Tanalyse ultra Herculis columnas.““ Im diesem 
ausführlichen Briefe giebt Leibniz den Inhalt seines Aufsatzes „Geometria 
recondita“ in den A. E. von 1686 (M. Cantor, „Vorlesungen“ 8. 197 Bd. II). 
Der Brief vom 28. November 1686 führt mitten in den berühmten Streit 
Leibniz’ mit den Cartesianern über das Mafs der lebendigen Kraft. Des- 
cartes hatte als Konsequenz seines Körperbegriffes gelehrt, die Gröfse der 
Bewegung in der Natur sei eine konstante, während Leibniz durch seine 
dynamische Auffassung des Körpers zu der Ansicht geführt wurde, nicht 
die Bewegungsgröfse, sondern die Summe der bewegenden Kräfte sei die 
Gröfse, welche bei den Bewegungen der Körperwelt erhalten bleibe. Die 
Wirkung jeder Kraft ist die Bewegung einer Masse, welche unter dem 
Einflufs der Kraft eine gewisse Geschwindigkeit erhält. Descartes hatte 
als Mais der Leistung das Produkt aus Masse und Geschwindigkeit be- 
trachtet, während Leibniz an Stelle der einfachen Geschwindigkeit deren 
Quadrat in die Mechanik einführte. Die Annahme Descartes’ ist unver- 
einbar mit dem Galileischen (esetz, dafs die Räume sich verhalten wie die 
Quadrate der Geschwindigkeiten. Speziell an dieser Stelle sagt Leibniz: 
„Ohne mich darum zw kümmern, wie der Körper seine Geschwindigkeit er- 
langt, behaupte ich, da/s ein Körper von einem Pfund Masse von einer 
Geschwindigkeit zweier Grade zweimal so viel lebendige Kraft besitzt als eine 
Masse von zwei Pfunden, die eine Geschwindigkeit von einem Grad hat. 
Und ich bin der Ansicht, dafs man bei Erwägung der Bewegung sich 
stofsender Körper nicht auf die Gröfse der Bewegung sein Augenmerk zu 
richten hat, wie das Descartes in seinen Regeln thut, sondern auf die 
Gröfse der Kraft, sonst wäre dem Perpetuum mobile Thür und Thor geöffnet. 
Setzen wir 2. B. voraus, da/s in einem Quadrate LM ein Körper A sich 
auf der Diagonale bewege und zur gleichen Zeit auf zwei ihm gleiche Massen 
B und C stofse, derart, dafs im Momente des Stofses die Centren der drei 
Kugeln ein gleichschenkliges, rechtwinkliges Dreieck. bilden, und der ganze 
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Vorgang sich in der Horizontalebene abspielt, setzen wir weiter voraus, dafs 
nach dem Stofse der Körper A an der Stelle 2A in Ruhe bleibt und seine 
ganze Kraft auf die beiden Körper B und C überträgt, dann wird B von 
1B bis 2B mit der Geschwindigkeit und Richtung 1 B2B laufen und C 
von 1C nach 20 mit der Geschwindigkeit und Richtung 1020, Das heifst, 
wenn A eine Sekunde gebraucht hatte, um in gleichförmiger Bewegung von 

1A nach 2A zu gelangen vor dem Stofse, so 

wird auch B eine Sekunde brauchen, um von 

1B nach 2B zu laufen und ebenso Ü in der- 

selben Zeit von 1C nach 20. Es frägt sich 
Seen nun, welches ist die Länge der Strecke 1B2B 
oder 1020, welche die Geschwindigkeit repräsen- 
tiert. Ich behaupte, dafs sie gleich AL oder AM 
ist, Seiten des Quadrats LM. Denn wenn die 
Massen gleich sind, so verhalten sich die Kräfte 
wie die Höhen, von denen die Körper ‚herabfallen 
müssen, um -die betreffenden Geschwindigkeiten zu erlangen: die Summe 
der Quadrate 1B2B und 1C02C ist gleich dem Quadrate 142A. Also 
die Gröfse der Kraft ist nach dem Stofse dieselbe wie vorher, aber die 
bewegungsgröfse ist gewachsen; denn wenn die Massen gleich sind, kann 
man jene (die Bewegungsgröfse) durch die Geschwindigkeit in der Gleichung 
darstellen, vor dem Stofs war die Geschwindigkeit 1A2A; nach dem Stofs 
ist sie gleich der Summe 1B2B-+ 1020 >14A2A. Nach Descartes 
aber ‚dürfte, damit die Bewegungsgröfse konstant bliebe, der Körper B nur 
nach ß, der Körper O von 10 nur nach k gelangen, derart, dafs 1BB=10%k 
— 1142A wäre. Aber auf diese Weise ginge soviel Kraft verloren, als 
die Differenz der Summe der Quadrate über 1LBB und 1Ck gegen das 
Quadrat über LA2A beträgt. Umgekehrt kann man zeigen, dafs man durch 
den Stofs auch Kraft gewinnen könnte, denn wenn der Körper A mit der 
Geschwindigkeit 1LA2A auf B und C auftrifft und ihmen nach Descartes 
die Geschwindigkeiten 1Bß und 1Ck erteilt, während er: selbst an deren 
Platz still steht, so würden wice versa die Körper B und C, wenn sie mit 
den Geschwindigkeiten 1 BB und 1Ck zuwrückliefen, dem Körper A die Ge- 
schwindigkeit LA2A erteilen, damit würde dann aber unfehlbar eine kon- 
tinwierliche Bewegung eintreten; denn vorausgesetzt, der Körper B von einem 
Pfund könnte vermöge seiner Geschwindigkeit B1B zu einer Höhe von einem 
Fufs aufsteigen und C ebenso, so hätte man vor dem Stofs eine Kraft, die 
zwei Pfund auf einen Fufs Höhe zu bringen vermag.') Aber nach dem 


1) Oder ein Gewicht von einem Pfund auf zwei Fula. 
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Stofs von B und C auf A hätte der Körper A die doppelte Geschwindig- 
keit erreicht, nämlich die Geschwindigkeit 1A2A = 9gıB zu 2 k1G, und 
könnte ein Pfund vier Fufs heben, denn die Höhen, zu welchen die Körper 
vermöge der Geschwindigkeiten, die sie besitzen, sich erheben können, verhalten 
sich wie die Quadrate genannter Geschwindigkeiten. Wenn man aber so das 
Doppelte der Kraft gewinnen kann, so ist das Problem des Perpetuum mobile 
durchaus gelöst. Schlechterdings ist es aber unmöglich, Kraft aus nichts zu 
gewinnen oder grundlos zu verlieren, und Regeln, die zu. solchen Folgerungen 
führen, sind mit Unrecht gang und gäbe“ 

Als Leibniz Arnauld in dieser Frage erstmals Mitteilung gemacht und 
ihm eine Druckschrift, wohl den Aufsatz: Brevis demonstratio Erroris memora- 
bilis Cartesii et aliorum circa Legem naturalem u.s. w. A. E. an. 1686, 
Gerhardts Leibnizausgabe Bd. VI, S. 117, gesandt hatte, war Arnaulds 
Stellungnahme zuerst etwas skeptisch gewesen und er hatte Leibniz auf 
Descartes’ Briefe hingewiesen (Brief vom 28. September 1686 Arnaulds). 

Es seien schon zwanzig Jahre, dals er sich mit solchen Fragen beschäftigt 
habe, was genau mit dem Datum des Briefes jenes De Labrosse überein- 
stimmt, und er könne zunächst kein definitives Urteil abgeben. Leibniz 
fand die betreffende Stelle in den „Lettres“ Descartes’, wo letzterer darauf 
hinwies, dafs man in gewissen Fällen nur auf die Steighöhe zu achten 
habe und von der Geschwindigkeit (d.h. der ersten Potenz derselben) ab- 
sehen könne; aber in seinen anderen physikalischen Schriften hatte Des- 
cartes jene Angabe nicht verwertet, und so war die Konfusion um so 
gröfser geworden. In den „Nouwvelles de la republigque des lettres“ im Sep- 
temberheft hatte ein gewisser Abbe D. C. (Catelan) geantwortet, aber 
ohne rechtes Verständnis für die Sache, so erzählt Leibniz in dem Brief 
an Arnauld weiter. Am 4. März 1687 antwortet Arnauld, dafs der 
Abbe CGatelan, Leibniz’ Gegner, als geschickter Geometer in Frankreich 
bekannt sei; doch könne ja der Meinungsaustausch zwischen jenem und 
Leibniz nur geeignet sein, jene mechanische Streitfrage aufzuklären und 
sie definitiv zu entscheiden. Auch im Briefe Leibniz’ vom 30. April 1687 
wird die Kontroverse wieder erwähnt. Er erkundigt sich nach Arnaulds 
Urteil über seine Entgegnung an Catelan in den Nowvelles de la repu- 
blique des lettres. Jener möge ja ein gelehrter Mann sein, was er aber gegen 
ihn (Leibniz) und Huygens geschrieben habe, sei ein wenig voreilig ge- 
wesen. Am 1. August 1687 berichtet Leibniz an Arnauld weiter, dafs 
an Stelle Catelans jetzt der berühmte Malebranche gegen ihn die 
Feder ergriffen habe. Dieser letztere gebe zu, dafs einige der von ihm 
verfochtenen Bewegungsregeln sich nicht recht aufrecht erhalten liefsen, 
wohl deshalb, weil er sie auf die Annahme einer unendlichen Zeitdauer 
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gegründet habe, die es in der Natur nicht gäbe. Leibniz ist der Ansicht, 
dafs dieser Umstand unwesentlich sei; in dem Briefe an Arnauld führt 
Leibniz fort: „Et est un defaut des raisonnemens de M. des Cartes et 
des siens, de n’avoir pas considered, que tout ce qwWon dit du mouvement, de 
VindgalitE et dw ressort, se doit verifier aussi quand on swppose ces choses 
infinement petites, ow infinies. En quwel cas le mowwement (infinement petit) 
devient repos; linegalitE (infiniment petite) devient egalitd; et le ressort (in- 
finiment prompt) n’est autre chose qu'une durele extröme; d peu-pres comme 
tout ce que les geometres demontrent de Vellipse se verifie d’une parabole, 
quand on la congoit comme une ellipse dont Vautre foyer est infiniment 
dloigne. Et c’est une chose edirange de voir que presque toutes les regles du 
mouvement de M. de Cartes choquent ce principe, que je tiens aussi infail- 
lible en physique qui Vest en geometrie, parceque VAuteur des choses agit en 
parfait geometre. Si je replique au R. P. Malebranche, ce sera principale- 
ment pour faire connoätre le dit principe, qui est d’une tres- grande utilite, 
et qui n’a guere encore did considered en general, que je sache“ Die Gesetze 
der Bewegung müssen auch für unendliche Verhältnisse ihre Gültigkeit be- 
sitzen, denn in der Natur sind Ruhe und Bewegung, Gleichheit und Un- 
gleichheit, keine Gegensätze sonst könnte kein Übergang von einem zum 
anderen stattfinden. In der kontinuierlichen Veränderung verschwinden die 
Gegensätze — natura non facit saltus —;, diese aber bedingt den Begriff 
des Unendlichkleinen, des Differentials, als ihres Elementes. Leibniz teilt 
hier also Arnauld sein berühmtes Stetigkeitsgesetz, Gesetz der Kontinuität, 
noch vor der eigentlichen Publikation desselben mit; sie geschah in Leibniz’ 
Aufsatz: Principium quoddam Generale non in Mathematicis tantum, sed el 
Physieis utile cwius ope ex consideratione Sapienliae divinae examinantur 
Naturae Leges, qua occasione nata cum R. P. Mallebranchio controversia ecpli- 
catur, et quidam Carlesianorum errores notantur. (Leibnizausgabe von Gerhardt 
Bd. VI, S. 129, veröffentlicht in den Nowwvelles de la republique des letires.) 

Der Streit zieht sich aber noch hin. Im Briefe vom 28. August 1687 
spricht Arnauld von einer weiteren Entgegnung Catelans vom Juni des- 
selben Jahres. Catelan und Malebranche haben also neben einander 
Leibniz’ Kraftmals bekämpft. Arnauld findet, dafs Catelan auch dies- 
mal nicht in Leibniz’ Gedanken eingedrungen sei: „Mais üÜ n’a peut-estre 
pas bien pris vostre pensde“ Wir sehen in diesen Worten, dals Arnauld, 
der ja selbst hervorragender Cartesianer ist, leidenschaftslos beginnt, 
Leibniz’ besserer Einsicht nachzugeben. Mit den warmen Worten: „(est 
pourquoi je m’estime heureux d’avoir rencontre en vous un censeur egalement 
exact et equitable“ dankt ihm Leibniz dafür im Briefe vom 9. Oktober 1687. 
Im September erwiderte Leibniz auf Catelans fortwährende Angriffe; 
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aber er hatte der Wortkämpfe genug und legte dem Abbe ein geometrisch- 
mechanisches Problem vor: die Curve zu finden, in welcher ein schwerer 
Körper so fällt, dafs er in gleichen Zeiträumen der Horizontalebene um 
einen gleichen senkrechten Abstand sich nähert. Dies erzählt Leibniz im 
Briefe vom 14. Januar 1688 Arnauld. Er sagt: „Afin de dire quelque 
chose d’util, j'ai propose un probleme*) ... qui est de trowver une ligne que 
jappelle isochrone, dans laquelle le corps pesant descend wuniformement et 
approche, egalement de Phorison en temps egaux, non obstant l’acceleration 
qui luy est imprime, que je recompense par le changement continuel de Fin- 
elination : . . Mon dessin &oit d’excercer un peu M. :PAbbee ou ses amis 
et de leur faire experimenter si lanalyse ordinaire va aussi loin qu'on 
s’imagine. Mais M. Huygens a juge ce probleme digne de le resoudre lui- 
meme. Aussi l’aurions-nous peut dire attendu longtemp de la part de 
M. V’Abbee. : Nous verrons ce quwiül en dira ... Il est vraye que lorsqu’on 
scait une fois la nature de la ligne que M. Huygens a publide, le reste 
s’acheve par Panalyse ordinaire. Mais sans cela la chose est diffieile. Car 
la converse des tangentes ou data langentium proprietate invenire lineam (oü 
se reduit ce probleme propose) est une question dont M. des Cartes luy meöme 
a avoue dans ses lettres n’estre pas maistre. Car le plus sowvent elle 
monte aux transcendentes (comme je lappelle) qui sont de nul degre, et quand' 
elle s’abbaisse aux courbes d’un certain degre (comme il arrive icy) un ana- 
Iyste ordinaire aura de la peine & le reconnoistre“ Es war dies eine um- 
gekehrte Tangentenaufgabe. Das erste Problem dieser Art war die 
Debeaunesche Aufgabe gewesen, die Leibniz 1675 löste und 1684 am 
Schlufs seines Aufsatzes „Nova methodus“ veröffentlicht hatte. Im April 
1689 in den A. E. gab Leibniz die eigene Lösung seines Isochronen- 
problems. In dem Briefe, der uns soeben beschäftigt hat, kommt Leibniz 
noch auf seine Characteristica generalis; er erzählt, er habe hübsche Re- 
sultate „j’ay des definitions, awiomes, theoremes et problemes fort remar- 
quables de la coincidence, de la determination (ou de unico), de la similitude, 
de la relation en general, de la puissance ow cause, de la substance, et par 
tout je procede par lettres d’une maniöre precise el rigoureuse, comme dans 
l’algebre‘“ Er möchte von Arnauld wissen, wie man wohl diese Ergeb- 
nisse an die Wahrscheimlichkeitsrechnung anschlielsen könne. „Mais com- 
ment (me dires vous) peut on appliquer ce calcul aux matieres conjectwrales? 
Je reponds que c’esi comme Messieurs Pascal, Huygens et d’autres on donne 
des demonstrations de alea. Car on peut determiner le plus probable et le 
plus sur autant qui est possible de connoisire ex datis“ In dem schon 

1} Der Text in der Gesamtausgabe von Arnaulds Werken weicht von 
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erwähnten wichtigen Briefe aus Venedig, dem letzten, bespricht Leibniz 
seine Theorie der Planetenbewegung, die er in den A. E. 1689 in der Ab- 
handlung: „Tentamen de motuum coelestium causis“ niedergelegt hat. Hier 
in dem Briefe an Arnauld sagt er darüber: 

„Il y a deja quelgue tems que jai publid dans les Actes de Leipsic un 
essai pour trouver les causes physiques des mouvemens des astres. Je pose pour 
fondement que tout mowvement d’un solide dans le fluide, qui se fait en ligne 
courbe ou dont la velocitd est continwellement diforme, vient du mouwvement du 
fluide m&me. D’oü je tire cette consequence, que les astres ont des orbes defe- 
rens, mais fluides. J’ai demontre une proposition importante generale, que 
tout corps qui se meut d’une circulation harmonique (e’est-A-dire en sorte que 
les distances du centre eiant en progression arithmetique, les velocites soient en 
progression harmonique, ou reeiproqgues aus distances) et qui a de plus un 
mouvement paracentrique, c’est-d-dire de grawitde ou de levite a l’egard du 
meme centre (quelque loi que garde cette attraction ou repulsion) a les aires 
necessairement comme les tems, de la maniere que Kepler la observde dans 
les planetes. Puis considerant ex observationibus que ce mouvement est ellip- 
tique, je trowe que le corps dw mouvement paracentrique, lequel joint a la 
circulation harmonique deerit des ellipses, doit Etre tel que les gravilations 
soient reciproquement comme les quarres des distances, c’est 4 dire comme 
les illuminations ex sole.“ 

Leibniz leitet die Bewegung der Planeten aus der Kreisbewegung des 
umgebenden Mediums ab und gelängt zu den Keplerischen Ellipsen und zu 
Newtons Gesetz. Auch der letzte Passus des Briefes ist mathematischer Natur: 

„Je ne vous dirai rien de mon calcul des ineremens ou differences, par 
lequel je donne les touchantes sans lever les irrationalites et fractions, lors 
meme que Vinconnue y est enveloppee, el jassuettis les quadratures et pro- 
blemes trancendans a Vanalyse. Et je ne parlerai pas non plus d’une ana- 
Iyse toute nowvelle, propre & la geometrie, et differente entierement de Valgebre; 
et moins encore de quelgues autres choses, dont je n’ai pas encore ew Te 
tems de donner des essais, que je souhailerois de powvoir toutes expliquer 
en peu de motls pour en avoir volre senliment, qui me serviroit infiniment 
si vous aviez autant de loisir que j'ai de deference pour votre jugement.“ 

Wir haben diese Stelle, wie auch hinsichtlich des philosophischen Teils 
schon bemerkt wurde, als eine kurze Rekapitulation der früheren Bemer- 
kungen aufzufassen. Alle diese fortlaufenden Berichte Leibniz’ über seine 
Resultate auf mathematischem Gebiete liefern den unumstölslichen Beweis, 
dafs er im Verkehr mit Arnauld in Paris sich die Überzeugung gebildet 
hatte, dafs dieser auch für die Fragen der höheren Mathematik volles 
Verständnis und eine geschätzte Beurteilungsfähigkeit besessen hat. Einen 
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wichtigen Beleg hierfür bildet auch die Thatsache, dafs Arnauld zu den 
Personen gehörte, welche von Huygens ein Dedikationsexemplar!) seines 
berühmten Werkes: Horologium oscillatorium sive de motuw pendulorum ad 
horologia aptato demonstrationes geometricae, Parisüs F. Muguet 1673 fol. 
erhielten; wie wichtig diese Gabe für Leibniz wurde, erzählt uns M. Cantor 
in seinen „Vorlesungen“ Bd. II S. 78. — Auch auf philosophischem Ter- 
rain ist Arnauld später mit Huygens in Berührung gekommen, Der 
berühmte Physiker hatte 1692 einen philosophischen Versuch verfalst „De 
veritate aeterna, sapientia et justitia aeterna“. Dagegen schrieb Arnauld 
eine Dissertation „Bipartite“, die wiederum von einem Benediktinerpater 
Lami, der auch gegen Spinoza und Leibniz die Feder führte, angegriffen 
wurde Gegen ihn wandte sich Arnauld mit seiner Schrift „Aegles dw 
bon sens „. . pour bien juger des Ecrits polemiques dans des matieres de 
Seiences“ 1693. 

Wir haben jetzt wieder auf Arnaulds &ufsere Schicksale zurückzu- 
greifen. Nachdem seine Rehabilitation durch den Frieden Clemens’ IX. 
im Jahre 1669 erfolgt war, machte Arnauld mehrere Reisen, schlofs 
Freundschaft mit dem Dichter Boileau, dessen Satiren er in einer kleinen 
Schrift verteidigte, worüber dieser so entzückt war, dals er ihm folgende 
Verse widmete, die zugleich seine (Boileaus) Grabschrift bilden sollten: 

Arnauld le grand Armauld fit mon apologie 

Sur mon tombeau futur mes vers, pour lenoncer, 

Coures en letitres d’or de ce pas vous placer! 
und versöhnte sich mit Racine, dem berühmten Schüler von Port royal, 
mit dem er sich wegen der „Phaedra“ überworfen hatte. Aber seine alten 
Feinde liefsen nicht nach, ihn bei Hofe zu verdächtigen, wie sogar nach 
seinem Tode die Jesuiten noch bewirkt haben sollen, dafs Arnaulds und 
Pascals Porträts und Elogien aus dem Werke M. Perraults: „Les 
hommes illustres qui ont parı en France pendant ce Siecle, avec leurs por- 
traits au naturel“ Paris 1696 fol. vom Verleger entfernt werden mufsten, 
worauf man das Wort des Tacitus anwandte: „Praefulgebant eo ipso, 
quod effigies eorum non visebantur.“ 

Arnauld empfing in seiner Wohnung in dem Faubourg Saint-Jaques 
oft Besuche seiner zahlreichen Freunde, und so wurde es seinen Wider- 
sachern leicht, den Glauben zu erwecken, dals er Konspirationen der Jan- 
senisten gegen den König anzetteln wolle. Als seine mächtigen Gönner, 
wie der Herzog und die Herzogin von Longueville, gestorben waren, legte 


1) Chr. Huygens, Oeuwvres completes, Publices par la Societe Hollandaise des 
Seiences, la Haye 1888 — Tom. VI. 8. 321. in einer Fulsnote, welche Huygens’ 
Adversaria (Notizbücher) entstammt. 
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man Arnauld nahe, Paris zu verlassen. 50 mufste er 1679 ins Exil 
gehen. Die gastlichen Niederlande nahmen ihn auf; hier lebte er zunächst 
in Fontenay-aux-Roses und dann in Mons in Flandern. Hier in seinem 
niederländischen Refugium entstanden die Schriften, welche bezeichnend 
sind für 


Arnaulds antagonistisches Verhalten gegen Malebranche und den 
Occasionalismus, 


Es ist bekannt, wie Malebranche, der berühmte „Auteur de la 
recherche de la verite“, das Cartesianische System auf dem Wege zu Spinoza 
konsequent weiter gebildet hat. Wir beabsichtigen hier nicht, eine ein- 
gehende Darstellung seiner Lehren zu geben, sondern rufen nur die charak- 
teristischen Sätze in Erinnerung, indem wir Kuno Fischers vollendete 
Interpretation im II. Bande seiner „Geschichte der neueren Philosophie“ zu- 
grunde legen. Malebranche bejaht die Substantialität der Ausdehnung, 
aber deren Modifikationen, die Körper, sind an sich absolut unwirksam; 
seine Lehre ist „gewisserma/sen die Mortifikation der Materie“. Die Körper 
sind nicht Ursache der Wirksamkeit, sondern sie sind nur Instrumente, 
nur zufällige, oceasionale Ursache. Es giebt nur eine wahrhafte Ursache: 
das ist Gott. „Das Universum ist in Gott, aber nicht Gott im Universum“, 
so grenzt Malebranche sein System gegen Spinoza ab. Gott ist der 
Urheber sowohl der Ruhe als der Bewegung in der Körperwelt. Die Welt 
ist gesetzmäfsig, weil der göttliche Wille beharrt und konstant ist. Die 
Gotteserkenntnis ist unter allen Einsichten die klarste und deutlichste; 
unsere Selbsterkenntnis hat den Charakter unmittelbarer Gewilsheit, aber 
die Natur des Geistes ist nicht so evident, wie die des Körpers — hier tritt 
Malebranche in Gegensatz zu Descartes —, daher ist die Mathematik 
klarer als die Psychologie. Wären Seele und Körper in gleichem Grade 
erkennbar, „so miüfste man aus der denkenden Natur mit derselben Leichtig- 
keit und Klarheit die Farben und Töne herleiten können, als aus der aus- 
gedehnten die Figuren des Dreiecks, des Quadrats u. s. f‘“ Die Körper 
können nur durch Ideen erkannt werden. Die Ideen aber — das Problem 
ihres Ursprungs im menschlichen Geiste wird nach allen Seiten und Mög- 
lichkeiten von Malebranche eingehend erörtert — sind und bleiben nur 
in Gott. Die Erkenntnis der Dinge ist aber nur möglich durch die Ideen, 
also sehen wir die Dinge in Gott. Die Ideen der einzelnen Körper sind 
nur Modifikationen der Idee der Ausdehnung, diese Idee der Ausdehnung 
ist Malebranches intelligible Ausdehnung, der Archetyp der Körperwelt. 
Diese allgemeinste Idee ist Objekt der „allgemeinen Vernunft“, d.h. sie wird 
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von allen Geistern gleich geschaut, und die „allgemeine Vernunft“ ist die 
göttliche, Gott ist der Ort der Geister, und er schaut in sich die intelli- 
gible Ausdehnung, welche die Ideen der Körper in sich schliefst, d. h. wir 
sehen die Dinge in Gott. Malebranches Lehre neigt schon stark zum 
Pantheismus, ja sie geht, wenn man den Unbegriff der intelligiblen Aus- 
dehnung eliminiert, restlos in den Spinozismus auf. Das fühlte Arnaulds 
feiner metaphysischer Instinkt. Er beschlofs also, Malebranches von 
seinem (Arnaulds) Standpunkt verderblich erscheinenden Spekulationen 
planmälfsig zu bekämpfen. Arnauld und Malebranche waren, ehe jener 
!angdauernde litterarische Streit ausbrach, persönlich sehr befreundet. 
Malebranche hatte sich das unerreichbare Ziel gesteckt, Religion und 
Philosophie seiner Zeit in einem „Traitd de la nature et de la gräce“ zu ver- 
söhnen. . Darüber wünschte er Arnaulds Ansicht zu hören, und man ver- 
anlafste 1678 eine Zusammenkunft beim Marquis von Roney März 1680 
erhielt er einen Brief von Malebranche, worin dieser eine Schrift an- 
kündigte über die vor zwei Jahren besprochenen Gegenstände Arnauld 
verschob die Antwort und erfuhr unterdessen, dafs der Druck im Werk sei. 
Arnaulds erster Gedanke war, denselben zu hintertreiben, um seinem 
Freunde einen Dienst zu erweisen und jenen abzuhalten, Dinge zu ver- 
öffentlichen, von deren Unrichtigkeit er persönlich überzeugt war. Aber 
das Buch erschien trotz seiner Bemühungen. Er griff also zur Feder, 
nachdem er Malebranche seine Absicht mitgeteilt, und jener gegen 
eine Kritik nichts einzuwenden hatte, und. zwar wollte er zuerst den 
philosophischen Teil, Malebranches Ideenlehre, entkräften. Unter Ar- 
naulds Händen wuchsen seine Entwürfe zu dem Buche aus: „Des vraies 
et des fausses idees“. Obwohl die Einwürfe- in rücksichtsvollem Tone eines 
Freundes vorgetragen waren, veranlafsten sie in dem Briefe vom 15. Januar 
1684 eine leidenschaftliche Entgegnung Malebranches, worin dieser Ar- 
nauld vorwarf, dafs ihm die Sucht, vor seinen Anhängern zu glänzen, 
mehr gelte als die Liebe zur Wahrheit. Die nochmalige Entwickelung der 
occasionalistischen Ansichten war in elegantem Stil verführerisch dargestellt 
und liefs die starke Dunkelheit vieler Punkte übersehen. Dies war die 
Einleitung zu dem Streite zweier Geistesheroen, an dem die ganze gebildete 
Welt das gröfste Interesse nahm. Denn Malebranche und Arnauld 
galten für die ersten lebenden Philosophen Frankreichs. Malebranche 
hatte sich durch sein eingangs erwähntes Hauptwerk als feiner Meta- 
physiker und glänzender Schriftsteller gezeigt und Arnauld war ein durch 
vierzig Jahre erprobter Geisteskämpfer; die Verfolgungen, die er damals 
erduldete, hatten ihn mit dem Glorienschein eines Märtyrers seiner Sache 
umgeben. Malebranche warf seinem Gegner vor, er sei nicht mehr im- 
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stande, seine Ansichten zu verstehen. Selbst Anhünger des Occasionalismus 
aber sahen sich gezwungen anders zu urteilen und weit entfernt, einen 
durch lange Arbeit erschöpften Geist in ihm zu finden, konnten sie nicht 
umhin, dieselbe Kraft und Behandlungsart der Materie bei ihm wieder- 
zuerkennen, die man von jeher an ihm bewundert hatte. Malebranche 
selbst konnte es sich nicht verhehlen; er sagte entschuldigend, er kämpfe 
gegen zwei mächtige Gegner, gegen Arnauld und dessen Ruf, und letzterer 
sei für ihn das Gespenst, das er nicht zu fassen vermöge und das jenem 
im Voraus zum Siege verhelfe.. Im Jahre 1684 erschien Arnaulds Er- 
widerung auf Malebranches Brief unter dem Titel: „Defense de M. Ar- 
nauld etc. contre la reponse au livre des vraies et des fausses idees“. Im 
dieser schlug nun auch er einen schärferen Ton an. „Der hauptsächlichste 
Streitpunkt zwischen Malebranche und Arnauld betraf die Lehre von der 
göttlichen Vorsehung und Gnade, von der unbedingten, in jeder einzelnen 
Begebenheit wirksamen Prädestination, von der grundlosen göttlichen Willens- 
freiheit, die durch keinerlei Notwendigkeit und anderweitige Freiheil (mensch- 
liche Willensunabhängigkeit) zu binden sei oder eingeschränkt werden dürfe. 
Für Arnauld giebt es keine Anerkennung einer Notwendigkeit in Gott, jeder 
Versuch einer Theodicee, jede optimistische Weltansicht, welche den göttlichen 
Willen für verpflichtet hält, die vollkommenste und beste Welt zu schaffen, 
erschien ihm als ein naturalistischer, dem christlichen Glauben widersprechen- 
der Zug“ (Kuno Fischer). Arnauld bekämpfte mit einem Wort: „la pre- 
tention, quwon ne peut voir les corps que dans Veiendwe intelligible; que ce 
qwenseignoit S. Augustin, quwon voit en Dieu les veritdes eternelles et im- 
mutables, etoit plus different que le jour ne Vest de la nuit de cette monstreuse 
philosophie de la vue dw soleil, d’un cheval, d’un arbre dans une etendue 
intelligible qu’on pretend etre Dieu.“ (In der Schrift gegen Huygens.) Nach- 
einander erfolgten von Seiten Arnaulds die „Reflexions philosophiques et 
theologiques“, welche 1685 und 1686 in drei Bändchen in Duodez erschienen, 
dann (im ganzen neun, zuerst sieben, dann noch zwei weitere) Lettres de 
M. Arnauld, Docteur de Sorbonne, au Reverend P, Malebranche, Prötre de 
Voratoire, sur les idees gendrales, la gräce et V’etendue intelligible. Besonders 
die sieben ersten Briefe galten als ein Meisterwerk und wurden viel bewundert. 
In den beiden späteren sucht Arnauld nachzuweisen, dafs Malebranche 
seine Ansicht von der etendue intelligibile nicht aufrecht erhalten könne, 
ohne Gott materiell zu machen. Jede der aufgezählten Schriften veranlafste 
eine heftige Gegenschrift Malebranches, welche alle wieder Verteidigungen 
seiner Ansichten oft in denselben Worten brachten, und worin er nicht auf- 
hörte, Arnaulds Loyalität anzuzweifeln.. Die Einmischung Bayles, des 
Herausgebers der „Nouvelles de la republigue des lettres“, veranlalste eine 
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Replik Arnaulds „Avis sur le pretendu bonheur des plaisirs de sens“ und 
eine längere Duplik Bayles im Dezemberheft genannter Zeitschrift 1685. 

Für den Mathematiker interessant ist, dafs Malebranche im Verlauf 
der philosophischen Fehde Arnauld verspottete, dafs dieser über Geometrie 
geschrieben habe: „sans avoir d’idee de Vobjet unique de cette science, qui n’en 
avoit point d’autre que V’edtendue intelligible“ (nach Malebranche). Arnauld 
erwiderte bescheiden: „que le P. Malebranche n’avait pas toujours 
parlE de meme sur sa Geometrie, puisqw’il y avoit renvoyd dans 
sa "Recherche de la verited’ pour y apprendre cette science“ Er 
fährt weiter fort: „que sa Geometrie devoit avoir pour objet non 
l’etendue intelligible, mais l’etendue divisible et mobile, que dail- 
leurs, nee lVayant composde que par forme de divertissement, il n’avoil 
point eu un dessin si relevde que de faire une Geometrie Theologique et 
divine, comme elle Vauroit die, si elle avoit eu Diew ou l’etendue itelligible 
pour Vobjet“ (Defense de M. Arnauld contre la Replique au livre des 
vraies et des fausses Idees V. Part. XI. Exemple & la fin) Wirklich hatte 
Malebranche einst in seinem Hauptwerke Arnaulds Lehrbuch zum Stu- 
dium der Geometrie, die von Malebranche sehr hoch geschätzt wurde, 
empfohlen. Die Antwort Arnaulds ist eine beilsende Satyre gegen Male- 
branches edendue intelligible, ein Zug, der überhaupt Arnaulds Polemik 
oft durchweht. 

Der Streit war schon mehrere Jahre beigelegt, als Regis, Mitglied 
der Akademie der Wissenschaften, Malebranche wegen dreier Lehren 
seines Systems angriff, nämlich hinsichtlich seiner Ideenlehre, des sinnlichen 
Vergnügens und seiner sittlichen Würdigung und wegen dessen Ansicht 
über die sichtbare Gröfse der Gegenstände, eine optische Frage, in welcher 
Malebranche die Auffassung Descartes’ acceptiert und weiter entwickelt 
hatte Regis verwies hinsichtlich der beiden ersten Punkte auf Arnauld, 
der Malebranches Meinung glänzend widerlegt habe. Der vielgeplagte 
Malebranche antwortete in einem offenen Briefe im Märzheft des „Journal 
des Scavans“, es sei weder seine Sache, noch aber die des Regis, zu ent- 
scheiden, ob wirklich Arnauld in jenem Streite die Oberhand behalten 
habe, da sie beide nicht unparteiisch seien und deshalb nicht objektiv ur- 
teilen könnten. Er führe gegen Arnauld den hl. Augustin ins Feld, 
welcher in seinen Werken mit ihm (Malebranche) übereinstimme. Jetzt 
trat auch Arnauld wieder hervor; er erwiderte in zwei Briefen, welche im 
„Journal des Scavans“ erschienen (Juni und Juli 1694). Bald nach seinem 
zweiten Briefe bekam Arnauld eine Antwort Malebranches gegen Regis 
zu Gesicht; er zögerte nicht, sich in einem dritten Briefe noch ausführ- 
licher zu äulsern, worin er sagt, dafs er hinsichtlich der erkenntnistheore- 
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tischen und moralischen Frage mit Regis übereinstimme, inbezug auf das 
optische Problem aber immer der Ansicht Malebranches gewesen und 
durch die Erklärungen, welche jener in seiner „Recherche de la verite“ über 
den Gegenstand gäbe, noch wesentlich darin bestärkt worden sei. Male- 
branuches Erregung wurde hierdurch nicht beschwichtigt, er liels seiner- 
seits noch zwei weitere Briefe im „Journal des Sgavans“ drucken, der erste 
vom 1., der zweite vom 7. Juli. Arnauld setzte ihm einen vierten Brief 
entgegen, welcher vom 25. Juli datiert ist. Es war die .letzte Äufserung 
Arnaulds in dem langen Federkriege. Am 8. August: 1694 starb Ar- 
nauld zu Brüssel, nach andern in einem Dorfe unweit Lüttich. Male- 
branche konnte es sich nicht versagen, 1704 nochmals eine Antwort auf 
den dritten und vierten Brief zu veröffentlichen, welche ihm erst fünf Jahre 
nach dem Tode des Verfassers zu Gesicht gekommen seien; er behauptete 
darin, dafs jene vier Briefe, welche unter dem Namen Arnaulds gegen 
ihn veröffentlicht worden seien, gar nicht von jenem herrührten. 

Arnauld hatte sich bis in sein hohes Alter — er wurde zweiundachtzig 
Jahre alt — seine Geistesfrische bewahrt. Am 18. November 1680 schreibt 
Huygens an Leibniz: „Mr. Arnaut (so schreibt Huygens den Namen 
immer) est en ce pays, ow fort peu loin. C’est une merveille que cet esprit, 
qui ne se sent pas de. la vieillesse“ (Gerhardt, der Briefwechsel Gottfried 
Wilhelm Leibniz’ mit Mathematikern Bd. I S. 616). Ebenda äufsert sich 
Leibniz gegen Tscehirnhaus über jenen Streit und über Malebranche: 
„Je m’dtonne que Messieurs Arnaud et Malebranche, qui estoient si bons 
amis, quand j'estois a Paris, derivent maintenant Fun contre Vautre; je n’ai 
pas encore li leurs ecerits opposds, mais autlant que je pwis juger par leurs 
autres ouvrages, le Pere Malebranche a beaucoup d’esprit, mais Mons. 
Arnaud eerit avec plus de jugement. Il y a quantitd de jolies pensdes dans 
la Recherche de la verite, mais il s’en faut beancoup que Vauteur ait pend- 
ire bien avant dans Vanalyse et generalement dans Vart d’inventer, et je ne 
powvois-m’empecher de rire quand je voyois, qu'il croit VAlgebre la premiere 
et la plus. sublime des sciences, et que la veritd n’est qwun rapport d’egalite 
et dinedgalite, que V’Arithmetique et VAlgebre sont les seuls sciences qui don- 
nent a esprit toule la perfection et toute Vestendue dont üÜ est capable, enfin 
que V’Arithmetique et VAlgebre sont ensemble la veritable Logique. Et ce- 
pendant je ne voy pas que luy meme ait grande connoissance de V’Algebre. 
Les louwanges qwil donne a VAlgebre, se devroient donner üä la Symbo- 
lique en general dont VAlgebre west quwun echantillon asses partieulier et 
asses borne.“ 

Nachdem wir Arnaulds Leben geschildert und seinen geistigen Ver- 
kehr mit den grofsen Philosophen der Zeit entwickelt haben, wobei wir 
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auch speziell den mathematischen Gegenständen in den Beziehungen zu 
Leibniz erhöhte Aufmerksamkeiten zuwandten und das Urteil jener Männer 
über Arnaulds mathematische Qualitäten kennen lernten, wenden wir uns 
jetzt in dem zweiten Teile vorliegender Arbeit zur Besprechung von Ar- 
naulds eigenen litterarischen Produktionen und deren Bedeutung im Gebiete 
der mathematischen Wissenschaften. 

Für die äufseren Lebensdaten der Biographie Arnaulds haben wir 
benützt: 

1) (Quesnel), Histoire abregee de la vie et des ouvrages de Mons. Ar- 
nauld. A Cologne, chez Nicolas Schouten. MDCLXXXXV, mit Portrait 
Arnaulds. 

2) LM. Schröckh, Arnauld, A., Doktor der Sorbonne, Leipzig (in 
I. M. Schröckhs Lebensbeschreibung berühmter Männer. Leipzig, 2 Bde. 
1789/91). 

3) Höfer, Nowvelle biographie generale. Paris 1855--66. 46 vols. 
Artikel: Arnauld, Antoine, 

4) Saint-Beuve, Port-Royal, Tom. IL. 2 ed. Paris 1860. 


Sammlung der Werke. 


Die Werke Arnaulds wurden 84 Jahre nach seinem Tode in einer 
monumentalen Gesamtausgabe vereinigt. Nachdem schon im Jahre 1759 
ein Prospekt veröffentlicht worden war, stellte der Tod des Papstes 
Benedikt XIV. das Unternehmen in Frage, da unter seinem Nachfolger 
Clemens XII. ein Systemwechsel eintrat. Erst 1774 konnte man daran 
denken, mit einem neuen Prospekte hervorzutreten; die nun rasch nach- 
einander veröffentlichte Ausgabe umfafst 42 Bände und erschien unter dem 
Titel: Oeuvres de Messire Antoine Arnauld Docteur de la Maison et So- 
vieteE de Sorbonne. A Paris et se vend 4 Lausanne chez Sigismond d’Arney 
et Compagnie. 

Die Werke sind eingeteilt in acht Klassen; die ersten vier Bände 


enthalten: 
I. die Briefe vom Jahr 1637—1676, 


I. 0 u a AOTTehr, 
MM. 2» nn. 1687—1694, 
VW „ ” b) „ 1694, 


sowie ein Supplement, enthaltend die Briefe, welche sich während der 
Herausgabe noch vorfanden, ferner eine Appendix, enthaltend diejenigen, 
zu welchen die Antworten fehlten, darunter die Leibniz’; erstmals waren 
die Briefe 1727 (der letzte Band 1743) gesammelt in neun Duodezbänd- 
chen erschienen, ohne die neun Briefe an Malebranche. 
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Die ersten sechs Klassen, Bd. V—XXXVII umfassen die theologischen 
Schriften, die siebente bilden die philosophischen mit Bd. XXXVIIH, XXXIX 
und XL. In der achten Klasse sind die Werke aus den übrigen Wissen- 
schaften vereinigt; wir heben hervor: in Bd. XLI die Logik Arnaulds 
„La logique ou Vart de penser“, in Bd. XLH die „Nouveaux Elemens de 
Geomelrie“, 
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Besprechung von Arnaulds mathematischen Arbeiten 
und deren Bedeutung. 


Seine Thesen und die Logik von 1662. 

Wir beginnen in chronologischer Reihenfolge mit Arnaulds mathe- 
matischen Thesen und lassen deren Wortlaut hier folgen. Dieselben wurden, 
wie wir schon im ersten Teile ausführten, am 25. Juli 1641 vor der Sor- 
bonne verteidigt. 


Ex Mathematicis. 

I. Male profecto de Philosophia meritus, qui ab illius studio mathemati- 
cum pulwerem') eiecit. Obscuritas,. quae multos deterret, saepe non dochrinae, 
sed Doctoris. Nec immerito Ptolemaeus Rex ab Euclide postulavit compen- 
diariam magis ad geomelriam viam, quam eius Elementorum. Vera quidem 
ülic omnia, sed ordine praepostero plerumque tradita. Res per se elarissimae 
nimio demonstrandi studio obscuriores reddilae. Innumera non aliunde pro- 
bata, quam ab impossibili, quod Eruornwaov non est. Probationes denique 
fere omnes extrinsecus adductae non ex natura figurarım. 

II. Rectam datae rectae aequalem deseribere non problematis locum 
habere debet, sed postulati. Omissum in Elementis angulorum aequalium 
axioma infinitam obscuritatem peperit. Angulorum ad basim aequalitas in 
triangulo aequieruro vitiose admodum ab Euclide vel Theone demonstratur. 
Quod in 16. et 17. Prop. lib. I traditur ab Histerologia non potest excusari. 
Duo trianguli latera reliquo esse maiora, nolius per se est quam KEuclidis 
demonstratione. Quod aegqualis altitudinis et basis parallelogramma  sint 


1) pulvis mathematicus der grüne Glasstaub oder Sand, worin die antiken 
Mathematiker mit einem Stäbchen ihre Figuren zeichneten, daher fig. für die 
Wissenschaft selbst auch pulvis eruditus an mehreren klassischen Stellen, vgl. 
Heinichen, Lat. Wörterbuch Art. pulvis. 
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aequalia, sine ullis triangulis et trapeziüs, ex sola parallelogrammi natura 
demonstrari potest. Nullus est angulus contactus; et rechus est angulus 
semicirculi. 

III. Astronomia geometriae soboles revolutionum coelestium leges, munda- 
norumgue corporum sibum et ordinem conlemplatur. TUt perfecta sit, non 
solius caleuli, sed etiam naturae lactionem habere debet. Systema Ptolemai- 
cum undique vitium facit. Si lunam excipias errorum omnium sol centrum 
est. Circa terram volvitur luna sphaerica, opaca, el prorsus obscura. Laevem 
et perfecte politam non esse, sed scaprosa admodum et aspera superficie non 
modo telescopium ostendit, sed etiam opticae rationes evincunt. 

IV. Quod terram in mundi centro immotam stare credamus, magis 
auctoritati quam rationi debemus. Nullis siquidem hactenus argumentis vel 
astronomiecis vel physiecis immobilitas terrae demonstrata est. Vana sunt 
praesertim, quae vulgo desumi solent a molu gravium ad perpendiculum 
cadentium: inanis eliam melus ne per terrestrem vertiginem aedificia cor- 
ruerent, ne aves nidos suos repetere non possent. Non minus terra lunam 
illustrat quam luna terram; et eadem, eiusdemque periodi, phasium in utraque 
varietas, 

Es ist, um zunächst von den astronomischen Sätzen zu reden, ein 
ehrendes Zeichen von Arnaulds geistiger Freiheit und seiner durch nichts 
einzuschüchternden Liebe zur Wahrheit, dafs er, der junge Kleriker, hier 
zwar in vorsichtiger Form, aber in unverkennbarer Weise sich für das Koper- 
nikanische System entscheidet; denn der Satz „Quod terram in mundi centro 
immotam stare ceredamus, magis auctoritati debemus, quam rationi. Nullis 
siquidem hactenus argumentis vel astronomieis vel physicis immobilitas terrae 
demonstrata est“ ist richtig betrachtet genau dasselbe wie Galileis „E pur 
si muove“"); und das im Jahre 1641, nachdem im Jahre 1633 erst Ga- 
lilei von der römischen Inquisition verurteilt worden war und dessen Lehre 
nicht einmal als Hypothese auftreten sollte, „guamvis hypothetice a se illam 
proponi simularet“. Descartes hatte sich bekanntlich (s. Kuno Fischer 
Bd. I 8. 207) die Herausgabe seines kosmologischen Werkes durch jenes 
Urteil verleiden lassen. Arnauld rügt offen die kindisch-lächerlichen Ein- 
würfe der Gegner, dafs durch die Bewegung der Erde die Häuser einstürzen 
müfsten oder die Vögel ihre Nester nicht mehr finden könnten. Auch im 
übrigen sind Arnaulds astronomische Ansichten ganz vernünftig. 

Die mathematischen Sätze beginnen mit einem Hinweis auf die Wichtig- 
keit mathematischer Schulung; sollte sich die Spitze des Wortes „Male pro- 

1) Der Ausspruch „E pur si muove“ wurde von Galilei nicht gethan, son- 


dern von spätern Schriftstellern ihm in den Mund gelegt, bezeichnet aber sehr 
treffend Galileis Haltung. 
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fecto de Philosophia meritus, qui ab illius studio mathematicum pulverem 
eiecit“ gegen Bacon richten, der die hohe Bedeutung der Mathematik in 
seinem System nicht zu würdigen verstand, sodafs erst unter Hobbes’ Ein- 
fiufs jenes Einströmen und die enge Verknüpfung des mathematischen Ele- 
ments mit den nach der Methode der Induktion betriebenen naturwissen- 
schaftlichen Forschungen stattfand, welche in Newton ihre höchste Blüte 
und Vollendung erreichte? Schon hier setzt Arnaulds Euklidkritik ein, 
welche in seinen folgenden mathematischen Schriften einen immer pronon- 
cierteren Charakter erhält und als positives Ergebnis unter Pascals direktem 
Einfluls sein geometrisches Hauptwerk entstehen läfst. Schon einmal, ein 
Jahrhundert früher, hatte ein Mann von „streitbarer Geistesveranlagung“, 
Petrus Ramus, in seinem Kampfe gegen die aristotelisch - scholastische 
Schule seine Angriffe gegen Euklid gerichtet. Aber die Zeit, welche ein 
wirklich neues . und inhaltsvolles System der Elementargeometrie bringen 
sollte, war damals noch nicht gekommen. So blieb es von Seiten dieses 
Mannes bei unreifen Versuchen (vgl. 8. 226). Die reformatorische Stellung 
gegen den grofsen griechischen „Elementenschreiber“ prägt sich schon scharf 
in der kühn originalen Weise aus, in welcher Arnauld die bekannte Ant- 
wort Euklids auf die Frage des Ptolemaeus negiert: „Nec immerito 
Ptolemaeus Rex ab Euceclide postulavit compendiariam magis ad Geo- 
metriam viam quam eius Elementorum.“ Arnauld glaubt jenen geraden 
Pfad zu kennen. Wahr sind die Ergebnisse Euklids, aber eine natürliche, 
ungezwungene Architektonik des Gebäudes der Elementargeometrie erscheint 
unserm Autor unbedingt notwendig, und diese vermilst er bei dem Griechen. 
Dinge, welche an sich klar seien, also durch unmittelbare Anschauung ein- 
leuchteten, seien durch einen blinden Beweiseifer nur verdunkelt worden, 
Wenn M. Cantor ın seinen „Vorlesungen“ Bd. I S. 209 sagt, „da/s die 
Alten sich der apagogischen Beweisführung, dieser indirekten Methode der 
Zurückführung auf das Gegenteil (namentlich bei sogenannten Esxhaustionen 
immer, wo nur die synthetische Hypothese des Unendlichkleinen als Ersatz 
zu dienen vermag), wenn auch nicht gerade überwiegend, doch viel häufiger 
als die modernen Geometer bedienten, ja dafs in neuerer Zeit die indirekten 
Beweise nicht beliebt sind“, so sehen wir hier, dals Arnauld derjenige war, 
welcher wohl zum ersten Male dieser Abneigung klaren Ausdruck gegeben 
hat: Innumera non aliunde probata quam ab impossibili, quod Emuormwaov 
non est. „Der Grund liegt darin“, führt M. Cantor |. c. erläuternd fort, 
„dafs bei aller zwingenden Strenge für den Verstand der indirekte Beweis 
der Einbildungskraft keine vollständige Befriedigung zu gewähren pflegt. 
Ungezügelt umherschweifend sucht sie noch immer dritte Fälle ausfindig zu 
machen, welche neben der Existenz von Nicht-D eine Koexistenz von D zu- 
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lassen, und nur schwer giebt sie sich gefangen, dafs wirklich die Einteilungs- 
teile des Einteilungsganzen vollständig erschöpft wurden, da/s wirklich zwei 
sich ausschlie/fsende Thatsachen vorliegen, die nicht gleichzeitig gesetzt werden 
können“ Sodann beanstandet Arnauld, dafs Euklid seine Beweise viel- 
fach mit Hilfe fremder Bestandteile (extrinsecus), nicht aus der Natur der 
betreffenden Figur heraus führe. Im zweiten Absatz der Thesen wird die 
Kritik noch etwas. weiter spezialisiert. Eine einer gegebenen gleiche Strecke 
abzutragen, müsse als Forderung, als Postulat eingeführt werden, da der 
Charakter einer Aufgabe, eines Problems hier nicht vorliege. Die Gleichheit 
der Winkel an der Basis eines gleichschenkligen Dreiecks werde von Euklid 
oder vielmehr Theon so gut wie fehlerhaft bewiesen. Arnauld denkt 
wohl hier an das nach seiner Ansicht vergessene Axiom über die Gleichheit 
zweier Winkel (2 als ein Rechter); zu den an sich evidenten Wahrheiten 
rechnet er den Satz, dals die Summe zweier Seiten im Dreieck gröfser ist 
als die dritte. Dahin gehört nach ihm auch der Satz von der Flächen- 
gleichheit von Parallelogrammen gleicher Höhe und Basis. Mit dem letzten 
Satze: „Nullus est angulus contactus, sed rechus est angulus semicirculi“- 
nimmt Arnauld Stellung zu einer wichtigen Frage, zu der über den. Con-, 
tingenzwinkel. Mit diesem gemischtlinigen Winkel, dem Winkel zwischen 
Tangente und Kreis, hat sich Euklid III 16 beschäftigt und daselbst be- 
wiesen, dafs dieser kleiner ist als irgend ein geradliniger spitzer Winkel. 
Die Bezeichnung ungulus contingencie tritt bei Jordanus Nemorarius im 
geometrischen Werke „De triangulis“ im dritten Buche auf. Von da an 
hat er die Mathematiker fortwährend beschäftigt. Wir finden den Üon- 
tingenzwinkel wieder bei Johannes Campanus erörtert, der Euklids 
Ansicht teilt. Ende des XVI, Jahrhunderts entbrannte über die Natur des 
Contingenzwinkels eine heftige Meinungsverschiedenheit, Der Franzose 
Jacques Peletier oder Peletarius hatte in seiner Euklidausgabe von 
1557 erklärt, der in Rede stehende Winkel sei gar nicht als Winkel zu 
betrachten; er sei ein Nichts, und der Winkel, welchen der Halbkre’s mit 
dem Durchmesser bilde, sei von einem Rechten nicht im mindesten ver- 
schieden. Peletarius hatte in scharfsinniger Weise seine Ansicht durch- 
geführt. Ein Gegner fand sich in dem Jesuitenpater Clavius. Dieser 
sagte in der von ihm veranstalteten Ausgabe Euklids (III Ausgabe 1591), 
dafs damit ein neues Ergebnis nicht erzielt worden sei, denn Euklid hätte 
eben dann einfach III 16 bewiesen, dafs das Nichts kleiner sei als ein 
spitzer Winkel. Vielmehr müsse man annehmen, dals der Contingenzwinkel 
wohl eine gewisse Gröfse, ein Etwas sei, aber ein Winkel anderer Art als 
der geradlinig. Damit war aber der Streit nicht beendigt; es bildeten sich 
zwei förmliche Parteien, Der Ansicht Peletiers ptlichteten in der Folge 
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die ersten Mathematiker bei. Vieta vertritt sie mit einer neuen Beweis- 
führung in seinem „Variorum de rebus mathematieis responsorum liber VIIL“ 
Dort heifst der Contingenzwinkel cornicularis. John Wallis gab 1656 
eine Abhandlung heraus: „De angulo contactus et semicirculi tractatus“, 
worin er den Contingenzwinkel, einen non-angulum, ein non-quanbum nennt. 
Dies veranlalste eine Entgegnung in der Cyelomathia des Leotaud (1662). 
Wir sehen aus dem Satze: „Nullus et angulus contactus, et rectus est an- 
gulus semieirculi“, dafs Arnauld dieselbe Überzeugung hat wie Peleta- 
rius, wie Vieta, wie Wallis. Die besprochenen Sätze sind zum grofsen 
Teile noch näher ausgeführt im IV. Abschnitt von Arnaulds Buch „La 
Logique ow L’Art de penser“, das wir schon im ersten Teile vorliegender 
Arbeit angekündigt und charakterisiert haben. Dieser IV. Abschnitt handelt 
von der Methode im allgemeinen und speziell von der der Geometer. In 
dem „Discours sur le dessin de cette Logique“, welcher dem ganzen Buche 
vorausgeht, sagt der Verfasser, dals er besonders im vierten Abschnitt eine 
kleine, bis dahin nicht gedruckte Schrift eines ausgezeichneten Geistes mit 
verarbeitet habe, die von jenem betitelt worden sei: „De l’esprit geome- 
trigue“; hier also in Arnaulds Logik von 1662 ist Pascals gröfseres 
Fragment über die „Methode der geometrischen Beweisführung“ zuerst ge- 
nannt und der Inhalt veröffentlicht worden. Wir legen der Übersicht über 
den ganzen für die Geschichte der Mathematik bemerkenswerten IV. Ab- 
schnitt die erste, sehr seltene Ausgabe von 1662 zugrunde. Das erste 
Kapitel handelt von der analytischen und der synthetischen Methode. Ar- 
nauld beginnt mit der Definition der Methode im allgemeinen: „Es ist 
Methode: Die Kunst, eine Folge von Gedanken wohl anzuordnen, sei es um 
die Wahrheit zu entdecken, wenn wir noch nicht im Besitz derselben sind, 
sei es um eine Wahrheit andern zu beweisen, wenn wir sie schon kennen.“ 
Dem ersten Falle entspricht die analytische Methode, methode de resolution 
oder methode d’invention, dem zweiten die synthetische, methode de compo- 
sition oder methode de doctrine. Bei der analytischen setzt man voraus, 
dals das Gesuchte nicht vollständig bekannt ist, aber dafs man darauf 
kommen kann, indem man die Angaben darüber ins einzelne prüft und 
das Ergebnis dieser Prüfung benützt, um zu dem Gesuchten zu gelangen. 
Bei beiden Methoden aber ist Grundregel, von dem Bekannteren zum 
weniger Bekannten fortzuschreiten; dieser stillschweigenden Annahme muls 
sich jede wahre Methode fügen. Was aber die analytische von der synthe- 
tischen Methode unterscheidet, ist, dafs man zu bekannten Wahrheiten durch 
die eingehende Prüfung des Gegenstandes gelangt, und nicht wie bei der 
synthetischen gleich zu Anfang allgemeinere Wahrheiten etabliert, aus denen 
man die Wahrheit seines speziellen Objektes herleitet. Als treffendes Bei- 
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spiel wird die Genealogie einer Person durchgeführt. Hieraus ergiebt sich 
sehr einfach, wie die Geometer verfahren, wenn ihnen eine Frage vorgelegt 
wird, deren Richtigkeit oder Unrichtigkeit im Falle eines Theorems, deren 
Möglichkeit oder Unmöglichkeit im Falle einer Aufgabe sie nicht kennen. 
Sie nehmen also an, die Sache sei so, wie behauptet wird; darauf ziehen 
sie die notwendigen Konsequenzen daraus und schlielsen, dafs die vorgelegte 
Behauptung richtig bezw. eine verlangte Aufgabe möglich ist, wenn unter 
diesen notwendigen Konsequenzen eine evidente Wahrheit sich befindet: 
wenn aber dieses Verfahren auf eine Absurdität oder Unmöglichkeit führt, 
so war jene erste Annahme von der Richtigheit falsch oder vielmehr der 
Satz ist unrichtig oder die betreffende Aufgabe ist unmöglich. Hatte der 
so eingeschlagene Weg ein positives Ergebnis, so gehen die Geometer beim 
Beweis eines Satzes oder der Möglichkeit einer Aufgabe von jener Wahrheit 
aus, zu der sie das analytische Entdeckungsverfahren geführt hatte, und 
liefern ihn durch die entgegengesetzte, die synthetische Methode. Die Auf- 
findung einer Wahrheit durch Analysis sei mehr Sache einer gewissen 
Urteilskraft und Geschicklichkeit, als bestimmter Regeln. Zur Vermeidung 
des Irrtums, so fährt Arnauld fort, leisteten aber jene vier von Des- 
cartes aufgestellten Regeln sehr gute Dienste: 

1) Man solle nie etwas für wahr halten, an dem man diese Eigenschaft 
nicht evident erkennt, d. h, sich sorgfältig vor Überstürgung oder Vorurteil 
hüten und nur solche Bestandteile in seine Urteile aufnehmen, die sich so 
klar dem Geiste darstellen, da/s man keinen Grund hat, daran gu zweifeln. 

2) Jede Schwierigkeit in so viele Parzellen auflösen, als überhaupt 
“möglich oder doch zu ihrer Überwindung notwendig sind. 

3) Seine Gedanken in Ordnung so reihen, dafs man mit den einfachsten 
und leicht erkennbarsten Gegenständen beginnt und stufenweise zu den zu- 
sammengesetzteren aufsteigt, indem man selbst unler denjenigen eine Ordnung 
voraussetzt, welche auf den ersien Anschein sich nicht zwanglos zu folgen 
scheinen. 

4) Überall so vollständige Aufsählungen machen und so allgemeine 
Übersichten geben, dafs man sicher sein darf, nichts vergessen zu haben. 

Freilich stellen sich der Anwendung dieser Regeln vielfach Schwierig- 
keiten entgegen, aber ihre bestmöglichste Anwendung garantiert auch eine 
weitgehende Sicherheit bei der Erforschung der Wahrheit, soweit sie der 
Vernunft erkennbar ist. 

Im zweiten Kapitel wird nochmals speziell auf die synthetische Methode 
der Geometer eingegangen. Durch die Voranstellung allgemeinster und ein- 
fachster Wahrheiten vermeidet man Wiederholungen, die unfehlbar eintreten 
müfsten, wollte man die Arten vor der Gattung behandeln. Die geo- 
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metrische Methode ist die tberzeugendste und sie befriedigt zugleich den 
Intellekt vollständig. Die Geometer wollen nur vollständig überzeugende 
Resultate zutage fördern und glauben dies durch Beobachtung der folgenden 
Regeln zu erreichen: 

1) Man lasse keinerlei Zweideutigkeit in den Bezeichnungen bestehen 
(ne laisser aucune ambiguitd dans les termes). 

2) Man stütze seine Überlegungen nur auf klare und evidente Prin- 
zipien, die von niemand bestritten werden können (n’establier leurs raisonne- 
mens que sur des principes elairs et @videns); deshalb legen die Geometer 
vor allem ihre Axiome fest und verlangen, dafs man ihnen einräume, diese 
seien so klar, dafs sie. durch Beweisversuche nur verdunkelt werden könnten. 

3) Man beweise alle seine Schlüsse demonstrativ (prouver demonstrative- 
ment toutes les conclusions qwils avancent), d. h. man bemütze dazu nur die 
ausgesprochenen Definitionen, die zugestandenen Prinzipien oder Axiome und 
die hieraus durch Denkkraft hergeleiteten Sätze, welche so brauchbar wie die 
Axiome selbst für die weitere .Beweisführung sind. 

Dieses sind die drei Hauptsätze; sie lassen sich weiter ausführen in fünf 
anderen. Es folgen die fünf positiven Vorschriften Pascals, die M. Cantor 
unter 2, 3, 5, 7, 8 in seinen „Vorlesungen“ Bd. II S. 682 wiedergegeben 
hat. Wir benützen zu ihrer Aussprache M. Cantors Übersetzung: 


Für die Definitionen. 

1) Man soll keinen dunkeln oder Zweifel gestattenden Ausdruck ohne 
Definition lassen. 

2) Man soll bei den Definitionen nur solcher Wörter sich bedienen, welche 
entweder vollkommen bekannt sind oder vorher ihre Erklärung gefunden haben. 
Für die Axiome. 

3) Man soll als Axiome nur Dinge aufstellen, die an sich vollkommen 
einleuchtend sind. 

Für die Beweise. 

4) Man soll jeden Satz beweisen, dem irgend Dunkelheit anhaftet, und 
als Beweismittel nur sehr .einleuchtende Axiome oder vorher schon Bewiesenes 
bezw. Zugestandenes anwenden; bei Arnauld: 

4) Prower toutes les propositions un peu obscures, en n’employant & 
leur preuve que les definitions qui auront precdde, ou les axiomes qwi auront 
este accordez, ow les propositions qwi auront dejü este demontrees, ou la con- 
struction de la. chose mesme dont il s’agira, lors qui y aura quelque opera- 
tion a faire. 

5). Man soll fortwährend in Gedanken das Definierte durch seine Defi- 
nition ersetzen, wm nicht vermöge des vielfachen Sinnes von Wörtern, die 
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innerhalb der Definitionen enger gefafst würden, zu Irrtümern verleitet zu 
werden. 

Kap. III ist den Definitionen gewidmet. Schon im ersten Abschnitt 
war mit Beziehung auf Pascal in Kap. X der Unterschied zwischen Verbal- 
definition (definition du nom, definitio nominis) und der Realdefinition (defi- 
nition de la chose, definitio rei) klargestellt worden. Die Nominaldefinitionen 
sind willkürlich und unanfechtbar und deshalb kann eine solche Definition 
die Stelle eines Prinzips vertreten. Dagegen hat eine Realdefinition durch- 
aus den Üharakter eines Theorems, das bewiesen werden muls wie jeder 
Satz, und nur wenn jene an sich klar und evident ist, tritt sie als Axiom, 
als Prinzip auf. Natürlich müsse man dem Gegenstand einer Nominal- 
definition nicht ohne weiteres Realität zuschreiben. Sehr oft würden Real- 
definitionen aufgestellt, die schr anfechtbar seien, von denen aber ihre 
Urheber durch Verwechslung glaubten, es seien Nominaldefinitionen, mithin 
Prinzipien, und man könne auf die Gegner derselben den Grundsatz an- 
wenden: contra negantem principia non est disputandum, Deshalb sei es 
notwendig, gleichsam eine neue Sprache zu schaffen, indem man die ge- 
bräuchlichen Bezeichnungen ihrer Bedeutung ganz und gar entkleide. So 
könne man z. B. das Wort Parallelogramm, so paradox es klinge, für eine 
dreiseitige Figur gebrauchen, deren Winkelsumme zwei Rechten gleich sei, 
wenn man nur an der Bezeichnung konsequent festhalte, d. h. eine be- 
stimmte, wohlunterschiedene Idee eindeutig dadurch fixiere. Wem fiele hier 
nicht Pascals souveräne Bezeichnung „antobola“ für Ellipse ein, die in 
seinen Kegelschnittfragmenten wohl aus Gründen der Symmetrie mit Akyper- 
bola und parabola durchgeführt ist? Durch vernachlässigte oder nicht ein- 
deutige Nominaldefinitionen bringen es viele sogenannte Philosophen zu- 
stande, mit Hilfe der klaren Idee einer Sache unklare und verworrene 
Seiten derselben Sache zu verfechten. Auch zur Abkürzung von langen 
Definitionssätzen dient eine Nominaldefinition, und dies ist ein nicht zu 
gering anzuschlagender Vorteil einer passend gewählten kurzen Bezeichnung 
gerade in geometrischen Abhandlungen. Diese Dinge werden im dritten 
Kapitel des vierten Abschnitts wieder aufgenommen, besprochen und mit 
speziellen historischen Beispielen belegt. So definiere Euklid den ebenen 
gradlinigen Winkel als: Zusammentreffen zweier geneigter Geraden in der- 
selben Ebene (La rencontre de deux lignes droites inelineces sur un mesme 
plan). (Gegen diese Nominaldefinition an sich könne man ja nichts ein- 
wenden; aber Euklid hat im Verlaufe nicht daran festgehalten, sondern 
ist in die natürliche Konzeption des Winkels zurückgefallen. Durch Sub- 
stitution des Definierten an Stelle der Definition ergeben sich daher 


mancherlei Absurditäten und Inkonvenienzen. Wenn man einen Winkel 
Abh. z. Gesch, d. matlı. Wissensch. XIV. 15 
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halbiere, so werde nicht das „Zusammentreffen zweier Geraden“ halbiert. 
Auch hätte dieses keine Schenkel und keine Basis, sondern alle diese Eigen- 
schaften kämen dem eingeschlossenen ebenen Winkelraum zu. Euklid sei 
wohl abgeschreckt worden, den ebenen Winkelraum einzuführen dadurch, 
dals dieser gröfser oder kleiner sein könne, ohne dafs der Winkel selbst; 
sich ändere. Gebrauche man dagegen folgende Definition: Der Winkel ist 
ein zwischen zwei sich schneidenden Geraden liegender Flächenraum, wnbe- 
grenzt hinsichtlich der Dimension, welche der Länge der Geraden entspricht, 
und begrenzt in Bezug auf die zweite Dimension durch den proportionalen 
Teil des Umfangs eines Kreises, dessen Mittelpunkt mit dem Schnittpunkt 
jener beiden Geraden zusammenfällt, so sei diese Definition so hübsch und 
reinlich, dafs sie zugleich als Nominal- und Realdefinition gelten könne. 
Auf Grund dieser Definition liefsen sich alle Eigenschaften des ebenen 
Winkels entwickeln, ohne dafs man nötig habe, in eine andere Vorstellung 
überzugehen. Besonders flielse daraus mit Leichtigkeit der Begriff der 
Gleichheit zweier Winkel, der bei Euklid fehle, was schon Petrus Ramus 
bemerkt habe, ohne dafs diesem seine Verbesserungen sonderlich geglückt seien. 

Ein zweites Beispiel von mangelhafter Nominaldefinition biete Euklids 
unklarer Verhältnisbegriff. Er definiert: „La raison est une habitude de 
deux grandeurs de mesme genre, compardes Pune avec Vautre selon la quan- 
titdE; Proportion est une similitude de raison“ Auch die Differenz zweier 
Gröfsen sei eine solche Gröfsenbeziehung zwischen ihnen. Euklid habe 
also seine Definition zu eng gefalst, wenn bei ihm 3:5:8-10 nicht als 
Proportion gelte. Er hätte also bemerken müssen, dafs man zwei Grölsen auf 
zweierlei Arten vergleichen kann; dementsprechend seien zwei Bezeichnungen 
zu wählen: Differenz und Verhältnis. Ebenso hätte er die Proportion als 
Gleichheit zweier gleichartiger jener beiden Gröfsenbeziehnungen definieren 
müssen und auch hier wieder zwei Bezeichnungen auswerfen: Für Gleich- 
heit von Differenzen: Arithmetische, für Gleichheit zweier Verhältnisse: 
Geometrische Proportion mit dem Zusatz, dafs letztere Gleichheit, weil sie 
wichtiger und häufiger sei, Proportion schlechthin heifsen solle. Solcher- 
gestalt wäre alle Dunkelheit und Zweideutigkeit vermieden worden. 

Kap. IV führt die Sache noch weiter. Nicht immer seien die Geo- 
meter sich bewulst gewesen, dals Nominaldefinitionen unbestreitbar seien. 
Der ganze Streit über den Contingenzwinkel zwischen Clavius und Pele- 
tier gehöre hierher. Mit einem Worte wäre er beendigt gewesen, hätte 
man sich darüber verständigt, was man eigentlich unter Winkel verstehen 
wolle. Derselbe Fehler sei von Simon Stevin, dem berühmten Mathe- 
matiker des Prinzen von Öranien, gemacht worden. Er habe definiert: 
„Nombre est cela par lequel s’enplique la quantitd de chacune chose“ und 
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sei dann sehr aufgebracht gewesen gegen diejenigen, welche die Einheit 
nicht als Zahl bezeichneten. Allerdings sei in jenen Disput eine Frage 
eingemengt worden, welehe vorweg auszuscheiden sei, nämlich, ob sich die 
Einheit zur Zahl verhalte wie der Punkt zur Strecke. Untersuche man 
jeden Teil der Kontroverse für sich, so müsse in Bezug auf den ersten die 
gemachte Nominaldefinition entscheiden. Für Euklid z. B., der definiere: 
nombre est une multitude d’unitez assemblees, sei allerdings die Einheit keine 
Zahl. Aber da dies eben eine Nominaldefinition und diese ganz beliebig 
sei, so könne man natürlich mit Stevin eine andere zu Gunsten der Ein- 
heit aufstellen. Aber damit sei die Sache erledigt und man könne nichts 
weiter gegen eine andere Definition einwenden, ohne sich einer petitio prin- 
ceipii schuldig zu machen; wie man erkennt, wenn man die sogenannten 
Beweise Stevins genauer ansieht. Dieser schlielse: 

„La partie est de mesme nature que le tout. Tmite est partie d’une 
multitude d’unitee. Done VunitdE est de mesme nature qu’une multitude 
d’unitee. 

Et par consequent nombre“ 

Dieses Argument beweist nichts, sagt Arnauld, ein Halbkreis ist kein 
Kreis, der Teil eines Quadrats kein Quadrat. 
Ebensowenig besage der andere Versuch Stevins: 

„Si du nombre donnd Von oste aucun nombre, le nombre donnd de- 
meure. Done si lunite n’estoit pas nombre, en ostant un de trois, le 
nombre donne demeuroit, ce qui est absurde. 

Arnauld findet den Obersatz lächerlich, denn er setze voraus, was bewiesen 
werden soll. Euklid mülste ihn leugnen, denn nach seiner Definition 
brauche er nur die Einheit zu subtrahieren, um ihn zu widerlegen. So 
könne man auch beweisen, dafs ein (ganzer) Kreis bleibe, wenn man einen 
Halbkreis abziehe, weil man keinen (ganzen) Kreis abgezogen habe. Es 
besagen Stevins Argumente also höchstens, dafs die Ähnlichkeit zwischen 
der Einheit und einer Mehrheit von Einheiten genügend sei, um für beide 
eine Kollektivbezeichnung einzuführen. Das hänge aber vom Belieben ab 
und deshalb war Stevins ganze Kontroverse ein Wortstreit. Seine Bücher 
seien voll derartiger Wortstreitigkeiten, indem er sich an anderer Stelle 
bemühe darzuthun, die Zahl sei keine diskrete Menge, die Proportion der 
Zahlen sei immer arithmetisch, nie geometrisch, jede Wurzel einer beliebigen 
Zahl sei eine Zahl. Die zweite anfangs ausgeschiedene Frage aber sei von 
ganz anderer Natur. Da handle es sich um eine Realdefinition und die 
Behauptung: Die Einheit verhalte sich zur Zahl wie der Punkt zur Strecke 
sei ganz und gar falsch. Denn die Addition der Einheit vergröfsere die 


Zahl, während der Punkt an der Strecke dies nicht bewirke. Wir haben 
15* 
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nur deshalb die Streitfrage so eingehend wiedererzählt, weil sie eine gewisse 
Etappe bildet in der fortwährenden Erweiterung des Zahlbegriffs, der von 
Stevin hier auf die Irrationalen ausgedehnt wird, und deshalb für die 
Entwicklungsgeschichte einfacher Begriffe der heutigen Mathematik inter- 
essant ist. 

Im V. Kapitel wird die Natur der Axiome beleuchtet. Alle Welt sei 
einig darüber, dafs es an sich evidente Sätze gäbe, welche nicht bewiesen 
werden könnten. Solche Prinzipien müssen das Fundament einer richtigen 
Beweisreihe bilden. Viele aber seien sich nicht recht bewufst, worin die 
Evidenz besteht; sie glauben, dafs der Widerspruch irgend eines Menschen 
einen Beweis nötig mache. Diese sind auf das Wort des Aristoteles zu 
verweisen, dafs ein Beweis nur die innere, nicht die äufsere Zustimmung 
verlange. Es folgt ein Exkurs gegen die Sensualisten; deren Behauptung, 
dafs alle Gewilsheit aus den Sinnen und der Erfahrung stamme, widerlege 
sich selbst, da die Erfahrung nur unvollständige Induktionen liefere, zur 
Gewifsheit aber vollständige notwendig seien. Als Beweis führt Arnauld 
die neu entdeckte Kapillarität ins Feld, die, eine neue Erfahrung, die alten 
umstolse. Auf der klaren und distinkten Idee des Ganzen und der des Teils 
beruht allein die Evidenz des Axioms: Das Ganze ist gröfser als sein Teil. Wir 
haben schon im ersten Teil der vorliegenden Arbeit Arnaulds rationalistischen 
Standpunkt gekennzeichnet. So folgt denn hier eines der rationalistischen 
Grundprinzipien: „Alles, was in der klaren und distinkten Idee einer Sache 
enthalten ist, kann in Wahrheit von dieser Sache behauptet werden.“ Solche 
Grundwahrheiten, wie: „Das Ganze ist gröfser als sein Teil“ können nicht 
bezweifelt werden, denn man kann sie nicht bezweifeln, ohne sie zu denken, 
ohne sie für wahr zu halten. Nun aber gelangt Arnauld zu einer 
Schwierigkeit, die offenbar durch die Parallelentheorie und deren logische 
Bedeutung in ihm angeregt worden ist: Es giebt gewisse Eigenschaften von 
Dingen, die in deren klarer Idee enthalten sind, die aber bewiesen: werden 
können und bewiesen werden müssen. Die Verwendbarkeit gewisser Sätze 
als Axiome ist durch die beiden folgenden Vorschriften geregelt, die wir 
im Texte wiedergeben: 

1. Regel. Lorsque pour voir clairement quwun attribut convient ad un 
sujel, comme pour voir qwWil comvient au tout d’estre plus grand que sa 
partie, on n’a besoin que de considerer les deux idees du swjet et de Vattribut 
avee une medioere attention en sorte qu'on ne le pwisse faire sans s’apper- 
cevoir que Videe de Vattribut est veritablement enfermede dans Videe du sujet: 
on «4 droit alors de prendre cette proposition pour un axwiome qui n’a pas 
besoin d’estre demontre, parce qwil a de luy mesme toute Vevidence que luy 
pourroit donner la demonstration, qui ne pourroit faire autre chose sinon 
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demontrer que cet attribut convient au sujet, en se servant d’une troisiöme idee 
pour montrer cette liaison ce qu’on en voit deja sans laide d’aucune troisieme idee. 

Dabei dürfe man aber Erklärung und Beweis nicht verwechseln; denn 
manche Axiome müssen erklärt, d. h. mit immer anderen Worten ausge- 
sprochen werden, um verständlich zu sein, während ein Beweis ein ganz 
neues Moment (froisieme idee) einführt. 

2. Regel. Quand la seule consideration des idees du sujet et de Val- 
tribut ne suffit pas powr voir clairement que Fattribut convient au sujet, la 
proposition qwi Vaffirme ne doit point estre prise pour axiome, mais elle doit 
stre demontree, en se servant de quelgues autres idees pour faire voir cette 
liaison, comme on se sert de lidee des lignes paralleles powr montrer que les 
trois angles d’un triangle sont egauz & deux droits. 

Die beiden Regeln seien von hervorragender Wichtigkeit; denn die 
meisten Menschen pflegen in der Befragung ihres logischen Gewissens nicht 
gewissenhaft genug zu sein. 

Das folgende Kapitel zählt einige solche allgemeinste Axiome auf. 

An erster Stelle steht der Satz des Widerspruchs, dem aber Arnauld 
keine grolse praktische Bedeutung zuerkennt. Dann folgen Axiome, die 
wir wegen des allzuengen Zusammenhangs mit Descartes’ Körperbegriff 
und dessen occasionalistischer Ausläufer hier nicht anführen. Hat Arnauld 
bisher in Kap. III und IV die Regeln Pascals über die Definitionen näher 
erläutert, in Kap. V den Begriff des Axioms in Pascals oben wieder- 
gegebenem Satz 3 eingehend untersucht, so kommt er in Kap. VI auf die 
Sätze 4 und 5 Pascals über die Beweise. Bei einem Beweise mufs so- 
wohl die Materie wahr und unzweifelhaft sein, als auch die Form des Ar- 
gumentierens richtig. Das erstere tritt ein, wenn man nach Pascals 
viertem Satze nur Nominaldefinitionen, nur Axiome und bewiesene Sätze, 
sowie Konstruktionen verwendet, deren Möglichkeit vorher demonstriert 
wurde. Die fünfte Regel (zweiter Satz über den Beweis) Pascals gewähr- 
leistet die Richtigkeit der Form, sie verhindert, dafs man sich gegen die 
Regeln des Syllogismus vergeht, was meistens nur dadurch geschieht, dafs 
in den Ober- und Untersatz eine mehrdeutige Begriffsbildung eingeht. 
Andre Fehler aber können einem normalen Verstande in der Form nicht 
leicht begegnen, wie sich die Geometer nicht darum kümmern, ob ihre 
Überlegungen immer genau den Schablonen des Schlusses angepaßt sind. 
Man braucht somit 1) bei evidenten Sätzen nicht immer zu wiederholen, 
warum sie es sind, d. h. den rationalistischen Grundsatz anzuführen, dafs 
alles, was in der klaren und distinkten Idee einer Sache enthalten ist, in 
Wahrheit von ihr gilt. Und 2) gilt, was von der Gattung bewiesen ist, 
ohne nochmaliges Schlulsverfahren von deren Arten, 
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„Obwohl es bewundernswert im höchsten Grade sei“, beginnt Arnauld 
das VIII. Kapitel, „dafs auf Grund dieser fünf einfachen Regeln die Geo- 
meter soviele verborgene Wahrheiten entdecken und sie durch unzerbrechliche 
Beweise sichern konnten, obwohl sie unter den Philosophen die einzigen seien, 
die aus ihrem Hause und aus ihren Schriften Wortzänkereien und Dispute 
im allgemeinen verbannt hätten, und es bei den Geometern stehender Grund- 
satz sei, nur Überzeugendes und Unbestreitbares zu behaupten, so müsse man 
doch hinzufügen, dafs einige Fehler übrig geblieben seien, welche sie zwar 
nicht von ihrem Ziele abhalten, aber doch schuld sind, dafs sie es nicht auf 
dem kürzesten und bequemsten Wege erreichen.“ 

Wir folgen bei deren Aufzählung wieder Arnaulds Text: 

I. Avoir plus de soin de la certitude que de l’evidence et de comvaincere 
l’esprit que d’eelairer. 

In der vollendeten Wissenschaft ist es nicht genug zu beweisen, dafs 
etwas so ist, sondern durch Gründe, welche der Natur der Sache ent- 
nommen sind, ist darzuthun, warum es so ist. Erst dann ist der Intellekt 
befriedigt. 

II. Prowver des choses, qui n’ont pas besoin de preuves. 

Wir haben schon anläfslich der Thesen hiervon gesprochen. Der Satz, 
die Summe zweier Seiten ist im Dreieck gröfser als die dritte, sei ebenso 
evident und intuitiv, wie die natürliche Notion der geraden Linie als des 
kürzesten Wegs und des natürlichen Distanzmalses zweier Punkte. Die 
Bestimmtheit einer geraden Linie durch zwei Punkte sei in der klaren und 
distinkten Idee der Geraden enthalten, ebenso dafs jeder Punkt einer Ge- 
raden von zwei festen Punkten einer andern Geraden gleich weit absteht, 
wenn zwei Punkte der ersteren diese Eigenschaft besitzen. So gelangt 
man zum Begriff der Senkrechten. Die Senkrechte ist aber das natürliche 
Mafs der Distanz eines Punktes von einer Geraden. Wenn dann zwei 
Punkte einer Geraden gleiche Distanz von einer andern Geraden haben, so 
sind alle Punkte der ersteren von der zweiten ebensoweit entfernt; man 
bezeichnet die beiden Geraden als parallel; so ist Arnaulds Auffassung 
hier vom Parallelismus. Diese Vorstellungen seien ebenso klar wie das 
Grundprinzip Archimeds, dafs von Curven, die in denselben beiden Punkten 
endigen, die eingeschlossene immer die kürzere sei. 

Jene Beweissucht sei ja an und für sich nicht so schlimm, aber sie 
ist es, die an Stelle eines natürlichen Aufbaus Verwirrung hervorbringt. 

III. Demonstration par lPimpossibilite, 

Wir haben eingehend Arnaulds Stellung zum apagogischen Beweis 
kennen gelernt; hier präzisiert er sie dahin, dafs man ihn gelten lassen 
könne in negativen Corollaren oder mehr an Stelle einer Erläuterung; 
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wahre Berechtigung besitze er nur, wenn kein direkter positiver Beweis 
möglich sei. 

IV. Demonstrations par des voyes trop eloignees. 

Auch dieser Beweisfehler wurde in den Thesen schon erörtert. Ein 
Beispiel sei Euklids Beweis des pythagoräischen Lehrsatzes 1 47. Die 
benützten Dreiecke seien der Sache ganz fremd, und der einzige natürliche 
Weg der durch Proportionen, mit einer einzigen Hilfslinie, der Senkrechten 
aus der Spitze des rechten Winkels auf die Hypotenuse. 

V. N’avoir aucun soin du vraye ordre de la nature. 

Arnauld gerät hier in Feuer. Dies ist ja auch das Hauptfeld seiner 
Kritik. Die Geometer glaubten, keine weitere Ordnung einhalten zu müssen, 
wenn nur die folgenden Sätze durch die vorhergehenden bewiesen würden. 
Statt sich um die Regeln der wahren Methode zu kümmern und vom Ein- 
fachsten und Allgemeinsten zum Zusammengesetzteren und Spezielleren fort- 
zuschreiten, werfen sie Linien und Oberflächen durcheinander, ebenso Drei- 
ecke und Quadrate, und beweisen die Eigenschaften einfacher Linien mit 
Hülfe von Figuren, wodurch die schöne Wissenschaft der Geometrie so 
ungemein entstellt wird. Man mülste den ganzen Euklid abschreiben, um 
alle die Beispiele beisammen zu haben. Nachdem dieser in den vier ersten 
Büchern von der Ausdehnung gehandelt, behandle er im fünften Buche die 
Proportionen an Gröfsen jeder Art. Er nimmt die ausgedehnten, d. h. 
räumlichen wieder auf im sechsten, bringt die Zahlen im siebenten, achten 
und neunten, und fängt im zehnten nochmals wieder von der Ausdehnung 
zu sprechen an. Das ist seine Unordnung im grofsen, im speziellen aber 
lehrt er z. B. zu Beginn des ersten Buches die Konstruktion eines gleich- 
schenkligen Dreiecks, während erst zweiundzwanzig Sätze weiter unten die 
allgemeinere Konstruktion eines beliebigen Dreiecks aufgenommen wird, 
Seine Beweise über Senkrechte und Parallele sind alle durch Vermittlung 
von Dreiecken geführt, und so die lineare Dimension mit Gebilden zweier 
Dimensionen bunt durcheinander gemengt. Auch die Stellung des für die 
Parallelentheorie wichtigen Satzes I 16 und dessen Wiederaufnahme sechs- 
zehn Sätze später bemerkt Arnauld mit Unwillen. 

VI. Ne se point servir de divisions et de partitions. 

Die Geometer geben für die Arten einer Gattung nur Nominaldefini- 
tionen und stellen sie beliebig nebeneinander, statt: zu bemerken, dafs eine 
Gattung so viele Arten hat und nicht mehr haben kann, weil ihre Idee 
nur gerade soviele verschiedene Spezialisierungen zuläfst. 

Es folgt ein Schema für die Dreiecke. Wir geben es wörtlich wieder: 

Le triangle se peut diviser selon les costez, ow selon les angles. 

Car les costez sont 
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tous egauz et il s’appelle .. . Eqwilatere 
Out deux seulement egaus s’appelle Isoscele 
le trois indgaux S’appelle . . Scalene. 
Les angles sont 
tous trois aigus, et Ü s’appelle Oxigone 
an sewlement aigus, et alors le 3. est 
(droit, et il Sappelle ..... . Rectangle 
N obtus, et il sappelle ..... . Ambiygone. 

Am besten giebt man diese Einteilung erst, wenn die allgemeinen 
Eigenschaften des Dreiecks entwickelt sind, weil man dann ihren not- 
wendigen und hinreichenden Charakter erkennt. Man definiert also die 
Arten erst nach Charakterisierung der Gattung, ein Vorteil, der sich be- 
sonders da geltend macht, wo innerhalb des Gattungsbegriffs die Anzahl 
der differentiae specificae relativ klein ist. 

Kap. IX giebt die Erwiderung der Geometer, um in dieser Form noch- 
mals die Vermeidung jener sechs Methodenfehler anzuraten. Arnauld 
sagt: Es giebt Geometer, welche glauben, dafs die Sache erledigt sei, 
wenn sie erklären über jene Ausstellungen zur Tagesordnung überzugehen, 
da ihre einzige Absicht sei, durch überzeugende Beweise die Wahrheit fest- 
zustellen, gleichviel auf welchem Wege. Man mufs ja zugeben, dals jene 
sechs Punkte nicht verhindern konnten, dals die geometrische Beweisführung 
besser ist als die aller anderen Wissenschaften, dafs kein Wissenschafts- 
komplex besser behandelt worden ist als der in der Gesamtbezeichnung 
„Mathematik“ begriffene (les sciences qui sont comprises sous le nom general 
de Mathematiques), aber alles ist vervollkommnungsfähig, und wenn auch 
der einzige Zweck der Wissenschaft ist, die Wahrheit zu erforschen und 
festzustellen, so mufs sie doch auch dafür sorgen, dafs der Weg der natür- 
lichste ist, auf welchem die Wahrheit ihren Einzug in den Geist hält. Es 
liegt im Wesen des Verstandes, dals wir ein reinlicheres, vollständiges und 
vollendetes Wissen von dem bekommen, was wir durch seine wahren Er- 
kenntnisgründe erfahren, als von auf entlegenen und gewundenen Wegen 
Erworbenem. Sodann erlernt man auch leichter, was in seiner natür- 
lichen Folge gelehrt wird, weil die Ideen, welche eine natürliche Ordnung 
besitzen, sich in unserem Gedächtnis besser aneinanderreihen und sich 
leichter gegenseitig auslösen. Denn Dinge, deren wahren Grund man kennt, 
werden nicht mechanisch behalten, sondern jedesmal durch einen Urteilsakt 
reproduziert. Gerecht ist der Einwand, fährt Arnauld fort, dals es besser 
sei, sich einer Inkonvenienz auszusetzen und die natürliche Ordnung zu ver- 
nachlässigen, als die Strenge der Beweise zu opfern. Er sei persönlich 
überzeugt, dals beides vereinigt werden könne, und dafs es möglich sei, 
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eine Elementargeometrie zu liefern, wo alle Sätze in der natürlichen Ord- 
nung sich folgen, alle Beweise auf den einfachsten Wegen und mit den 
einfachsten Mitteln geführt seien und doch der Kraft nicht entbehrten. Er 
glaube also den Regeln, die (von Pascal) schon gegeben seien, noch zwei 
oder drei hinzufügen zu müssen, die ebenso wichtig seien, weil sie die 
gebräuchliche Methode vervollkommneten. 

Der Vollständigkeit wegen geben wir nochmals eine Zusammenstellung 
getreu dem Original; Arnauld bemerkt, dafs die erste und zweite dem 
TI. Abschnitte, die dritte und vierte dem II., die fünfte und sechste dem IIL, 
die siebente und achte Regel, die methodologischen, Arnauld eigenen, dem 
IV, Abschnitt, der Methodologie, seiner Logik entsprechen. 


La Methode des sciences reduite & hwit regles principales. 


Deux Regles touchant les definitions. 
1°, Ne laisser aueun des termes un pew obscurs ou equwivoques sans le 
definir. 

2°, N’employer dans les definitions que des termes parfaitement connus ou 
deja expliquez. 

Deux regles pour les awiomes,. 
3%, Ne demander en axiomes que des choses parfaitement evidentes. 
4°, Recevoir pour evident ce qui n’a besoin que d’un peu d’atlenlion pour 

estre reconnu veritable. 


Deus regles pour les demonstrations. 

5°, Prower toutes les propositions un peu obscures, en n’employant a leur 
preuve que les definitions qui auront precede, ow les axiomes qui 
auront este accordes ou les propositions qui auront dejü este de- 
montrees. 

6°, N’abuser jamais de Vequwivogue des termes en manquant de substituer 
mentalement les definitions qui les restreignent et qui les exwpliquent. 


Deux regles pour la Methode. 
7°, Traiter les choses autant qwil se peut dans leur ordre naturel, en 
commencant par les plus generales et les plus simples et expliquant 
tout ce qui appartient a la nature du genre, avant que de passer aus 
especes partieuliers. 
8%, Diviser autant qwil se peut chaque genre en toutes ses especes, chaque 
tout en toutes ses parties, et chaque difficultd en tous ses cas. 


Arnauld fügt bei, dafs er schreibe autant qui se peut, weil gewisse 
Schwierigkeiten sich der strengen Durchführung entgegenstellen, z. B. müsse 
man vom Kreis in der Elementargeometrie handeln, ohne die Gattung, die 
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ebenen Öurven, näher zu entwickeln, man müsse sich damit begnügen, sie 
zu definieren. 

Wir haben aus dem Behandelten die Überzeugung gewonnen, dafs 
Arnauld neben und mit Pascal der Begründer der modernen Philosophie 
der Mathematik ist. Wir haben zugleich hier im IV. Abschnitt seiner 
Logik das Programm kennen gelernt für Arnaulds geometrisches Haupt- 
werk. Die Veranlassung zur Abfassung und Herausgabe, Pascals An- 
vegung, den Inhalt, die Bedeutung und die Nachwirkung dieses Haupt- 
werkes, in welchem Arnauld die methodische Emanzipation von Euklids 
Elementen, diesem altersgrauen, ehrwürdigen Denkmal antiker Weisheit im 
Geiste einer Renaissance vollzogen hat, werden wir im nächsten Abschnitt 
auseinandersetzen. 

Wir glauben die Zogik Arnaulds von 1662 nicht verlassen zu dürfen, 
ohne darauf hingewiesen zu haben, dafs eines der nächsten Kapitel, welches 
von der Glaubwürdigkeit menschlicher Zeugnisse handelt und betitelt ist: 
„Quelques regles pour bien conduire sa raison dans la ereance des evenemens 
qui dependent de la foy humaine“, noch mehr aber das Schlufskapitel des 
ganzen Buches: „Du jugement qwon doit faire des accidens futurs“ Wahr- 
scheinlichkeitsbetrachtungen enthält. Arnauld sagt an letzterer Stelle: 
„Pour obtenir un bien, ou pour eviter un mal il ne faut pas seulement con- 
siderer le bien et le mal en soy, mais aussi la probabilitd quwil arrive ou 
narrive pas el regarder geomelriquement la proportion que toutes ces choses 
ont ensemble. Ce qui peut estre eclairci par cet exemple.“ 

Das Beispiel ist das von zehn Spielern, wobei jeder einen Thaler ein- 
setzt, jeder hat die Chance, neun Thaler zu gewinnen, aber die Wahrschein- 
lichkeit, den einen zu verlieren, ist neunmal so grols als die, jene neun zu 
gewinnen, sodals für alle ein voller Ausgleich eintritt. (Mathematische Hoff- 
nung — Einsatz!) Ungerecht dagegen seien die Lotterien, da der Unter- 
nehmer gewöhnlich den zehnten Teil vorweg für sich beanspruche, sodafs 
die Gesamtheit der Losabnebmer in derselben Weise betrogen wird, wie 
wenn ein Mann in einem Spiele, wo die Möglichkeit des Gewinns so grols 
ist wie die des Verlusts, zehn Pistolen gegen neun setzt. In dem gleichen 
Nachteil befindet sich aber auch der einzelne, weil er Glied der Gesamtheit 
der Spielenden ist. 

Manchmal ist die Wahrscheinlichkeit des Verlustes, wie klein auch der 
Einsatz ist, so grols, dafs es unvorteilhaft ist, jenen letzteren zu machen. 
So wäre es toll, zwanzig Sols gegen zwanzig Millionen Goldstücke zu 
wetten, dafs ein Kind, wenn es die Lettern einer Druckerei nebeneinander- 
setzt, zufällig die ersten Verse von Virgils Äneis trifft. Auch die oft- 
malige Wiederholung eines ungünstigen Umstandes geringerer Bedeutung 
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kann die Wahrscheinlichkeit eines günstigen Ausfalls der Hauptsache kom- 
pensieren oder gar in Unwahrscheinlichkeit umschlagen lassen. Scharf ist 
sich Arnauld der Bedeutung der „Möglichkeit“ in geometrischen Wahr- 
heiten und in Wahrscheinlichkeitsbetrachtungen bewulst. Er sagt, wenn 
die Geometer wissen, dafs sich eine Curve durch vier oder fünf Be- 
wegungen verschiedener Art beschreiben lälst, so kümmern sie sich nicht 
darum, ob jene Curve wirklich gezeichnet wird, sondern sie halten es für 
genügend, dafs dies möglich ist, um ihre Überlegungen daran zu knüpfen. 
Bei zufälligen Ereignissen aber bedingt die Möglichkeit derselben durchaus 
nicht die Annahme ihres Vorhandenseins oder Eintretens. Mit diesen im 
Texte sehr ausführlichen Betrachtungen hat Arnauld Leibniz’ systematischer 
Unterscheidung der ewigen und thatsächlichen Wahrheiten vorgearbeitet, 


Arnaulds mathematisches Hauptwerk, die Nouveaux El&ömens de Göomötrie. 
Entstehungsgeschichte, Pascals Einflufs, Nachwirkungen. 


Unter umstehendem Titel erschien 1667 die editio princeps von Ar- 
naulds Geometrie in 4%. Wie die Wiedergabe des Titelblattes zeigt, er- 
schien das Buch anonym; es ist in den modernen Bibliographien unter den 
Anonyma und Pseudonyma z. B. bei A. Barbier nicht verzeichnet. 

In der Vorrede sagt der Verfasser, nachdem er den Nutzen der Geo- 
metrie für die Ausbildung der Urteilskraft betont, von sich und seinem Werke: 

„Ce qui luy a done faire eroire quil estoit utile de donner une nouvelle 
forme 4 ceite science est, qu’estant persuaded que c’estoit une chose fort avan- 
tageuse de s’accoütumer ü redwire ses pensees d un ordre naturel, cet 
ordre estant comme une lumiere qui les eelaircit toutes les unes par les 
autres, U a toüjours ew quelgue peine de ce que les Elemens d’Ewelide 
estoient tellement confus et broüillez, que bien loin de powvoir donner a Vesprit 
Videe et le goust de veritable ordre, üls ne pouvoient au contraire que Vac- 
coitumer au desordre et ü la confusion. 

Ce defaut luy paroissoit considerable dans une science dont la princi- 
pale utilitdE est de perfectionner la raison; mais Ü n’cust pas pensd nean- 
moins 4 y remedier sans la rencontre que je vas dire qui Py engagea in- 
sensiblement. Un des plus grands esprits de ce siecle, et des plus 
celebres par l’ouwverture admirable quw’il avoit pour les Mathe- 
matiquwes, avoit fait en quelques jours un essay d’Elemens de Geo- 
metrie; et comme iÜ n’avoit pas cette vüe de Vordre, il s’estoit contente de 
chunger plusieurs des demonstrations d’Euclide pour en substiluer d’autres 
plus nettes et plus naturelles. Ce petit owvrage estant tombed entre les mains 
de celuy qui a depuis composd ces Elemens, il s’dtonna quwun si grand esprit 
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NOVVEAVX ELEMENS 
DE 


GEOMETRIE; 


CONTENANT, 


Outre un ordre tout nouveau , & de nourvelles 
demontftrations des propofitions les plus com- 
muncs, 

De nouveaux moyens de faire voir quelles lignes 
font incommenfurables, 


De nouvelles mefures des angles ‚ dont on ne 
s’eftoit point encore avife, 

Et de nouvelles manıieres de trouver & de 
demontrer la proportion des Lignes. 


A PARIS, 
Chez Charles Savreux , Libraire Jure ‚au pied de laTour 
de Noftre-Dame ‚A l'’Enfeigne des trois Vertus. 


M.: DC: LAVEIL 


AVEC PRIVILEGE DY ROY 
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n’eust pas este frappd de la confusion qwil avoit laissce pour ce qui est de 
la methode, et cette pensde luy ouvrit en meme temps une maniere naturelle 
de disposer toute la Geometrie, les demonstrations s’arrangerent d’elles m&emes 
dans son esprit, et tout le corps de Fouvrage que nous donnons maintenant 
au public se forma dans son idee. 

Cela buy fit dire en riant a quelques uns de ses amis, que sS’Üu avoit 
de loisir il luy seroit facile de faire des Elemens de Geometrie mieux or- 
donnez que ceux que Von buy avoit montrez . . .“ 

Für den Verfasser vorliegender Arbeit stand es fest, dafs mit den 
Worten: Un des plus grands esprits de ce siecle, et des plus celebres par 
Vowwerture admirable qwil avoit pour les Mathematiques niemand gemeint 
sein könne als Blaise Pascal. Den thatsächlichen Nachweis für diese 
Annahme zu führen, gelang aber erst nach langen Nachforschungen. Er 
wird erbracht durch folgende Stelle eines schwer zugänglichen Werkes. Im 
sechsten Bande 8.183184 von Besoigne, Histoire de Pabbage de Port Royal, 
ü Cologne, aux depens de la Compagnie MDCCLII (seconde partie) heilst es: 

„Il a bien paru, qwWil (Arnauld) avoit Vesprit fait powr les Mathe- 
matiques par Powvrage qwiül a composd sous le titre d’Elemens de Geomeirie, 
et qwi a dd plusieurs fois imprime. 

On trowe Vhistoire et Vorigine de cei owvrage dans une anecdote que 
racontoit M. Nicole ä ses amis, et qwi montre bien jusqw’ä quel point le 
genie de M. Arnauld etoit propre aux Mathematiques. M. Nicole ditoit 
que M,. Pascal ayant montre un jour &d M. Arnauld un traval qwil avoit 
fait sur les Elemens d’Euclide, celuwi-ci n’en fut pas content, parce que 
M. Pascal 4 laissoit le defaut d’ordre qui se trowe dans Euelide. 
M. Pascal defia en riant le Docteur de faire mieux. M. Arnauld accepla 
le defie et & son premier loisir Ü traca Vordre selon lequel il falloit etudier 
et enseigner la Geometrie. Iltant au Chesnai proche Versailles pour rdablir 
sa sante apres une maladie, il commenca da executer son plan, et enfin il le 
mit dans Vedtat ou il est imprimd. Lorsque M. Pascal vit Fowvrage, il 
condamna le sien au feu, et reconnut franchement que M. Arnauld avoit 
trouvd le vrai ordre naturel de traiter cette matiere, et il en rendit gloire au 
Docteur de Sorbonne.“ 

Hier haben wir durch einen vollständig einwandsfreien Zeugen, durch 
Nicole, einen der bedeutendsten unter den Herren von Port. royal, der 
wohl persönlich jener Unterredung zwischen Pascal und Arnauld bei- 
wohnte, einer Unterredung, die wir in den Salon der geistreichen Madame 
de Sable verlegen, von der wir im ersten Teile unserer Arbeit ausführlich 
erzählten, ein hübsches Bild von der Entstehungsgeschichte der @eometrie 
Arnaulds. Wir erfahren sogar, wo sie verfalst wurde, wir vernehmen, 
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wie Pascal die Anregung gab zur Niederschrift und endgültigen Fassung 
der Gesichtspunkte, welche schon in Arnaulds Thesen von 1641 uns zu- 
erst entgegengetreten sind. Damit ist zugleich erwiesen, dafs auch Pascal 
wirklich eine Elementargeometrie verfalst hat, eine 'Thatsache, die bisher 
aus dem winzigen Fragmente, das C. J. Gerhardt in den Sitzungsberichten 
der Berliner Akademie 1892 5. 202—204 aus Leibniz’ Nachlafs veröffent- 
licht hat, nur vermutet werden konnte. Leibniz hatte jenes Blatt von 
de Billettes erhalten (s. M. Cantor, „Vorlesungen“ Bd. TI 8. 682). Dafs 
wirklich Teile von Pascals „Essai“ der Verbrennung entgingen, könnte man 
aufserdem aus einem Briefe Leibniz’ an Oldenburg vom 12. Juni 1675 
schlielsen, der lautet: ÖOlarissimus Pererius, Pascalis ex sorore nepos, misil 
mihi ex Avernia per swos fratres Ms. quaedam fragmenta Pascaliana. Ex 
qwibus nunc penes me habeo elementa Geometrica singuwlari quadam ratione ab 
eo tractata, quamgquam non integra. Quae ubi reddidero etiam Conica mihi 
legenda dabunt (s. Leibniz’ Brief vom 30. August 1676). Um damit Be- 
soignes Erzählung in Einklang zu bringen, braucht man ja nur anzunehmen, 
dafs die Freunde Pascals jene Fragmente dem Feuer rechtzeitig entrissen. 
Besoignes Nachricht enthält zudem durch Leibniz’ Zusatz „non integra“ 
eine gewichtige Bestätigung. 

Arnaulds Elementargeometrie wurde also von Pascal sehr günstig 
beurteilt, so günstig, dals er sie über seine eigene Arbeit stellte Ein 
glänzendes Zeugnis! Mit ebenso grofsem Beifall wurde Arnaulds Lehr- 
buch von der gleichzeitigen Gelehrtenwelt aufgenommen. Wir finden in 
den Philosophical Transactions, dem Organ der Royal Society in London, 
folgende Ankündigung im Februarheft von 1667/8 (in der Lateinischen 
Ausgabe: Acta philosophica soeietatis regiae in Anglia Anni MDCLXV, LXVI; 
LXVII, LXVIII, LXIX, Auctore Henrico Oldenburgico, soecietatis 
reg. secret., Anglice conscripta, et in Latinum versa interprete ©. S. Nune 
iterum adiecto indice accurato edita Lipsiae anno MDCLXXV 8. 512). 

VI. Ennarratio quorundam librorum. 

I. Nouveaux Elemens de Geometrie. 

Sive tractatus mathematieus titulum ferens, Nova Elementa Geometrica, 
impressus Parisüs in quarto, Anno: 1667. 

Divisus in 15 libros sew sechiones continet: 

Novam methodum, novasque Demonstrationes communissimarum Propo- 
sitionum Greometricas. 

Nova media domonstrandi, quaenam lineae sint incommensurabiles. 

Novas mensuras Angulorum hactenus non consideratas. 

Novos modos inveniendi et demonstrandi proportionem linearum. 

In quibus observamus, Authorem prodere methodo nova et Ordine pro- 
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prio, fundato super Algebraica Elementa, diversas novas Demonstrationes 
communiorum propositionum, conlenlarum praeeipue in primis sex libris Ele- 
mentorum Euelidis, et sine recursuw ad Eucliden, vel quemwis alium seriptorem 
(reometrieum, ad demonstrandum quodlibet in novis his Elementis assertum. 

Quibus additur solutio Problematis Arithmetici, quod Author vocat Qua- 
drata Magica seil. Dato guadrato Cellularum pari seu impari repleto Numeris 
sive secundum Progressionem Arithmeticam sive Geometricam: ita disponere 
omnes illos numeros, in aliquo simili quadrato Cellularum, ut omnes Numeri 
cwiusque ordinis sive collateralis, sive ascendentis et descendentis, sive duplieis 
Diagonalis, existentes in progressione Arithmetica additi, eandem semper pro- 
ducant summam, et in Progressione Geometrica multiplicati cum invicem, 
semper idem Productum confieiant. 

Mit dem letztgenannten Problem wird sich der dritte Abschnitt des 
zweiten (mathematischen) Teils vorliegender Arbeit beschäftigen. 

Aber nicht genug damit, auch die andere bedeutendste gelehrte Publi- 
kation der Zeit hat sich mit Arnaulds Geometrie bekannt gemacht, das 
Journal des Scavans, welches im Jahre 1655 von Denis de Sallo begründet 
worden war. Wir haben mit Hilfe von Cornelius a Beughem’s La France 
Scavante, Amstelod. MDCLXXXII in 12°, einem sehr brauchbaren General- 
register mit chronologischem, Personal- und Realindex der ersten Jahrgänge 
des Journal des Scavans, die betreffende Stelle gefunden. Sie lautet (im 
Heft vom 26. Dezember 1667): 


Nouveaux Elemens de Geometrie. 

In 4. @ Paris chez Charles Savreux. 

De toutes les Seiences, il n’y en a point qwi ait di traitde awec une si 
belle methode que la Geometrie. Neantmoins on a remarque ce defaut dans 
les ouvrages des anciens Geomötres, quils ont eu plus de soin de la certi- 
tude que de l’evidence de leurs demonstrations. Et cela se voit particuliere- 
ment dans Varrangement des propositions qui composent le Liure des Kle- 
mens que Von attribue & Euelide. Car cet Auteur sans se metire en peine 
de lordre naturel, qui est de commencer par ce qwWüÜ y a de plus simple et 
de traitter separdment ce qui est different, a seulement pris garde & ranger 
les propositions en sorte que les premieres servent ü demontrer les suivantes 
et a souvent mesld des propositions ou il traite de figures Ires differentes. 
Ramus qui a raffind sur toutes les sciences, a composd un Liure de Geo- 
metrie ou Ü a täche d’eviter ce defaut. Mais il avoüe quwil s’est plus 
applique & y observer les regles de la Methode, qu’ü traiter le fond de la 
Geometrie. Et en effet sil a swivy un ordre plus naturel qwEuelide, 
Ü s’en faul beaucoup quü n’ait donned tant de force ü ses demonstrations. 
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Neantmoins comme ces deux choses ne sont pas incompatibles, V’Auteur 
de ce Liure a entrepris de les accorder: Et il y a hewreusement reeussi au 
jugement des plus intelligens dans cette Science. L’ordre quwil garde est tres 
naturel. Il considere dans les quatre premiers Liures, ce qui convient & la 
Grandeur en general et principalement les Raisons et les Proportions, qui 
sont les fondemens de la Geometrie. ‘II vient en swille aus differentes espe- 
ces de Grandeur: Et comme de toutes les grandeurs continües HU n'y en a 
point de plus simple que la Lägne, il en examine les proprietez dans les 
trois Liures swivans, et il traitte par ordre des Lignes Perpendiculaires, des 
Obliques, des Paralleles, et de celles qui sont termindes & une circonference. 
Des Lignes il passe aux Angles, dont il parle dans le VIII. et dans le 
IX. Liure.. Il employe le X. et le XI. ä traitter des Lignes Proportionelles 
et des Reciproques: Et apres avoir parle des Figures dans le XIIL, ü 
considere en partieulier dans les trois derniers Liures les Triangles, les 
Quadrilateres et les autres Figures Polygones. 

Mais le prineipale avantage de ce Liure est que quanlilE de demon- 
strations tres embarrassdes qwi ne convainquoient lesprit qwWapres Vavoir 
beaucoup fatigud et qui apres Pavoir convaincu ne le satisfaisoient point, Y 
sont proposees d’une maniere si simple quon a aucune peine a les concevoir, 
et cependant si certaine quwelles ne sont pas meins convaincantes que celles 
d’Euclide. 

De plus il y a dans ce Liure de nowveauz moyens de faire voir quelles 
lignes sont incommensurables, de mesurer les angles, de trower et demontrer 
la proportion des lignes; et une methode tres- facile de faire les Quarrez 
Magiques, qui est un des plus celebres Problemes d’Arithmetique. 


Die Verbreitung von Arnaulds Geometrie wurde durch die Ankündi- 
gung in den Philosophical Transactions und die äulserst günstige Rezension 
im Journal des Sgavans jedenfalls sehr befördert, noch mehr aber verdankte 
sie ihr rasches Bekanntwerden inneren Ursachen; denn das Studium der 
Elementargeometrie wurde durch Arnaulds Methode ungemein erleichtert 
und weiteren Kreisen zugänglich. Im Jahre 1683 wurde eine zweite Aus- 
gabe notwendig; sie erschien wiederum zu Paris, diesesmal bei dem Ver- 
leger von Pascals Schriften, bei Guillaume Desprez (De Prexius bei 
Leibniz). Laut dem Avertissement sur la seconde edition ist in den 
ersten vier Büchern vieles verändert, das zweite und dritte Buch voll- 
ständig umgearbeitet worden. Arnauld selbst schien von der zweiten 
Ausgabe nicht so befriedigt; wir finden seine Ansicht darüber in einem 
Briefe vom 28. Oktober 1683. (Gesamtausgabe der Werke Tom. TV p. 149 
lettre XI.) 
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A Madame Bois! 

Je n’ai recu que depuis deux jour les nowveaux Elemens. Je les trowwve 
bien imprimes pour ce qui est dw caractere. Mais n’en ayant lu que ce qui 
est de nouwveau dance cette edition, jy ai trouvd bien des fautes, outre celles 
de Verrata, que je voudrois qwon eüt mis en plus grosses letires. Je ne 
men prends 4 personne. Je ne doute point que vous n’y ayiez fait de votre 
mieuz; et je suis assure que M. Ferrier y aura aussi mis un grand soin. 
Je lui en suis tres-oblige. Cela peut-etre venu dw copiste qui a copid mes 
brouillons, qui n’a pas assez pris garde aux avis que javois donnds et ü swivre 
ma ponctuation et mes ä linea. Car un des plus grands defauts et quWil 
en a trop peu, 

Quoi qu’ü en soit, j’ai pensd au remede, quwon powrroit apporter ü cela, 
et jen ai trowe de meilleur que d’imprimer V Avis au lecteur que je vous 
envoie pour le mettre au commencement, afın que par la et Verrata chacun 
puisse corriger son livre, comme j’ai did oblige d’en corriger un avant que 
de le donner d une personne de condition de mes amis. Je salue ma com- 
mere et tout le reste de votre famille. Je prie Dieuw qu'il la benisse. 

En owvrant le livre, je suis tombed sur la page 347. Il ya une figure 
qu’on a voulu faire par des caracteres d’impression, au lieu de la faire par 
une figure de bois; et elle est tout & fait mal faite. Car au lieu quelle 
devoit etre quarre dest & dire aussi large d’un cötE que de Vautre, elle est 
bien moins haute que large; et les divisions sont presque egales, au liew 
quw'elles devroient eire notablement indgales. Je viens encore de trouver 
une autre chose assez mal. O’est que dans le XIV. livre on renvoie assez 
souvent au 2° ei au 3° livre. Or comme ces deux livres sont tout changes, 
Ü falloit aussi changer ces renvois, et on a oublid de le faire. Je vous prie 
donc, mon compere, de faire imprimer lVavis que je vous emvoie, qui reparera 
un peu les defauts de cet owvrage, en donnant moyen de le corriger & ceus 
qui le voudront lire. 

Je me suis encore appereu qwayant ajoule au X* livre deux ow trois 
propositions touchant une ligne coupee harmoniquement, on ne les y a point 
mises, sans que Jen puisse deviner la raison; si ce west peut-elre quWon a 
eu si pew de soin des papiers que javois envoyes pour faire cette seconde 
edition, qwWon en ail laisse perdre cei endroit. Je souhaiterois qu'on le 
cherchät, et si on le trowoit, quon le fit imprimer avec ce tilre: Addition 
pour la fin du X* livre qwi a did oublide par megarde. 

Page 98 I. 24 propositions, lisez proportions. 

Die Sätze Arnaulds über harmonisch geschnittene Gerade wurden 


nie gedruckt; vielleicht sind gerade sie es, die Leibniz im Auge hat, 
Abh. z. Gesch. d. math. Wissensch. XIV. 16 
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wenn er schrieb: „Il (Arnauld) meditoit alors quelque chose de fort beau 
sur les raisons et sur les proportions et je serois fache s’il en avoit die 
distrait entierement“ (27. April 1683). Wir haben bis jetzt wenigstens den 
Verlust der gerade für die neuere synthetische Geometrie interessanten 
Papiere zu beklagen. 

Auch: der nachstehend wiedergegebene Brief (Dez. 1693) bezieht sich 
auf die zweite Ausgabe (Gesamtwerke Tom. III 8. 701 Lettre DCCCCXCHI) 
A. M. Dodart?): 

Je vous reponds par avance a votre lettre du 25 que je regus hier, ne 
sachamt encore comment, ni quand je vous enverrai cette reponse. 

Je commence par ce que javois oublid de vous mander touchant les 
Noveaux Eldmens de Geometrie, de peur de Voublier encore une fois. L’Auteur 
est mal satisfait de la seconde edition, d causes des fautes d’impression qu'on 
y a laissees. Mais ces fautes edlant corrigees, comme un habile homme le 
peut faire aisement, il estime beaucoup plus le II. livre de la seconde edi- 
tion, que ce möme livre de la premiere. Et Wü croit qwWil feroit entrer votre 
ami dans son sentiment, s’il lui pourroit parler. Mais cela ne se peut ex- 
pligquer par lettre. Le V*° livre de la seconde edition est aussi beaucoup 
meilleur que celui de la premiere. Et il me semble quwil y a quelque chose 
pour Penplication des incommensurables qui est noveau. On y a aussi cor- 
rigeE ume grosse faute de la premiere edition, touchant les nombres quarres 
qui sont egaux & deux autres nombres quarres com. 25, 4 9 et 16. Je viens 
de penser que je ferois mieun de vous envoyer un livre de ces Eilemens, 
corrigeE par V’Auteur en beaucoup d’endroits; avec un browillon de ce qu'il 
avoit marqud quw'il falloit corriger dans cetie seconde edition, outre Verrata; 
mais & condition que vous me renverrez U’un et Vautre quand vous en aurez 
fait Pusage que vous voudree. 

Eine dritte Ausgabe von Arnaulds Buch wurde 1692 in Holland 
veranstaltet. Sie erschien in La Haye, chez Jean van Duren, jedoch im 
Format kleiner, in 12° Mit neuem Titelblatt versehen, kennt man von 
dieser Ausgabe Exemplare vom Jahre 1711. In den nachfolgenden Briefen 
wird diejenige des Jahres 1692 erwähnt. 

Lettre de M. Dodart (Ges. Werke Tom. IV p. 24). Der Brief ist 
von 1694. 

Tl y a quelques mois qu’un de mes amis, grand approbateur ei meme 
admirateur de la Geometrie nowvelle attribucee ü M. Arnauld, me fit de- 


1) Denis Dodart, Mitglied der Ancienne Academie des Sciences, geboren 
1644, gest. 1707, hervorragender Botaniker, Verfasser der „Memoires pour servir 
a Uhistoire des plantes“* 1676. 
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mander s’il (M. Arnauld) trowveroit bon quwil poussät cette Geometrie jus- 
ques aux solides. Je lui fit dire que la reponse etoit dans lV’avertissement, 
ou P’Auteur si je m’en sowviens, S’excuse de ne lavoir pas fait, parce qui 
avoit d’autres occupations, et ajoute, ce me semble que swivant la route 
marquee dans ce livre, il sera facile de supleer ce qui y manque. Depuis 
le temps jai vue Vauteur de ce supplement pretendu qui m’a dit que vou- 
lant y travailler, il en avoit dtE detournd par la nowelle edition de la Geo- 
metrie du P. Lami, qui n’est visiblement qw les Eldmens de M. Arnauld, 
poussds jusgu’äa la Stereometrie inelusivement, quoique sans nommer M. Ar- 
nauld. (Car outre que mon ami est un Geomötre sublime, il est tres-familier 
et tres-net, et vouloit ajouter outre la Stereometrie une introduction a PAI- 
gebre, tres courte et tres nette, et proposer une revision du II. livre, qui 
est des proportions. Un mot sur cet article, si vous pouvez trouwver une 
voie pour savoir de M. Arnauld sl le trowera bon; car sans cela on 
n’cerira pas un mot... 

Amauld erwiderte im folgenden Briefe vom 10. Juli 1694 (Gesamt- 
ausgabe Tom. IV p. 63 Lettre MLXT): 


A. M. Dodart. 

Je suis bien oblige, Monsieur, 4 votre ami, qui veut bien se donner la 
peine d’ajouter & mes Eldmens de Geometrie ce qui y mangue, qui est de la 
Stereometrie. Mais jai un avis Ad lwi donner sur cela, qui est que la se- 
conde edition de ces Elemens qui a et€ faite 4 Paris, est pleine d’une in- 
finitE de fautes, et qwil faudroit qwil eüt celle qwi a did faite en Hollande 
par une personne que je ne comnois point. Su ne Pa peut trower d Paris 
je tächerai de vous Penvoyer. Il y a cependant dans cette edition de ‚Hol- 
lande quelques fautes qui y sont restees, mais un habile homme les corrigera 
aisdement pourvu qwWil y fasse attention. Je ne vois ce que votre ami entend 
par ces mols, „proposer une revision du seconde livre qui est des Propor- 
tions“. Cela a-t-il rapport üä ce que vous m’aveg mande autrefois qu’une 
personme estimoit plus la manitre dont on avoit parle des raisons et des 
proportions dans la premiere edition de ce qwon en dit dans la seconde? 
Mais c'est de quoi que je ne saurois convenir. En owvrant le livre de Pim- 
pression de Paris page 29 ligne 11 j'y ai trowve deux fautes. La premiere 
„preeisement. Mais il y aura“, il faut „preeisement tant de fois; mais dl y 
aura“. La seconde lig. 16 „de la composition“, lisez „de la comparaison“. 
Cette derniere faute est demeurde dans l’impression d’Hollande. 


Arnauld verfolgte, wie wir aus diesen Briefen ersehen, mit gespannter 
Aufmerksamkeit die Ausgaben seiner Geometrie. Nach seinem Tode wurde 
sie unseres Wissens nur noch einmal aufgelegt; nämlich für die Gesamt- 

16* 
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ausgabe von Arnaulds Werken, im Jahre 1781. Die Nowveaux Elemens 
de Geometrie sind in Tom. LXIT enthalten, abgedruckt von der dritten Aus- 
gabe von 1692; zur Korrektur der in dieser letzteren noch stehen ge- 
bliebenen entstellenden Druckfehler wurde von den Herausgebern der Oeuvres 
de Messire Antoine Arnauld ein Exemplar der zweiten Pariser Ausgabe 
benützt, das mit handschriftlichen Verbesserungen bedeckt war; dieselben 
sind von sachkundiger Hand, vielleicht nach Arnaulds eigenen Notizen, 
mit grolsem Fleifs ausgeführt gewesen, wie die Herausgeber berichten. 

Es wäre ein gänzlich verfehlter Schlufs, wollte man die Bedeutung 
von Arnaulds Geometrie nach der verhältnismäfsig geringen Zahl von drei 
Ausgaben (die vierte in den Oewvres ist nicht hierher zu rechnen) beurteilen. 
Im Gegenteil, Arnaulds Noweaus Elemens bezeichnen eine Epoche in der 
Geschichte des mathematischen Unterrichts. Eben deshalb, weil Arnaulds 
Methode sich so ganz und unwiderstehlich der Elementargeometrie bemäch- 
tigte, weil sie Gemeingut wurde, weil alle Schriftsteller jener und der 
Folgezeit, welche die Elemente behandelten, von ihr abhängen, konnte es 
geschehen, dals Arnaulds Name und das Buch, welches die Euklidkritik 
des siebzehnten Jahrhunderts zur schärfsten Ausprägung brachte und einen 
in solcher Vollständigkeit zum ersten Male seit Euklid unternommenen 
Neuaufbau der Elementargeometrie darstellt, in gänzliche Vergessenheit 
geriet. Montucla nennt Arnaulds Namen nicht; merkwürdig berührt 
es, dafs Chasles im Aperceuw historique Arnauld nicht erwähnt, während 
er in einer eigenen Note (Note XVII) seine Verwunderung ausspricht, dafs 
der Euclides adauctus et methodieus von 1671 des Italieners Guarini nicht 
in der Geschichte der Geometrie genannt werde. Einen anderen italienischen 
Schriftsteller Vitale Giordano Giordani, der 1686 einen Zaclide resti- 
tuto herausgab (s. M. Cantor, „Vorlesungen“ Bd. IIT 8. 14), machte 
Leibniz auf Arnaulds Buch aufmerksam: „Nonancurtius quidam in Belgio 
libellum seripsit de rationibus quem me videre memini; hwius methodum 
laudat Arnaldus (celebris apud Theologos, sed idem in omni doctrinarum 
genere excellens) in secunda editione libri Galliei, quem inscripsit: Nova Geo- 
metriae Elementa (s. Leibniz’ Brief in Bd. I von Gerhardts Leibniz- 
ausgabe). 

Unter den Schriftstellern, deren Abhängigkeit von Arnauld wir ur- 
kundlich feststellen konnten, ist zuerst Bernhard Lamy!), Pater vom 
Oratorium, zu nennen. Wir haben ihn schon in dem Briefe Dodarts an 
Arnauld kennen gelernt. Auch in der Geschichte der Philosophie ist er 
eine bekannte Persönlichkeit: er schrieb zu Gunsten des Occasionalismus. 


1) Lamy: ältere Schreibweise; die neuere ist Lamı. 
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Auf mathematisch -naturwissenschaftlichem Gebiete nennt uns Cornelius a 
Beughem von ihm seine: Traitee de Mechanique, de P’Equilibre des Solides 
et des Liqueurs ü Paris 1679, besprochen im Journal des Scavans XXI 
1679. Dieser Mann gab nun 1683 ein Lehrbuch der Geometrie heraus 
unter dem Titel: Les eldmens de geometrie et la mesure de Fetendue, Paris 
in 12°, Obwohl er in der Vorrede selbst sagt, dafs er für seine Methode 
Arnauld verpflichtet sei und nie daran gedacht hätte, eine Elementar- 
geometrie zu schreiben, wenn Arnauld der seinigen eine Stereometrie bei- 
gegeben hätte, scheint Lamys Unternehmen, wie es auch in Dodarts 
Brief aufgefafst wird, eine gewisse „Contrefagon“ gegen Arnaulds Original- 
leistung zu sein. Wir wissen nicht, glauben aber aus Arnaulds Antwort 
an Dodart zu entnehmen, dafs es als Fortsetzung von Arnauld nicht 
autorisiert war. Nichtsdestoweniger erlangte es rasche Verbreitung und 
wurde als Lehrbuch, das eben Arnaulds Methode fast unverändert auf- 
genommen hatte, vielfach benützt. Es wird in der von Tschirnhaus 
verfafsten und von Leibniz ausführlich rezensierten deutschen Schrift: 
„Gründliche Anleitung au nüzlichen Wissenschafften, absonderlich zu der Ma- 
thesi und Physica, wie sie aniego von den gelehrtesten abgehandelt werden“, 
(in 4° pagg. 32) empfohlen. Leibniz sagt in seiner Rezension in dem in 
Hannover 1700—1702 erschienenen „Monatlichen Auszug aus neuen Büchern“: 
„Langsame und geschwinde können hernach des Lamy Nouveaux Elemens de 
Geometrie durchnehmen, da sie das vorige in besser ordnung wiederholen.“ 
Wir sehen, dals schon hier Lamy geradezu als Verfasser von Arnaulds 
Nomeauxz Elemens de Geometrie erscheint. Hat Lamy durch seine Usur- 
pation von Arnauld die Aufmerksamkeit ab und auf sich zu lenken gewulst, 
so hat er wenigstens das Seine zur Verbreitung von Arnaulds Methode gethan. 
Da wir jetzt den historischen Zusammenhang und das Verhältnis beider Lehr- 
bücher kennen, so können wir es nur als Triumph von Arnaulds Methode 
gelten lassen, dafs noch 1758 eine siebente Edition von Lamys Buch 
erschien. Ein Opus mehr algebraischer Natur scheinen Lamys „Zlemens 
des Mathematiques ou traitdE de la grandeur en general“ gewesen zu sein, 
von denen wir eine 3. edit. Amsterdam 1692 in 12° kennen. Wollte der 
besorgte Autor vielleicht durch dieses Werk die Verbreitung von Jean 
Prestets geschätztem, vorwiegend zahlentheoretischem Werk: Elemens des 
Mathematigues übernehmen, welches 1675 (besprochen im Journal des Sca- 
vons 1676 X p. 135) unter dem Titel: „Zlemens des Mathematiques ow 
Prineipes Generaux de toutes les Sciences .qui ont les grandeurs pour objets“ 
a Paris in 4° erschien, das 1689 wiederum in Paris in 2 vols zum zweiten- 
male, 1694 ebenda nochmals gedruckt wurde? 

Wir wenden uns von Lamy ab und zu jenem Manne, welcher in 
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offtenster und ehrlichster Weise in Dodarts Brief anfragen liefs, ob Arnauld 
damit einverstanden sei, wenn er dessen Werk durch eine Stereometrie 
vervollständige. Dieser Freund Dodarts kann wohl nur Pierre Varignon 
sein. Wir haben dafür folgende Gründe: 

1) War Varignon an der Redaktion des Journal des Scavans be- 
teiligt, mulste also daher Arnaulds Buch kennen. 

2) Varignon war wie Dodart Mitglied der Akademie der Wissen- 
schaften, die beiden Gelehrten kannten sich also daher und waren befreundet; 
auf Varignon palst Dodarts Satz: Car outre que mon ami est un Geo- 
metre sublime, il est tres-familier est tres-net. 

3) Wenn Dodart schreibt, dafs der Verfasser des geplanten Supple- 
ments zu Arnaulds Nouveau Elemens sich von der Herausgabe durch 
Lamys Veröffentlichung abhalten liefs, so stimmt dies wieder ausgezeichnet 
mit dem Umstande überein, dafs Varignon sein Lehrbuch nicht selbst 
während seines Lebens veröffentlichte, sondern dafs dasselbe erst 1731 nach 
seinem Tode (1722) unter dem Titel: Eldmens de Mathematique de Mon- 
sieur Varignon zum Druck befördert wurde. 

4) Jener Freund Dodarts (s. dessen oben wiedergegebenen Brief) 
wollte eine Einleitung in die Algebra beigeben; wir finden diese als Zle- 
mens d’algebre et d’arithmetiqgue auf 66 Seiten an der Spitze von Va- 
rignons Buch. 

5) Machen innere Gründe, z. B. die gerade bei M. Cantor, „Vor- 
lesungen“ Bd. III S. 527 wiedergegebene Herleitung des Satzes der Winkel- 
summe im Dreieck, welche genau mit der Arnaulds übereinstimmt, die 
Bedeutung, welche auf Axiome und Definitionen gelegt wird, die Stellung 
des pythagoräischen Satzes und dessen Beweis mit Hilfe von Proportionen 
es geradezu unwiderleglich, dafs jener vertraute Freund Dodarts der grolse 
Geometer Pierre Varignon ist. 

Wir haben das Resultat gewonnen: Pierre Varignons Werk Ele- 
mens de Mathematique ist direkt abhängig von Arnauld und dessen ori- 
ginaler Methode; ihre konsequente Durchführung auf stereometrische Grund- 
lagen ist Varignons Verdienst. M. Cantor nennt das Buch „eine Geometrie 
von überall durchblickender Eigenart, die philosophische Geistesrichtung seines 
Verfassers zu erkennen gebend“ ; damit ist am treffendsten Arnaulds Schule 
in ihrem berufensten Vertreter, in Varignon, charakterisiert. 

Wir haben schon früher bei der Besprechung von Arnaulds mathe- 
matischen Thesen erwähnt, dafs ihm die bekannte Frage des Ptolemaeus 
an Buklid, ob es bei geometrischen Dingen nicht einen abgekürzteren Weg 
gäbe als den durch Euklids Elemente, sehr berechtigt erschien. Arnauld 
glaubte den, geraden Weg für Könige zu kennen; in seinen Nowveaux Ele- 
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mens de Geometrie hat er ihn angebahnt. Dieser stolze Ausspruch Ar- 
naulds sollte fünfundvierzig Jahre, nachdem er gethan wurde, thatsächlich 
seine Verwirklichung finden. Ein Herzog von königlichem Geblüt sollte 
durch Arnaulds Methode den Zugang zur Geometrie erreichen. Nähere 
Auskunft hierüber giebt uns der folgende Auszug aus der Histoire de laca- 
demie Royale des Seiences, annee MDCOXXVII, & Paris, de Imprimerie 
Royale MDCOXXIX: 

En 1696 few M. le Duc de Bourgogne eiant venu en äge d’apprendre 
les Mathematiquwes, Mad’. de Maintenon porta le Roi 4 confier cette partie 
de son education d M. de Malezieu, tandis quwil donneroit & M. Sauveur 
les deux autres Enfants de France. M. de Maledziew asses delicat pour 
craindre quWun si grand honneur ne s’accordät pas parfaitement avec lat- 
tachement inviolable quwil devoit 4 M. et Mad’. du Maine et rassurd par 
eu - möemes sur ce scrupule, demanda du moins en grace, que pour mienz 
marquer, quWil ne sortoit point de son amcien engagement, iÜ lui fut permis 
de ne point recevoir d’appointements dw Roi. (Malezien hat den Herzog 
von Maine in seiner Jugend unterrichtet, noch 1722 finden wir Malezieu 
als Direktor der Privatsternwarte dieses Herzogs.) 

Parmi tous les Elemens de Geometrie qui avoient paru jusque- 
la il choisit ceux de M. Arnauld, comme les plus elaires et les 
mieus digereds, pour en faire le fond des lecons qu’il donneroit d 
M. le Duc de Bourgogne. Seulement il fit & cet Ouvrage quelqwes 
additions et quwelques reiranchements. II remarqua bientöt que le 
jeune Prince, qui surmontait avec une extreme vivacitd les diffieultds d’une 
etude si Epineuse, tomboit quelques fois aussi dans l’inconvenient de vouloir 
passer 4 cold, quant il ne les emportoit pas d’abord. Pour le fixer d’avan- 
tage, il ui proposa d’ecrire de sa main au commencement d’une lecon ce 
qwil Tui avoit etd enseignd la vieille. Toutes ces lecons eerites par le Prince 
pendant le cours de quatre ans, et precieusement rassemblees, ont fait un 
corps, que M. Boissiere, Bibliothecaire de M. le Duc dıf Maine, fit im- 
primer en 1715 sous le titre d’Elements de Geometrie de M?,. le Due de 
Bourgogne.‘) L’editeur les dedie au Prince mäme, qui en est PAuteur, et 
woublie pas tout ce qui est di au scavant maätre de Geometrie. Ilyad 
la fin du Livre quelques Problämes qui n’appartienment point a des Elements, 
resolus par la melhode Analytique et qui, selon loutes les apparences, sont 
de M. de Maleziew. Il est dit sur ce swjet, qWArchimede, et les grands 


1) Louis, Herzog v. Bourgogne, Enkel Ludwigs XIV., geb. 1682. Louis 
Auguste, Herzog v. Maine, Sohn Ludwigs XIV. und der Frau v. Montespan, 
geb. 1670. 
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Geomitres anciens, ont di avoir notre Analise, ow quelque methode eqwiva- 
lente, parce quwil est moraliment impossible quw'ils eussent suivi, sans dgarer 
des routes aussi composedes que celles qw’ils proposent. Mais par-la, on leur 
öte la force merveilleuse qui d did necessaire pour swivre sans dgarer, des 
routes si tortueuses, si longues et si embarrassees, et cette force compense le 
merite moderne d’avoir decouwvert des chemins sans comparaison plus courts 
et plus faciles. On veut que pour causer plus d’amiration, Üs ayent cache 
leur Secret, quoiqu’en le revelant ils eussent cause une admiralion, du moins 
egale, et qwils eussent en meme temps infiniment avancd des Sciences utiles, 
on veut qwWils ayent eid tous egalement fidelles & garder ce secret, egalement 
jalouxs d’une gloire quw'ils pouwvoient changer contre une autre, egalement in- 
differents pour le bien public. 

Damit ist erwiesen, dafs auch Mal&özieus Lehrbuch sich auf Arnauld 
stützt und dafs Nicolas de Malezieus Unterrichtsmethode (M. Cantor 
erwähnt Malezieu in Bd. III S. 14—15 der „Vorlesungen über Geschichte 
der Mathematik“) im grofsen und ganzen die Antoine Arnaulds ist; 
zugleich giebt zitierte Stelle Aufschluls über die Entstehung der El&mens 
de Geometrie pour Monseigneur le Duc de Bourgogne. — 


Inhaltsübersicht der Nouveaux Elömens de Geometrie, 


Schon in der Rezension des Journal des Scavans haben wir in grofsen 
Zügen den Inhalt von Arnaulds Geometrie kennen gelernt; wir haben bei der 
Besprechung der für die Geschichte der Mathematik in Betracht kommenden 
Teile seiner Zogik viele der Gesichtspunkte kennen gelernt, welche Ar- 
nauld in seiner Geometrie verwertet hat; es erübrigt aber doch noch eine 
etwas ausführlichere Darstellung des Buches unter Hervorhebung inter- 
essanter Stellen, Wiedergabe originaler Beweise und die Konstatierung des 
Eigentumsrechtes Arnaulds an zahlreichen Lehrsätzen. Damit haben wir 
uns im folgenden zu beschäftigen. 

Arnaulds Noweaux Elemens de Geometrie sind eingeteilt in 15 Bücher. 
Dem I. Buche voraus gehen die Definitionen der Hilfsmittel des synthe- 
tischen Apparats, die Definitionen des Axioms, der Forderung (Demande), 
des Theorems, des Problems, des Lemma, Corollars, der Definition selbst; 
für Sätze mit zahlreichen Corollaren verwendet Arnauld die Bezeichnung: 
„Proposition fondamentale“. Arnauld fügt hinzu, dafs diese Dinge eigent- 
lich in die Logik gehören; wir haben dort schon z. B. besonders für das 
Axiom und die Definition die Begriffe kennen gelernt, welche Arnauld mit 
den aufgeführten Bezeichnungen zur Deckung bringt, Bei Pascal und Ar- 
nauld sind überhaupt Logik und Geometrie keine sehr streng geschiedenen 
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Wissensgebiete. Pascal hat einmal den Ausspruch gethan, Geometrie sei 
Logik, und Arnauld sagt in der Vorrede der Nowveaux Elemens: „On voit 
quil westoit pas fort difficlle a PAuteur de la Nowvelle Logique ou Art de 
penser, qui avoit vew quelque chose de cette Geometrie, de remarquer, comme 
ul a fait dans la IV. Partie, les defauts de la methode ®Euclide, et d’avan- 
cer qu’on powrroit digerer la Geometrie dans un meilleur ordre. Ü’estoit 
deviner les choses passees“ Mit dem letzten Satze weist er auf die- von 
ihm selbst gefundenen Lehrsätze hin. 

An diese Rekapitulation schliefst sich die. Erklärung der verwendeten 
mathematischen Operationszeichen an. Wir finden in der heutigen Bedeutung 
das Zeichen der Addition und Subtraktion, das Gleichheitszeichen; die arith- 
metische Proportion schreibt Arnauld 7-3::13-9, die geometrische 
6.2::12.4, die stetige --3.9.27. Durch Nebeneinanderstellung zweier 
kleiner lateinischer Buchstaben bezeichnet er sowohl das Produkt zweier 
Faktoren (grandeur plane), d. h. ein Rechteck der Höhe b und der Breite d, 
als auch eine Strecke, deren Endpunkte b und d genannt werden. 

Für die Rückverweise führt er, was wieder bezeichnend ist für 
seinen Sinn für Methodik, eine sorgfältige Nummerierung der einzelnen 
Aussprüche, seien es nun Axiome, Theoreme u. s. w. oder Definitionen und 
Beweise, durch. 

Das erste Buch behandelt getreu dem in der Logik festgestellten 
Grundsatze, die Gattung vor den Arten zu behandeln, die Gröfsen im all- 
gemeinen; es lehrt die vier Grundoperationen. Arnauld setzt gewisse ein- 
fachste natürliche Kenntnisse voraus; Zweck sei es für jede Wissenschaft, 
diese zu vertiefen und zu erweitern. Es wird also hier vorausgesetzt: 

1) Das Rechnen mit Zahlen. 

2) Das kommutative Prinzip. 

3) Der Begriff des Körpers, der Oberflüche (surface), indem man von 
einer Dimension absieht, und der Linie, wobei zwei Dimensionen unberück- 
sichtigt bleiben. 

4) Die Übertragung des Begriffs des Produkts auf den Inhalt be- 
grenzter Flächenstücke. 

5) Die Deutung von Gröfsen als Körper, Flächen und Strecken. 

An sechster Stelle wird die Wichtigkeit allgemeiner Gröfsenzeichen 
betont gegenüber speziellen Fällen, in welche noch deren spezifische Ab- 
hängigkeit einzugehen pflegt; es wird darauf aufmerksam gemacht, dafs die 
Identität der formalen Bezeichnung gewahrt werden muls. Unter Grölse 
im allgemeinen versteht Arnauld die geometrischen Gebilde, die Zahlen, 
die Zeit, Geschwindigkeit, kurz jede Quantität. 

Sodann wird der aliquote Teil (mesure) eines Ganzen definiert. 
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3 und 4 sind „aliquotes pareilles“ von 9 und 12, weil 9:3=12:4; 
„portion“ ist ein aliquoter oder nicht aliquoter Teil. 

Es folgen Axiome über Gleichheit und Ungleichheit, wie: 

Das Ganze ist größser als sein Teil. 

Das Ganze ist gleich der Summe seiner Teile. 

Sind zwei Gröfsen einer dritten gleich, sind sie unter sich gleich. 

- Gleiches um Gleiches vermehrt oder vermindert giebt Gleiches u. s. w. 

Die „aliquotes pareilles“ gleicher Grölsen sind gleich und umgekehrt. 

Als Schreibweise für das Quadrat giebt Arnauld in der ersten Aus- 
gabe von 1667 D? (b quarrd) oder 5? (b de deux dimensions) analog für 
den Cubus b° oder b°; in den späteren Ausgaben ist auch die Schreibweise 
der zweiten Potenz 45 und 52 erwähnt. 

Der inverse Charakter von Multiplikation und Division wird betont 
(la multiplication refait ce que la division avoit defait). 

„Grandeurs complexes“ heilsen bei Arnauld die Aggregate; dafür giebt 
er besondere Regeln hinsichtlich der Grundoperationen. 

„terme“ ist einer der Summanden des Aggregats. 

Der Klammern bedient sich Arnauld nicht. Die Zeichenänderungen 
bei der Subtraktion der „grandeurs complexes“ werden begrifflich klar gemacht. 

Bei der Multiplikation der Aggregate sind soviele Partialprodukte zu 
bilden, wie das Produkt der Zahl der Terme des einen Faktors in die ent- 
sprechende Anzahl des andern Faktors angiebt. Daran schliefsen sich die 
Vorzeichenregeln für die Multiplikation. Um sich klar zu machen, wie zwei 
negative Faktoren ein positives Produkt geben, verfährt Arnauld in den 
späteren Ausgaben seines Buches so. Er giebt dem einen Faktor den Vor- 
zug. Wir wollen ihn Multiplikator nennen. Ist der Multiplikator positiv, 
so ist die Multiplikation auf die Addition zurückzuführen; denn setzt man 
den zweiten Faktor sovielmal als Summand an, als der Multiplikator Ein- 
heiten hat, so bleibt, ob der zweite Faktor nun positiv oder negativ ist, 
das Zeichen nach den Regeln der Addition erhalten, z. B. 


3. 7=- +7 +T7T+T7T ode 3. (= (— N+(- +). 


Ist dagegen der bevorzugte Faktor, der Multiplikator, negativ, so ist die 
Multiplikation auf die Subtraktion zurückzuführen, z. B. 


a) a a 
Teenie) 


d. h. der zweite Faktor ist sovielmal (ob positiv oder negativ) als Subtra- 
hend anzusetzen, als der Multiplikator Einheiten enthält. Hier, z. B. für 


und 
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1:(— 3) = (—4):12, sei die Definition der Multiplikation: dafs die Ein- 
heit sich zum einen Faktor verhalten müsse, wie der andere zum Resultat 
der so definierten Operation, nicht gerechtfertigt. Durch diese Betrachtungen 
ist Arnauld zu der Ansicht gelangt, dafs die Proportion 1:—1I=—1:1 
nicht wirklich richtig sei; dies ist die Stelle in Arnanlds Buch, welche 
Leibniz im Streite mit Grandi unter Berufung auf Arnaulds Namen 
angeführt hat. M. Cantor erwähnt diese Thatsache Bd. III S. 367 seiner 
„Vorlesungen“, wir haben schon in der Einleitung zu vorliegender Arbeit 
darauf hingewiesen. 

Am Schlufs des I. Buches werden die Gleichungen ersten Grades ein- 
geführt. Die Seite der Gleichung heifst „membre d’equation“, Die Reduktion 
auf O0 wird gelehrt. Das Negative weniger als Null genannt. Einige 
einfache Textgleichungen mit mehreren Unbekannten, z. B. die alte Auf- 
gabe vom säckebeladenen Esel und der Eselin, eine Wechselaufgabe u. s. w. 
folgen. 

Das II. Buch beginnt in der ersten Ausgabe mit dem Begriff der 
Differenz (exees, difference) und des Verhältnisses (raison). Der erste Term 
bei einer Vergleichung zweier Gröfsen heilst „antecedent“, der andere „con- 
sequent“. Das Verhältnis (raison) zweier Gröfsen ist der Ausdruck dafür, 
wievielmal die zweite in der ersten enthalten ist. Das Verhältnis wird 
von Arnauld also als Quotient definiert. Es werden sodann zwei Arten 
von Verhältnissen unterschieden: 1) raison exacte oder raison de nombre & 
nombre ist ein Verhältnis, in welchem der Konsequent selbst aliquoter Teil 
oder ein aliquoter Teil des Konsequenten aliquoter Teil des Antecedenten 
ist. Solche Gröfsen, deren Verhältnis eine raison de nombre d nombre ist, 
heifsen kommensurabel,. Die zweite Art ist das Verhältnis zweier Grölsen, 
welche kein gemeinsames Mafs besitzen (Inkommensurablen); es heifst 
„raison sourde“. Es wird dann weiter unterschieden, und zwar: Raison de 
nombre ü nombre in raison d’egalitE (ein Bruch, dessen Wert 1 ist) und 
raison d’inegalite; letzteres wieder in raison de moindre indgalitd (echter 
Bruch) und raison de plus grande inegalitd (unechter Bruch). Es folgt die 
Definition der arithmetischen und geometrischen Proportion als Gleichheit 
zweier Differenzen bezw. Verhältnisse. Raison d’egalitE und egalite des 
raisons dürfen nicht verwechselt werden. Eine stetige arithmetische Pro- 
portion von mehr als drei Gliedern heifst „progression“. 

Eingehend behandelt Arnauld die geometrische Proportion. 

Die beiden äufseren Glieder inbezug auf die inneren heilsen reei- 
proques; alle Glieder proportionels. 

Für die Beweise seiner Sätze über Proportionen geht Arnauld von 
folgenden, von ihm natürliche genannten, einfachsten Proportionen aus: 
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(D A:A=B:B (alle raisons d’egalitd sind unter sich gleich), 
(m) B:3B= (0:3C, 
(IM) B:C=3B:30(, 
(IV) 3B:5B=30:5(, 
(V) 35B:30=5B:5(. 


Was von den Multiplen gilt, gilt auch vom aliquoten Teil; denn jede 
Gröfse ist Multiplum ihrer aliquoten Teile und selbst aliquoter Teil ihrer 
Multiplen. 

Arnaulds Hauptdefinition der Proportion lautet: Zwei Verhältnisse 
sollen gleich heifsen, wenn alle „aliquotes pareilles“ der beiden Antecedenten 
gleichvielmal in den beiden Consequenten enthalten sind: d.h. wenn es 


sich um die Proportion handelt b.ce::f.d und z= ;.,b ist, soll y so 
gewählt werden, dals y= „,f; dann sind zunächst x und y „aliquotes 


pareilles“ von b und f; also: 
D:RETSY 
D.f::90:%5 


wenn nun c:&—=d:y ist, hat man eine raison de nombre 4 nombre und 
es ist b.ce::f.d; diese Proportion gilt auch noch, wenn & zwar nicht 
restlos in e, aber y (und zwar dann auch nicht ohne Rest) ebensooft in d 
(auf)geht; dann hat man eine Gleichheit (Proportion) zweier raisons sourdes 
(irrationaler Verhältnisse). [Es heifst dies also soviel, um eine. moderne 
Ausdrucksweise zu brauchen, dafs der Exponent eines irrationalen Verhält- 
nisses eine Irrationalzahl, aber ein ganz bestimmter, einer und nur einer, 
ist.]| Arnauld fährt fort: Wenn man den zweiten Fall hat, also der Rest 
von x in den ersten Consequenten r heifsen möge, der von y in den zweiten 
Consequenten r’, so sind „aliguotes pareilles“ von x und % gleichoft in » 
und r’ enthalten, also: 

zır—yir; 
es sei die ursprüngliche Proportion 

b:c=f:9 
gleich der folgenden: 


58:82 -+r)=5y:(dy+r)); 


 _ 17 BE: Be 
"ende, yYad’y;') 


es sel nun 


1) Das hier in Druck erschienene d’x, d’y für einen Bruchteil von x, und 
zwar einen kleinen, aliquoten, erinnert lebhaft an das Differential dx, sollte dieses 
französische d’x Leibniz bei der Wahl seiner Bezeichnung vorgeschwebt sein? 


Besprechung von Arnaulds mathematischen Werken und deren Bedeutung. 253 
ich behaupte, dafs, wenn @’in »r 7mal + r, geht, auch y’ 7mal + r,’ in 
in r” gehen mufs; es wird die Proportion 


gır=yir 


102’: (72’+r,) = 10y’: (7y'’+r/), 
die erste Proportion lautet jetzt, da b= 508’ (da c=30x2.+r und 
r—=7x+r,, ao ce= 372’ + r,), 
502’: (8372’+r,) = 50’: (37 y’+r,); 
würde diese Proportion nicht gelten, so würde sie auch die Unrichtigkeit 
der als richtig vorausgesetzten 


Jetzt 


I EN 
zur Folge haben; also muls 
gsır=yır' 
sein. 
Für „raisons de nombre ü& nombre“ läfst sich der Beweis also positiv 


führen; für irrationale Verhältnisse dagegen nur apagogisch. 

"Es schliefsen sich hier bekannte Sätze über Proportionen an, z. B.: 

Die Summe oder Differenz der Antecedenten in einer Proportion verhält 
sich zur Summe bezw. Differenz der Consequenten wie ein Antecedent zu 
seinem Consequent. 

Eine Proportion bleibt bestehen, wenn man auf beiden Seiten die 
Summe oder Differenz eines Antecedenten und seines Consequenten ver- 
gleicht mit denselben Consequenten. Diese Operation heiflst in der ersten 
Auflage Componendo bezw. Dividendo. 

Der Hauptsatz über geometrische Proportionen: Das Produkt der 
äufseren Glieder ist gleich dem der innern, wird für die Gleichheit zweier 
„raisons sourdes“ besonders bewiesen unter Zurückgreifen auf die Definition 
der Proportion. 

Für die bei Proportionen möglichen Vertauschungen der Glieder giebt 
Arnauld folgende Tabelle: 


1). D: .9 | Prineipale, 


es3f 

2) f.g::b.e)Equiwvalente, 

3) e.b::g.f }Permutation, 

4) g.f::e.b)} Equivalente, 

5) b.f:rc.g}Alterne, 

6) e.g::b.f }Equivalente, 

7) f.b::g.c}Permutation de l’Alterne, 
8) g.e::f.b} Equivalente. 


Davon sind drei für den Geometer wichtig: 1), 3) und 5). 
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Buch III handelt vom zusammengesetzten Verhältnis (Des raisons com- 
posees). Arnauld versteht das Produkt von Verhältnissen darunter, Es 
werden hier viele Sätze, die man jetzt nicht mehr in Worten auszusprechen 
pflegt, erörtert und bewiesen, z. B.: 

Das Verhältnis einer Gröfse mehrerer Dimensionen zu einer homogenen 
Gröfse (von ebensoviel Dimensionen) ist zusammengesetzt aus den Verhält- 
nissen jeder Dimension der ersteren Gröfse zu der entsprechenden Dimension 
der anderen Gröfse. 

Wir heben folgende Sätze hervor: In einer stetigen Proportion ist das 
Verhältnis zweier Terme eine raison douplee, triplde u. s. w. des Verhältnisses 
zweier unmittelbar sich folgender Terme, je nachdem jene ersteren durch 
einen Term (d.h zwei Intervalle) oder zwei Terme getrennt sind, z..B. ist in 


\ [7 b? b_ 5b j ; b 
--4a.b.0, = =: — [raison douple von —)- 
c C RE - c 
Das Produkt zweier Gröfsen ist mittlere Proportionale zwischen ihren 
Quadraten. In einer geometrischen Progression verhalten sich die Cuben 
zweier sich unmittelbar folgender Glieder wie zwei Glieder, zwischen welchen 
drei Intervalle liegen. 


Beweis. Wenn 


=b.c.d.f, 
so ist 
09.00.2207, 
also 
bbf=cce und bbb:bibf=b:f, 
also 


bbb:cc=b:f. 


Auf diesem Wege ist man zur Würfelverdoppelung gelangt. Denn wenn 


der gegebene Würfel bbb ist, hat man f= 2b zu nehmen, wenn man nun 
zwischen b und f zwei mittlere Proportionalen einschiebt, so dafs ::b.c.d.f, 
so ist der Cubus der ersten mittleren Proportionale das Doppelte des 
Cubus von b. | 

Allgemein kann man genannten Satz so aussprechen: Die Cuben zweier 
beliebiger Glieder einer stetigen geometrischen Proportion verhalten sich 
wie zwei Glieder derselben Proportion, zwischen denen dreimal soviele Inter- 
valle liegen wie zwischen den beiden erstgenannten Gliedern. 

Aus den folgenden Sätzen möge noch der herausgegriffen werden, weil 
er für die Art des Aussprechens von Sätzen charakteristisch ist, die wir 
heute einfach mechanisch nach den Regeln der Multiplikation und Division 
in Anwendung zu bringen pflegen: 

Zwei gleiche „grandeurs planes“ (Produkte zweier Faktoren) sind 
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immer reciprok; d. h. die beiden Dimensionen der einen sind die äufseren 
Glieder einer Proportion, deren innere Glieder die Dimensionen der andern 
bilden (Dimension ist der eine Faktor des Produkts). 

Von zwei Verhältnissen heifst dasjenige grölser, welches der raison 
d’egalite (der Einheit) näher kommt. Hier hat Arnauld offenbar nur 
echte Brüche im Sinn. 

Zur Vergleichung der Verhältnisse hinsichtlich ihrer Gröfse lehrt Ar- 
nauld weiter das Verfahren auf gemeinsamen Nenner zu bringen. 

Damit schliefst in der Ausgabe von 1667 das III. Buch. 

Der Titel des IV. Buches lautet: Des Grandeurs Commensurables et 
Incommensurables. 

Inkommensurabel heilsen zwei Größsen, wenn sie sich nicht verhalten 
wie zwei Zahlen. Wenn zwei Grölsen inkommensurabel sind, dagegen ihre 
Quadrate oder Cuben kommensurabel, nennt Arnauld diese Grölsen „in- 
commensurables en elles mömes, en longeur“ oder „lineairement“, Die teiler- 
fremden Terme des reduzierten Bruches, durch welchen ein Verhältnis 
(raison de nombre d nombre) gemessen wird, heifsen „Exposans de cette 
raison“. Hier betont Arnauld nochmals den Unterschied bei der Stellung 
von Ziffern und Buchstaben. Erstere sind nebeneinander gestellt addiert, 
letztere multipliziert. 

Man darf bei Ziffern die Reihenfolge nicht ändern; im Produkt der 
Buchstaben ist sie gleichgültig. 

Durch zwei nebenetnandergestellte gleiche Buchstaben wird eine Quadrat-, 
durch drei eine Cubikzahl bezeichnet. Überhaupt stellt jede Nebeneinander- 
stellung von Buchstaben, welche genau in zwei gleiche Hälften zerlegt werden 
können, eine Quadratzahl dar, z. B. bbeedd, die Wurzel derselben ist bed. 
Daraus folgt ohne Beweis, dafs das Produkt zweier Quadratzahlen wieder 
eine Quadratzahl ist, ebenso für Cubikzahlen. 

Um eine Grölse zum Zweck der Vergleichung mit einer andern auf 
ebensoviele Dimensionen zu bringen, fügt Arnauld eins, zwei u. s. w. i 
hinzu, einen Buchstaben, den er zur Bezeichnung der reellen Einheit re- 
serviert. Zwei Gröfsen, die, beide zum Quadrat erhoben, sich verhalten 
wie zwei Zahlen, die nicht Quadratzahlen sind, stehen in keiner raison de 
nombre & nombre (unter nombre wird immer eine rationale Zahl verstanden), 
ferner: Zwei Grölsen, deren raison douplee oder triplde (d.h. das Verhältnis 
ihrer Quadrate oder Cuben) wicht gleich ist einem Verhältnis, dessen Ex- 
posans beide Quadrat- oder Cubikzahlen sind, stehen in keiner raison de 
nombre & nombre; umsomehr verhalten sich Gröfsen nicht wie (rationale) 
Zahlen, wenn schon ihre Quadrate oder Cuben sich nicht verhalten wie 
(rationale) Zahlen. Zwei Grölsen dieser Art heilsen inkommensurabel. 
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Wenn drei Grölsen in stetiger Proportion stehen und die erste und dritte 
nach vollzogener Reduktion nicht wie zwei Quadratzahlen sich verhalten, 
so ist die erste und zweite und die zweite und dritte Gröfse linear in- 
kommensurabel; ihre Quadrate dagegen kommensurabel. 

Beweis. Das Verhältnis der ersten zur dritten ist zusammengesetzt 
aus den Verhältnissen der ersten zur zweiten und der zweiten zur dritten. 
Da diese beiden letzteren Verhältnisse aber gleich sind, so können sie keine 
raisons de nombre d nombre sein, wenn ihre Multiplikation nicht das Ver- 
hältnis zweier Quadratzahlen ergiebt; es sind also raisons sowrdes. Zwei 
Grölsen sind inkommensurabel oder bilden eine raison souwrde, ist aber 
gleichbedeutend, 

In Zeichen: 


=-k.i.m 
k.m::3.4 
Ik kI I 
=. — md ———, 
m I m m 
k k 1 j i : ’ 
da ——=—: ——}3 ist, so kann r und a nicht das Verhältnis zweier 
m I m ei I m 
2 ; % k : 
(rationaler) Zahlen sein; dagegen gy-—— 2, also k? und /? kommen- 


surabel. 

Wenn das Verhältnis der ersten zur dritten Grölse sich nicht durch 
zwei (rationale) Zahlen darstellen läfst, ‚so ist die zweite und dritte, und 
die erste und zweite linear und quadratisch inkommensurabel. 

Wenn vier stetig proportionale Gröfsen gegeben sind und die erste 
zur vierten sich verhält wie eine Cubikzahl zu einer anderen Cubikzahl, so 
verhält sich die erste zur zweiten wie die erstere Cubikzahl zur Wurzel 
aus der zweiten >< dem Quadrat der Wurzel der ersteren Cubikzahl, und 
die dritte Grölse zur vierten wie das Produkt der Wurzel der ersteren 
Cubikzahl in das Quadrat der Wurzel der zweiten ÖOubikzahl zur zweiten 
Cubikzahl. 


=b.c <f 
8 
en 
also =b.e .d .f 
a, 


TREU. CEY.YYR. YYyY. 

Wenn die erste und vierte sich nicht wie zwei Cubikzahlen verhalten, 
so ist die erste und zweite, die zweite und dritte, sowie die dritte und 
vierte linear [und quadratisch] inkommensurabel, und erst deren Cuben sind 
kommensurabel. 
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Denn wenn 
k.i.m.n und k.n::B3.4, 


so ist 
k &k 1 m 
n Im nn 
k 1 Mm. i . . enu.: . 
und da Dee ER kann keines dieser drei Verhältnisse rational 
; k® 48 m? k ; d: STB 
sein. Dggn en ==, rational. Wenn endlich das Verhältnis 


der ersten zur vierten Grölse eine raison sowrde ist, so sind die Verhältnisse 
der zweiten zur dritten, der ersten zur zweiten und der dritten zur vierten 
irrational; linear und cubisch inkommensurabel jene Gröfsen selbst. Wenn 
zwei quadratische Gröfsen sich nicht verhalten wie zwei rationale Zahlen 
oder wenigstens nicht wie zwei Quadratzahlen, so sind ihre Wurzeln in- 
kommensurabel. 

Wenn drei Gröfsen eine stetige Proportion bilden und die gröfste der 
Summe der beiden andern gleich ist, so sind sie absolut inkommensurabel. 


Eines der Glieder ist, wenn die drei Grölsen sich wie Zahlen ver- 
halten würden, nach möglichster Reduktion jedenfalls ungerade, die beiden 
andern gerade, oder beide ungerade. Die auferlegte Bedingung schlielst 
also aus, dafs die drei Gröfsen, zu je zwei ein Verhältnis bildend, sich wie 
(rationale) Zahlen verhalten können. 

Den letzten Abschnitt des vierten Buches bilden Sätze über Quadrat- 
zahlen, welche die Summe zweier Quadratzahlen sind, also die Konstruktion 
rationaler rechtwinkliger Dreiecke ermöglichen. 


Arnauld giebt in der ersten Auflage folgende Regel: Die gröfsere 
Hälfte einer ungeraden Quadratzahl ist die Wurzel eines Quadrats, welches 
gleich der Summe zweier Quadrate ist, 

Beweis: (+1? =b5?+ 25 + 1 ist jedenfalls dann Summe zweier 
Quadrate, wenn 2b--1 Quadratzahl ist; seiner Form nach ist aber 25 +1 


ungerade; 5b + 1 nennt Arnauld gröfsere Hälfte von 2b +1. 


Arnauld giebt zur Berechnung rationaler rechtwinkliger Dreiecke 
folgende Tabelle bei, deren erste Kolonne eine arithmetische Progression 
der Differenz 4 enthält; die zweite Kolonne füllen die Triangularzahlen 
der ersteren; in der dritten stehen dieselben Triangularzablen je um Eins 
vermehrt. 

Die vierte Kolonne bringt die natürlichen ungeraden Zahlen, beginnend 
mit 3; die fünfte die Quadrate der Zahlen der vierten, die sechste die 
Quadrate der Zahlen der zweiten; die siebente Kolonne endlich die Quadrate 
der Zahlen der dritten; also: 

Abh, z. Gesch. d. math, Wissensch, XIV. 17 
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al al 5|I3| 9 16 25 
si ı2| 13 | 235| 14| 16 
12 24 | 25 | 7 49 576 | 625 
16 | 40 | 41 | 9 | 81 | 1600 | 1681 
20! 60 | 61 ! 11 | 121 | 3600 | 3721 


24 | 84 | 85 | 13 | 169 | 7056 | 7225 
| 


28 | 112 | 113 | 15 | 225 | 12544 | 12769 
32 | 144 | 145 | 17 | 289 | 20736 | 21025 
36 ! 180 | 181 | 19 | 361 | 32400 | 32761 


40 220 | 221 | 21 | 441 | 48400 | 48841 


Die Zahlen in der fünften Kolonne sind die Summe der entsprechenden 
in -der zweiten und dritten; die der siebenten die Summe der entsprechenden 
in der fünften und sechsten Kolonne. 

In der ersten Ausgabe folgt noch ein Kapitel „De la Proportion entre 
les aliquotes de la meme grandeur“, in welchem die Verhältnisse von Quo- 
tienten zu Quotienten besprochen werden. 

Hier werden die geometrischen Reihen 

Ititte 

street 

1-14. ws w. 
ins Unendliche fortgesetzt und ihre Summen zu 1, #, 3 u. s. w. bestimmt. 
Zum Beweise trägt Arnauld bz== ibz von einem festen Anfangspunkt 
aus auf einer Geraden ab, ferner trägt er be = 4bz auf; dann verhält sich 


bz:be=t:1—4, also ist ex —= !be, man hat also cx in 4 gleiche 
4 3» ) ’ 


bi) 
Teile zu teilen und drei zu behalten, um %Dbz zu bekommen, da cx—= },bz 


b j g 


— 


€ dfx 


Fig, 2. 


ist, also 2cx —= &bz —= Lbz; nun heilse $cz cd; dann ist de = ;ca 


ein Drittel von cd; fährt man so fort, teilt entsprechend dx in vier gleiche 
Teile, sodafs ?dx—=df, so ist zunächst df—= de —=4ed=7 -4be= „br; 
um das nächste Glied der geometrischen Reihe zu erhalten, hätte man fx 
in vier gleiche Teile zu teilen und fy = #fx ergäbe das Glied z,5z der 
Reihe. Man sieht, dafs die Werte be, bd, bf, bg u. s. w. (die Partial- 
summen) alle unter 5x bleiben und erst nach „subdivisions infinies“ die 
Stelle x erreichen. Mit dieser Kenntnis wird sich Arnauld genau des 
Sophismas bewufst, welches der sogenannte Achilles des Zeno enthält. Denn 
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wenn die Schildkröte eine Meile Vorsprung hat und Achill zehnmal so 
schnell läuft, so beträgt die Summe der Strecken, welche die Schildkröte 


R L D r f * en 1 4 i De I “ 0 x . B 10 
macht, + (einer Meile) = + „5 + ni; fin inf. und Achill wird 5 
1 


4 kriecht, also wird Achill sie am Ende des ; 


der zweiten Meile einholen. Eine verwandte Aufgabe schlielst Arnauld 


zurücklegen, während jene 


an: Wenn eine Uhr Stunden- und Minutenzeiger hat, alle Punkte zu be- 
zeichnen, wo die beiden sich begegnen. 

Er (Arnauld) giebt die Lösung 1+ 1, 2+5,3+5% usw. bis 
1 +4 = 12. 

Wir sind bisher der ersten Ausgabe gefolgt. In den späteren sind 
die Bücher IL, III, [IV ziemlich umgearbeitet und etwas vermehrt. An der 
Spitze des II. Buches sagt Arnauld dort: Nichts sei in der Geometrie 
bisher schlechter behandelt worden als die Proportionen. Wirklich waren 
ja im Munde der Zeit die Proportionen der zweite Fleck neben der Pa- 
rallelenlehre, welche den schönen Leib der Geometrie entstellten. Auch er 
(Arnauld) sei von dem, was er in der ersten Auflage seines Buches zum 
Druck gegeben, nie so ganz befriedigt gewesen. Unterdessen habe ihm ein 
flamländischer Edelmann Mons. de Nonancourt eine Abhandlung zu lesen 
gegeben, deren Urheber jener sei: Euclides logisticus sive de ratione Enuclidea; 
diese habe ihm so gefallen, dafs er manches davon in sein Buch übernommen 
habe. Nicht alle Leute waren der Ansicht, dafs die späteren Zusätze vor- 
teilhaft waren, uud auch wir müssen, nachdem wir beide Versionen kennen 
gelernt haben, der ursprünglichen Klarheit der ersten Ausgabe den Vorzug 
geben. Hervorheben wollen wir aus den späteren Fassungen nur den Beweis 
für die Gleichheit zweier Verhältnisse unter der notwendigen und hin- 
reichenden Bedingung, dals alle aliquotes pareilles der Antecedenten gleich 
oft in den Consequenten enthalten sind. Er lautet: Wären die beiden 
Verhältnisse unter obiger Bedingung auch nur um eines Haares Breite 


ungleich, so könnte man im Nenner des grölseren 7, eine Grölse Z ad- 


F 
- 


dieren, welche die Gleichheit mit z herstellen würde. Dann könnte man 
den aliquoten Teil X von B so wählen, dafs er in Z enthalten wäre, und 
dann wäre X in Ü mindestens einmal mehr enthalten wie der „aliquote 
pareille“ Y von F in @. Damit ist die Annahme der Ungleichheit der 
beiden Verhältnisse unter erfüllter obiger Bedingung ad absurdum geführt. 

In den späteren Auflagen sind die Sätze über Quadratzahlen vermehrt. 

Zuerst wird der Satz (bb—ce)=(b+.c)(b—e) in Worten aus- 
gesprochen, 

Hieran schliefst sich die Aufgabe, die Quadrate zu finden, welche eine 
gegebene Differenz A besitzen. 
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Lösung: Der Quotient aus % und einem beliebigen seiner Teiler sei 


h ? 5 
g= 7; nimmt man als Wurzel der einen Quadratzahl 3d-+3g, als 


Wurzel der andern 4 — #g, so genügt die Differenz der Quadrate dieser 
Werte der Aufgabe, 

Speziell kann man als Teiler d auch die Einheit benützen. 

II. Aufgabe: Alle Zahlen zu bestimmen, deren Quadrat Summe zweier 
Quadrate ist. 

Lösung: Jede Zahl, welche selbst Summe zweier (verschiedener) 
Quadratzahlen ist, hat die Eigenschaft, dafs ihr Quadrat Summe zweier 
Quadrate ist. 

Beweis. Es sei bb + cc eine solche Zahl, dann ist 


(dbb+ co" —=b! + ct + 2bbcc 

(bb — cc)? = b! + et — 2bbce, 

(bb+ cc)? = 4Abbce + (bb — ce)’; 
hier ist aber 4bbce sicher Quadratzahl, weil sie sich in genau zwei gleiche 
Faktoren 2be zerspalten läfst. 


I. Corollar: Im speziellen kann cce=1 sein; also jede Quadratzahl 
+1 hat die Eigenschaft, dafs ihr Quadrat Summe zweier Quadrate ist; 


also 


die Wurzel des einen dieser Summanden ist die ursprüngliche Quadratzahl 
— 1, die des andern die doppelte Wurzel der ursprünglichen Quadratzahl. 


(db +1)’ = 4bb + (bb — 1)}. 
IL, Corollar: Das Quadrat der grölseren Hälfte einer ungeraden Quadrat- 
zahl ist die Summe zweier Quadrate. 


+1’ =n+2n +1 
und (#1)? ist Summe zweier Quadrate, wenn 2» + 1 = hh ist. 

Es könnte nun jemand den Einwand machen, es könnte aufser den 
Zahlen, welche Summe zweier Quadrate sind, noch andere geben, welche 
die verlangte Eigenschaft besitzen. Arnauld sagt: Ich leugne die Folge. 
Dann mülste es unter den gröfseren Hälften ungerader Quadratzahlen auch 
solche geben, welche nicht Summe zweier Quadrate sind. 

Diesen Nachweis, dals wirklich alle grölseren Hälften ungerader Quadrat- 
zahlen Summe zweier Quadrate sind, kann man aber so führen: 

Eine jede ungerade Quadratzahl (2#« +1)? hat die Form 2» +1, also: 


2 +1= Ra +1) = Ka+1)— a” + 4a(a+1) 
1 +4a(a-+1) 


[2 


2a(a+1), 
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also 


at+1=2ala +) +H1=2a +2 +1, 


»t+1l=a®+(® +2 +1)=o’+(a+1). 
Die grölsere Hälfte der ungeraden Quadratzahl läfßst sich also dar- 


endlich 


stellen als Summe der Quadrate. der grölseren und der kleineren Hälften 
der Wurzel der ungeraden Quadratzahl. 

III. Corollar: Das Doppelte einer Zahl, welche Summe zweier Quadrat- 
zahlen ist, ist ebenfalls Summe zweier Quadratzahlen; nämlich des Quadrats 
der Summe der Wurzeln der beiden Componenten der ursprünglichen und 
des Quadrats der Differenz jener Wurzeln. 


2 +e)=2bb + 2c=(b+0+ (b— eo). 
IV. Corollar: Dasselbe gilt für die Hälfte 
100 +00) = 106 + 4eo— Ab+ 40 + 40-10) 

Hieran schlielsen sich Probleme zur Auffindung von Zahlen, welche in 
bestimmter Ordnung aufeinanderfolgen. 

1) Wird die Summe einer arithmetischen Progression bestimmt, wenn 
man den ersten und letzten Term und die Anzahl der Terme kennt, 

2) Wird die Summe einer geometrischen Progression bestimmt. 

Im II. Problem behandelt Arnauld die Triangular- und Pyramidal- 


zahlen. 
Wir finden eine Tafel derselben in Gestalt eines Rechtecks: 


ılılılı iE zn 1| il ıl a  ı 
EAER EIN ste ste se 

ı|3| e 15 21| 28| 36) 45| 55 
EBESESEIESESETEENTIETENE 

ı | 5 |ı5 35 | 70 j126 j210 330 a9 [715 | | 
|. u a ER ER U Ri 


Es handelt sich darum, die Summe beliebig vieler Terme eines Bandes 
(einer Zeile) zu finden: Ex definitione ist es dasselbe, z. B. die Summe der 
10 ersten Triangularzahlen oder die zehnte Pyramidalzahl anzugeben. Um 


10-11 - 12 
BE re ur Arnauld sagt, dafs 


er die Regel hierfür von einem sehr geschickten Manne habe (que je tiens 
d’un fort habile homme). Damit ist wieder Pascal gemeint; denn 
Pascal hat dieselbe gefunden; sie wurde nach Pascals Tod im „Triangle 


dieselben zu finden, hat man den Ansatz 
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arithmetique“ Pascals im Jahre 1665 publiziert. Wir können hierfür auf 
M. Cantors „Vorlesungen“ Ba. II S. 751 verweisen, Wir brauchen im 
folgenden die von M. Cantor angewendete Schreibweise. 

Allgemein heilst die von Arnauld gegebene Regel für die Berechnung 
von (r)x (Kte Zelle der rten Zeile): 


2 K(K + E+ N. (B+r—2 
(> 


1:2.8- To) i 


während die Vorschrift im Zriangle arithmetigue lautet: 


(r) m nz 
12: a I.8, AK 


Die Verschiedenheit der beiden Vorschriften ist erklärt durch das (Gesetz 
(r)% Zi (),: 
Als ersten Satz über Triangularzahlen‘ giebt er in obiger Bezeich- 
nungsweise: 2 N 4 
3) + (Si > (2x), 


nach Arnaulds Regel ist: 


K nn + KEhE 
(3), = . und (3),_, =; 
folglich: rein Be 
(3); 2 (3) nn EZ AND RE 2 t £ ur 2 } 
also: 


(Fr +} B)._ı a 
in (r), wird fr r=3 ja (r—1), = (2); 
(2), =K, also: DR 
Dt. 
Die zweite Eigenschaft dieser Zahlreihen 
(x is Nx-ı se (r = 1)z 
wird ex definitione a 


und hier wird speziell 


K—1 
(= Ir —1), md vr, , = = —1),, 
(r)r u N._ı = (r —= 1). 

Eine dritte Eigenschaft besteht darin, fährt Arnauld fort, dals in 
obiger Reihe der natürlichen Zahlen jede ungerade Quadratzahl — 1, die 
durch 8 teilbar ist, 8 sovielmal enthält, als die kleinere Hälfte der Wurzel 
jener Quadratzahl durch ihre Triangularzahl Einheiten angiebt; mit der 


(2 — 1 
"ER, 


vorher angewendeten Bezeichnung. —— — (3),, wenn K die Form 


hat 22741 [da (2), = K und (2), =4 ist], 


also: 
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Der erste Satz über die Triangularzahlen (so genannt bei Arnauld, 
sonst gewöhnlich Triagonalzahlen) wird benützt, um die Summe der m ersten 
Quadrate abzuleiten. Diese mufs die entsprechenden Triangularzahlen je 
zweimal enthalten, aufser der letzten, welche sie nur einmal enthält. So 
ergiebt sich aus der allgemeinen Regel für die Bildung der mten Pyramidal- 
zahl, welche die Summe der m ersten Triangularzahlen darstellt: 


2 2 DE RER I a mm). 
?+-2°?+3°’ + m’ — 2 Bear] As 


Dies läflst sich schreiben: 


mim 4-1) T2 im + 2) 
Bee ni], 
am 2 


3 ist aber gleich: 


am 1 u Io 
mi und die Summe 


folglieh der Ausdruck in der eckigen Klammer 


der m ersten Quadrate: 


2 92 92 Be. mm t+Yy)2m +1) 
+2 43° +:-.m ll 


Um aus der Summe der ersten m natürlichen Zahlen die der ersten 


mim + 1) 
ne 


m Quadrate abzuleiten, hat man die erstere mit dem Faktor 


2m +1 
3 


zu multiplizieren. Auch die Ableitung der Summe der ersten 


m Cuben wird von Arnauld mit Hilfe seiner Tafel gelehrt. 
Es ist: 
ve + dd 


_ (3)%_ = (2, 
OR 7 ER IOR zu 8)e_ı] (2), 
= [EIPR a LORENZ a [CR 


Mit Hilfe dieser Relation bestimmt Arnauld durch successive Substitution 
der Cuben die Summe der ersten m Guben. 


(3) [(2))° + [B)scıh 
(m- ı" = (2). ı) + (Hu A 
an e) = [()n- ‚) + m . 


also 


1) P — KOM x TON 
os —= [(2),? + [&)°; 
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oder, da allgemein [(2),]’ = K®? ist, aufsteigend: 
EHP+S Hm tel, 
[in der gebräuchlicheren Form 4m?’(m + 1)?]; hieraus folgt: 
+23? 43° +... mM=[1+2+3-..m][]1 +2 +3--- m]. 


Arnauld giebt das spezielle Beispiel m = 6, die Triangularzahl von 
m schreibt er m, also: 
Ri i 53 er 43 33 =) ei 1 


“u, 98 — oc 


Um die Triangularzahl einer beliebigen Zahl zu finden, giebt Arnauld 
folgende Regeln: 1) wenn die natürliche Zahl ungerade ist, multipliziere 
man sie mit ihrer grölseren Hälfte; wenn sie also die Form hat (?2#» +1), 
so ist: 


I Ä 
m Hi=- anti) +)-FrrrnEN, 


2) für eine gerade nehme man die Hälfte und multipliziere damit die ur- 
sprüngliche, zu der man 1 addiert hat, d. h. 

In— nn +1)= nen Ed) 
im Einklang mit der allgemeinen Regel. 

Wir kehren zur ersten Ausgabe von 1667 zurück. Mit dem V. Buche 
beginnt die eigentliche Elementargeometrie; wie schon die ersten Worte 
anzeigen: „Nous avons parle jusque icy de la grandeur en general. Il faut 
maintenant descendre & ses especes“. Jede Gröfse ist entweder continüe 
(stetig) wie Zeit, Bewegung, Raum, oder unstetig wie die Zahl. Letztere 
Auffassung ist insofern bei Arnauld konsequent, weil er unter den Zahlen 
nur rationale versteht, die ja kein Continuum bilden. 

Das Kontinuierliche ist entweder ein aufeinander Folgendes (successive) 
oder ein nebefieinander Beharrendes (permanente), wie der Raum. Durch 
Abstraktion gelangt man zu Gebilden von weniger als drei Dimensionen. 
Man gelangt zu den swrfaces, diese unterscheiden sich in. surfaces courbes 
und surfaces plates = plans (Ebenen). Man gelangt weiter zu den lignes 
courbes und lignes droite. Der Punkt wird als Grenze der Geraden defi- 
niert; er ist unteilbar (indivisible). Ebenso ist die Linie Grenze der Fläche, 
und die Fläche Grenze des Körpers. 

Der Begriff der Ebene und der Geraden erscheint Arnauld als durch 
natürliche Anschauung gewonnen so einfach, dals man ihn nur verdunkeln 
würde, wollte man eine Definition geben; man braucht sich dafür nur auf 
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das normale Bewufstsein zu berufen. („Nous n’avons point defini la ligne 
droite, parce que Videe en est tres claire d’elle m&me, el que tous les hommes 
congoivent la meöme chose par ce mot“) Man kann aber gewisse Eigen- 
schaften, welche in jener Anschauurg enthalten sind, erklärend anführen, 
z. B. Archimeds Axiom, dafs die Gerade die kürzeste Entfernung zweier 
Punkte sei. Als IL. Axiom wird die Bestimmtheit einer und nur einer 
Geraden durch zwei Punkte angeführt. Als Axiom III bedinge die Ein- 
fachheit der geraden Linie ihre unendliche Verlängerbarkeit. 

Im Axiom IV wird festgestellt, dafs zwei Gerade ganz zusammenfallen, 
wenn sie eine Strecke gemein haben. 

Axiom V: Zwei Gerade schneiden sich in einem und nur einem Punkte. 

Das VI. Axiom fällt seinem Inhalt nach mit der berüchtigten fünften 
Forderung Euklids zusammen: „Deux lignes droites qui estant prolongees vers 
un meöme coste s’approchent peu A peu se couperont 4 la fin“ Arnauld 
fügt hinzu: „Euclide prend cette proposition pour un prineipe et avec raison: 
car elle a assez de clartdE pour s’en contenter et ce seroit perdre de temps 
inutilement que de se rompre la tele pour la prowver par un long circuit.“ 
Die Nutzlosigkeit der Boweisversuche hat also Arnauld klar durchschant, 
aber von der Geltung der Forderung ist er überzeugt. 

Im zweiten Abschnitt dieses Buches wird die Entstehung der Kreislinie 
durch Drehung (Bewegung) einer Strecke um den einen festen Endpunkt 
definiert. 

Daraus fliefst sofort die Eigenschaft eines Kreises von einer „entiere 
uniformite“ (von einer vollständigen Gleichförmigkeit, d. h. von überall 
gleicher Krümmung zu sein), woraus viele Eigenschaften des Kreises ohne 
weiteres folgen, z. B. Bogen über gleich langen Sehnen desselben Kreises 
sind gleich. 

Der dritte Abschnitt handelt von den Senkrechten. Wenn eine Gerade 
eine andere so schneidet, dafs sie gegen die eine Seite der zweiten (inbezug 
auf den Schnittpunkt) sich nicht mehr neigt als gegen deren andere Seite, 
so sollen die zwei Geraden senkrecht zu einander heilsen (perpendieulaires 
Vune d lautre). 

Man darf Neigung (obliqwitd) nicht mit Krümmung (cwrvite) ver- 
wechseln, erstere hängt von der Lage, letztere von der Natur der Linie ab. 

ine genauere Definition der Senkrechten, welche hier wiederholt wird, 
haben wir schon in Arnaulds Logik kennen gelernt, Nämlich: wo zwei 
Punkte einer Geraden von zwei festen Punkten einer zweiten Geraden je 
gleichen Abstand besitzen, haben alle Punkte der ersteren diese Eigenschaft. 
Er legt grofses Gewicht auf diese Definition, da sie einen wesentlichen 
Bestandteil bilde für die natürliche Ordnung der Sätze; denn ohne dieselbe 
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mülste man Winkel beiziehen, und diese werden als flächenhafte Gebilde 
erst viel später eingeführt. 

Alle Geometer sind von der Evidenz dieses Satzes überzeugt. Die 
Bestimmtheit einer Geraden durch zwei ihrer Punkte ist für Arnauld 
aulser jedem Zweifel; wollte man zum Beweise jenes Satzes Dreiecke heran- 
zıehen, so würde man die Eigenschaften von Linien durch kompliziertere 
flächenhafte Gebilde zu beweisen suchen, was wieder ein grober Verstofs 
gegen einen natürlichen Aufbau wäre: „Soit done de justice ow de grace, 
nous demandons qwon nous accorde cette proposition, qui donne un moyen 
tres facile de demonstrer les Problemes swivans sans se servir des triangles 
comme fait Ewelide“ 

Es folgen die Aufgaben: 

1) Von einem Punkte aufserhalb auf eine Gerade ein Perpendikel 

zu fällen. 

2) in einem Punkte einer Geraden eine Senkrechte auf derselben zu 

errichten, 

3) eine gegebene Strecke zu hälften, 
die alle mit Hilfe von Kreisbogen gelöst werden. 

I. Theorem: Die Senkrechte ist die kürzeste von allen Geraden, die 
von einem Punkte nach einer Geraden hin gezogen werden können. 

II. Theorem: Aus einem Punkte kann man nur ein Lot auf eine Gerade 
fällen und in einem Punkte einer Geraden nur eine Senkrechte auf ihr er- 
richten. 

Das I. Theorem wird durch Verlängerung der Senkrechten aus dem 
gegebenen Punkte um sich selbst nach der andern Seite der Geraden unter 
Zuhilfenahme einer beliebigen schiefen Transversalstrecke nach der gegebenen 
Geraden hin und Verbindung des Schnittpunktes mit dem andern Endpunkt 
der Senkrechten auf Grund des Archimedischen Prinzips bewiesen. Der 
Beweis des zweiten Satzes ist indirekt. 

Die Senkrechte ist also das natürliche Mafs des Abstandes eines Punktes 
von einer Geraden. Aus dem zweiten Theorem wird die Folgerung ge- 
zogen, dafs zwei Gerade, welche auf derselben Geraden senkrecht sind, 
keinen Punkt gemein haben können, da es sonst einen Punkt geben würde, 
von dem sich zwei Senkrechte auf eine Gerade fällen lielsen, 

Zieht man von einem Punkte aufserhalb eine beliebige Schnittgerade 
(oblique) gegen eine andere Gerade, so füllt das aus jenem Punkte herab- 
gelassene Lot auf die Seite der zweiten Geraden, gegen welche die schiefe 
Schnittgerade (obligque — inbezug auf deren Schnittpunkt) geneigt ist. 
Andernfalls wäre die Senkrechte und das Lot nicht mehr identisch, sondern 
dieses a fortiori oblique. 
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II. Theorem: Die unbegrenzte Senkrechte, welche den Abstand zweier 
Punkte halbiert, ist der Ort aller Punkte der Ebene, welche von jenen 
beiden Punkten gleiche Abstände besitzen. 

Der vierte Abschnitt ist überschrieben: „Des lignes droittes obliques“. 

Unter oblique versteht Arnauld jede Gerade, welche eine andere 
schneidet, aufser der senkrechten. 

Um ohne Hilfe von Winkeln die Länge einer oblique zu beurteilen, 
d.h. die Strecke zwischen dem Punkte, den sie mit der Senkrechten gemein 
hat, und ihrem Schnittpunkt mit der Geraden, gegen welche sie „oblique“ 
ist, nennt Arnauld 1) jene Länge „oblique“ ‚schlechthin (d. h. die Hypotenuse 
unseres entstehenden rechtwinkligen Dreiecks); 

2) die Kathete, welche mit der geschnittenen Geraden zusammenfällt: 
„Gloignement du perpendicule“, die andere Kathete heifst „perpendiculaire“. 

Nun heifst sein Satz (in moderner Aussprache): Die „obligues“ eines 
Büschels, welcher eine gegebene Gerade aus einem Punkte projiziert, sind 
um so länger, je grölser das „eloignement du perpendicule“ 1st. 

Auch dieser Satz wird mit Hilfe eines gebrochenen Linienzugs nach 
dem Archimedischen Axiom bewiesen, indem die Senkrechte um sich selbst 
verlängert wird. 

Sieht man aber die geschnittene (projizierte Gerade) als Senkrechte 
an (d. h. dreht man die Figur um 90°), so ergiebt sich, dafs unter den 
obliqwes, die durch einen Punkt einer Geraden hindurchgehen, diejenige die 
längste ist, welche die grölste „perpendiculaire“ besitzt. 

Die Kongruenzsätze am rechtwinkligen Dreieck: 

Die Gleichheit 1) der Hypotenusen und einer Kathete; 

2) der beiden Katheten 
bedingen die Gleichheit der dritten Seite, werden so ausgesprochen: „Des 
trois lignes que nous avons dit se devoir considerer dans les lignes obliqwes: 
la perpendiculaire, lPeloignement du perpendicule, et loblique meme, deux ne 
peuvent estre egales que la troisiöme ne le soil aussy.“ Die Beweise werden 
aber nicht durch „zur Deckung bringen“ geführt. Arnauld nennt dies 
„une preuve grossiere et materielle“. 

Als Corollar: Es ist unmöglich, dafs ein Punkt von drei Punkten 
einer Geraden gleichen Abstand besitze. 

Es werden weiter die Fälle untersucht, wenn nur Gleichheit in einem 
Bestimmungsstücke herrscht. 

Als letztes Theorem dieses Buches erscheint mit den Bezeichnungen 
obliques u. s. w. der Satz, dafs in kongruenten schiefwinkligen Dreiecken 
die Höhen gleich sind. 


Es ist Arnauld also gelungen, mit Hilfe der Axiome und gewählten 
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Bezeichnungen diese Sätze ohne Hilfe von Winkeln und Dreiecken, die bei 
ihm immer als begrenztes Stück einer Ebene gelten, wie wir vorgreifend 
bemerken („On appelle figure dans ces elemens de Geometrie une surface 
platte terminde de tous costez“ Anfang von Buch XII) abzuleiten, aus- 
zusprechen und zu beweisen. 

Buch VI ist den Parallelen gewidmet: Des lignes parallele. Die 
Parallelen können auf zwei Arten definiert werden. 1) negativ: Es sind 
Gerade (dafs sie in einer Ebene liegen, wurde schon im V. Buche voraus- 
gesetzt: „Lors que Von compare plusieurs lignes ensemble, on les suppose 
toujours dans ces elemens comme estant posces, ou deerites sur un meme 
plan c'est & dire sur une meme superficie plate“, und dadurch Arnaulds 
Nouveaux Eledmens als Planimetrie gekennzeichnet), die bis ins Unendliche 
verlängert sich nie schneiden; 2) positiv: Parallel heifsen Gerade, die 
überall denselben Abstand besitzen. Die erste Definition, die negative, nennt 
Arnauld eine notwendige Folge der positiven. Dafs die positive Definition 
die unendliche Verlängerbarkeit involviert, wird von Arnauld ausdrücklich 
hervorgehoben. 

Die drei Fundamentalsätze über Parallelen lauten: 

1) Wenn zwei Gerade durch eine dritte geschnitten werden, welche 
auf beiden zugleich senkrecht ist, so sind alle Punkte der geschnittenen 
einen gleichweit von der andern entfernt und umgekehrt. 

2) Wenn zwei Punkte einer Geraden gleichen Abstand besitzen von 
einer anderen Geraden, so sind alle Punkte einer jeden gleichweit entfernt 
von der andern Geraden. 

3) Zwei Strecken, welebe zwischen zwei Geraden liegen, können unter 
der Bedingung, dafs sie sich nicht kreuzen, nur dann gleich und je eine 
auf je einer der begrenzenden Geraden senkrecht sein, wenn alle beide auf 
beiden einschliefsenden (begrenzenden) Geraden senkrecht sind. 

Corollare: 1) Die Umkehrung der positiven Definition (alle Lote 
zwischen Parallelen sind gleichlang). 2) Transversalen beliebiger Steigung 
(les obliques entre paralleles) sind länger als das Lot. Zum Beweise dieser 
Sätze schickt Arnauld acht Lemmen voran: 

1) Wenn die Geraden x und 2 von einer andern geschnitten werden, 
welche zu x senkrecht, zu 2 aber schief ist, so sind alle andern auf x 
Senkrechten ebenfalls schief zu z und umgekehrt. 

2) Die beiden Geraden mögen wieder von einer zu x Senkrechten, zu 
2 Schiefen geschnitten werden, so sind alle andern ähnlichen Transversalen 
(1 zu x und schief zu z) ungleichlang. 

3) Jede zu x Senkrechte (zu z Schiefe) und jede zu z Senkrechte (zu 
x Schiefe) sind, wenn sie innerhalb & und z keinen Punkt gemein haben, 


Besprechung von Arnaulds mathematischen Werken und deren Bedeutung. 269 


wechselseitig verglichen ungleich lang (nämlich die Strecken innerhalb x 
und 2, und diese versteht Arnauld immer unter den Transversalen). 

4) Fafst die beiden vorhergehenden Hilfssätze in einen zusammen: 
Zwei zwischen zwei Geraden liegende Strecken, von denen je eine auf einer 
beliebigen jener beiden Geraden senkrecht ist und die sich nicht kreuzen, 
können nur dann gleich sein, wenn beide auf beiden Geraden zugleich 
senkrecht sind. 

5) Wenn eine Transversalstrecke senkrecht ist zu beiden Geraden, so 
ist jedes Lot, das von einem Punkte der einen Geraden auf die andere 
gefällt wird, gleich jener ersteren Senkrechten, und folglich sind die Lote 
unter einander gleich. 

Der Beweis wird indirekt mit Hilfe des Satzes, dals aus einem Punkte 
nur eine Senkrechte gefällt werden kann, geführt. 

6) Wenn eine Gerade senkrecht ist zu zwei andern, so sind alle Ge- 
raden, welche zu der einen senkrecht sind, zu beiden senkrecht, denn gäbe 
es auch nur eine, welche senkrecht wäre zur einen und schief zur andern 
Geraden, so mülsten nach dem 1. Lemma auch alle andern zur einen senk- 
recht, schief zur andern sein, was der Voraussetzung widerspricht. 

7) Die Punkte einer Geraden sind von einer zweiten entweder alle 
gleich weit entfernt oder alle ungleich weit. 

8) Die Punkte zweier sich schneidender Geraden sind — alle der 
einen — ungleich weit entfernt von der andern, und die kürzesten Ab- 
stände sind die in der Nähe des Schnittpunkts. 

An die genannten Hauptsätze schliefst sich die Aufgabe: Durch einen 
Punkt eine Parallele zu einer gegebenen Geraden zu konstruieren; sie wird 
von Arnauld auf drei Arten in Angriff genommen. Zuletzt mit Hilfe der 
inneren Wechselwinkel an einer beliebigen von dem Punkt ausgehenden 
Transversalen. Die Aussprache ist aber eine andere, da Arnauld den 
Winkel ja überhaupt noch nicht eingeführt hat. Er begründet seine Lösung 
durch den früher abgeleiteten, im Anschlufs an Euklid hier ausgesprochenen 
Satz, dafs in kongruenten Dreiecken die Höhen gleich sind. Den Schlufs 
des VI. Buches bilden dreizehn weitere Sätze über Parallelen. Z. B. durch 
einen Punkt kann zu einer gegebenen Geraden nur eine Parallele gelegt 
werden; ‚gleich geneigte Transversalstrecken zwischen Parallelen sind ein- 
ander gleich und die am stärksten geneigten sind die längsten. Gleich 
geneigte nach derselben Seite (der Ebene) sind selbst parallel. 

Die Abschnitte gleich geneigter Transversalstreeken auf den Parallelen 
sind gleich. Ungleich geneigte Transversalstrecken zwischen Parallelen 
können nicht gleich lang sein. 

Hier wird das Parallelogramm eingeführt durch den Satz: „Quatre 


270 Zweites Kapitel. 


lignes ne se joignant qu’aux extremitez, si les. opposdes sont egales elles sont 
paralleles.‘ 

Der elfte Satz lautet: Wenn eine Gerade zwei andere schief schneidet 
und gegen beide nach derselben Seite (der Ebene) geneigt ist, so sind alle 
zur Schnittgeraden parallelen Transversalstrecken zwischen jenen beiden 
Geraden ungleich lang. 

1. Corollar: Zwei derart geschnittene Gerade können nie parallel sein. 

2. Da sie sich nach der Seite, nach welcher die dritte schneidende 
Gerade geneigt ist, annähern, so werden sie sich, unbegrenzt verlängert, 
endlich einmal schneiden (V, 11). 

Der Gedankengang zum nächsten VII. Buch knüpft an die Begrenzung 
der Transversalen durch die Parallelen an, das VII. Buch führt also die 
Bezeichnung: Des lignes termindes ü une circonference. 

Es sind: 1) Sehnen, 

2) Sekanten (secantes interieurs et exterieurs), 

3) Tangenten. 
Dazu kommt ein vierter Abschnitt vom Parallelismus von Kreislinien. Ar- 
nauld versteht darunter konzentrische Kreise. 

I. Von den Sehnen. 

1. Satz: Eine Gerade, die eine Sehne schneidet, kann drei Lagen haben, 
die sich auszeichnen: 

1) senkrecht sein zur Sehne, 

2) die Sehne hälften, 

3) durch den Kreismittelpunkt gehen. 

Zwei dieser Eigenschaften bedingen die dritte. 

Wenn z. B. die beiden ersten Eigenschaften erfüllt sind, enthält die 
Mittelsenkrechte alle Punkte, welche von den Endpunkten der Sehne gleichen 
Abstand besitzen, das Centrum des Kreises ist aber ein solcher Punkt. 

1. Corollar: Ein Kreis ist durch drei Punkte oder durch einen Punkt 
und das Centrum vollständig bestimmt (natürlich dürfen jene drei Punkte 
nieht in einer Geraden liegen). 

2. Corollar: Haben zwei Kreise drei Punkte gemein, so fallen sie 
ganz zusammen; denn sie haben dann das Centrum und einen Radius gemein. 

3. Corollar: Drei Kreise können sich nicht in mehr als zwei Punkten 
schneiden. 

2. Satz: Eine Mittelsenkrechte einer Sehne hälftet auch die beiden 
Bogen, welche die Sehne stützt; denn sie enthält alle Punkte, welche von 
den Endpunkten der Sehne gleiche Abstände besitzen; da diese Abstände 
aber wieder Sehnen sind für die beiden Durchschnittspunkte der Mittel- 
senkrechten mit dem Kreis, und gleiche Sehnen gleiche Bogen stützen im 
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gleichen Kreise, so sind die von der ursprünglichen Sehne gestützten beiden 
Bogen beide durch die Mittelsenkrechte jener Sehne gehälftet. 

Das dritte Theorem giebt die Umkehrung des zweiten. 

4. Theorem: Gleich weit vom Centrum abstehende Sehnen in gleichen 
Kreisen sind gleich und umgekehrt. 

An sich ist das klar für Durchmesser, da sie alle dem Centrum gleich 
nahe sind, d. h. durch dasselbe gehen. 

Auch ist ein Durchmesser gröfser als eine andere Sehne, wie aus dem 
Archimedischen Prinzip folgt, wenn man die Endpunkte der Nichtdurchmesser- 
sehne mit dem Öentrum verbindet. 

5. Theorem: In gleichen Kreisen stützt die gröfsere Sehne den gröfseren 
Bogen; denn trägt man die kleinere Sehne in den Kreis parallel zur gröfseren 
ein, so können die beiden sich nie schneiden, also liegt der kleinere Bogen 
ganz im grölseren. 

Es folgt die Definition des Sinus, für Bogen < . sowie des Sinus 
versus an der Figur. Eine zweite Definition ist: Der Sinus ist die Hälfte 
des Sehne des doppelten Bogens. 

6. Theorem: Bogen gleichen Sinus sind gleich. 

7. Die Gleichheit zweier Sinus bedingt die Gleichheit ihrer Sinus 
versus. Die gröfseren Sinus geben die gröfseren Sinus versus. 

Die Definition des Sinus wird in einem Avertissement auf Bogen 


n>u > ausgedehnt. Denn das Complement (heute Supplement) eines 


solchen Bogens wird dann durch den Sinus gemessen. Der Bogen aber ist 
der gröfsere, welcher das kleinere Complement hat. 

8. Theorem: Hat man ein System konzentrischer Kreise und zieht vom 
Centrum aus unbegrenzte Radien, so stehen die zwischen zweien liegenden 
Bogen aller Kreise, ein jeder zur ganzen Peripherie, der er angehört, im 
gleichen Verhältnis. Zwei derartige Bogen heilsen „proportionellement eganus“ 
oder schlechthin „egaus“, während gleiche Bogen gleicher Gröfse „tout- 
egaux“ genannt werden. Anschliefsend wird die 
Sexagesimalteilung des Kreises gelehrt. 

Beweis: Die aliquoten Teile von BD seien 
x genannt; zieht man nach den Teilpunkten 
Radien, so wird, behaupte ich, auch bd in. „ali- 
quotes pareilles“ durch diese Radien geteilt. Es 
genügt, zwei & zu betrachten, BF und FG. 
Zieht man cF und c@, so muls also bf== fg 
sein. Denn fällt man von F ein Lot auf Be 
und ebenso auf @c, so sind die Lote Fp und 
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Fa Sinus gleicher Bogen, also gleich, und die Sinus versus Bp und @Gyq 
sind es ebenfalls, also auch p5b = gg. Folglich auch Fb = Fg als „obli- 
ques“, deren „perpendiculaires“ und „eloignemens du perpendicule“ gleich 
sind. Also giebt es auf Fc zwei Punkte F und c, die gleichen Abstand 
von den Endpunkten der Sehne bg besitzen, also ist F'e Mittelsenkrechte 
von Sehne bg und hälftet den Bogen bg, den die Sehne bg stützt. Das- 
selbe kann man natürlich jetzt für alle aliquotes von BD und bd beweisen, 
indem man ein nächstes © hinzunimmt; es also mit einem der beiden, für 
die der Beweis schon geführt wurde, kombiniert. Wenn also X das Mals 
bedeutet, mit dem man die grölsere Kreisperipherie mifst, und dieses mit 
oder ohne Rest so und so oft in der grölseren Kreisperipherie aufgeht, so 
ergiebt sich, nachdem die Radien nach den Teilpunkten gezogen sind, ein « 
als „aliquote pareille“ der kleineren Kreisperipherie, und nach der Definition 
der proportionalen Grölsen ist 


BD _ grölserer Kreisumfang 
dd kleineren Kreisumfang 


9. Theorem: Wenn die Kreise, deren Bogen proportional gleich sind, 
verschieden grofs sind, so stützt sich im gröfseren Kreis der Bogen auf 
die grölsere Sehne. 

Das zehnte und letzte Theorem lautet im ersten Abschnitt des 
VII. Buches: 


Die Sehnen in demselben Kreise wachsen durchaus, nicht proportional 
den Bogen, sondern die gröfsten Bogens (immer < m gedacht) haben ver- 
hältnismäfsig kleinere Sehnen als die kleinsten Bogen. 

Der Beweis ist sehr leicht. Halbiert man einen Bogen, so ist die 
Summe der Sehnen der halben Bogen gröfser als die Sehne des ganzen 
Bogens (nach dem Axiom Archimeds). Also ist die Hälfte der Sehne 
des ganzen Bogens kleiner als die Sehne des halben Bogens. 


Auf den nun folgenden Zusatz glauben wir besonders aufmerksam 
machen zu müssen, weil er den Satz enthält, den man heute zu schreiben 
pflegt: Die Differenz eines unendlich kleinen Bogens und seiner Sehne ist 
unendlich klein dritter Ordnung (allgemein). 


Sein Wortlaut ist bei Arnauld: 


De la il s’enswit que plus les arcs sont grands, plus la difference est 
grande entre la longeur de larc et celle de la corde, et qwau contraire plus 
les arcs sont petits plus cette difference diminue. De sorte qu’on pewi 
prendre un si petit are que cette difference sera plus petite que 
quelgue ligne qu’on ait donnde (kleiner als jede, noch so kleine, be- 
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liebig vorgegebene Strecke), Ein für diese frühe Zeit äufserst schöner und 
präziser Ausdruck für den Grenzübergang!*) 

Der zweite Abschnitt von Buch VII behandelt die Sekanten. Die 
Sekante eines Büschels %k, die durch das Centrum ce geht — Arnauld 
nennt sie immer kg —, ist die längste, wie mit Hilfe des Archimedischen 
Prinzips gezeigt wird, nachdem der betrefiende Hilfsradius gezogen wurde, 
Die kürzeste ist kf, d. h. der äufsere Abschnitt jener längsten; dafs Ar- 
nauld diesen Abschnitt als besondere Sekante des Büschels rechnet, kommt 
daher, dafs er den Mittelpunkt des Büschels auch innerhalb des Kreises 
liegend zulälst (secantes interieures). 

3. Satz: Werden von k aus Sekanten nach Punkten hin gezogen, 
welche von f oder g gleich weit entfernt sind, so sind diese Sekanten 
gleich lang. 

4. Satz: Ein Kreis mit dem Mittelpunkt k und dem Radius kf, sowie 
ein Kreis mit dem Radius ky und dem Mittelpunkt % berühren den ur- 
sprünglichen Kreis (Centrum ec, Radius cg) in einem Punkte, ohne ihn zu 
schneiden. 

7. Theorem: Ein Kreis (k, Radius kx, wobei kf<k@<kg) schneidet 
den Kreis (c, Radius eg), innerhalb dessen % liegt, in zwei von f und g 
gleich weit abstehenden Punkten X, x, der Bogen Xx des ursprünglichen 
Kreises, dessen Mitte g ist, liegt aufserhalb des Kreises (k, Radius ke). 

Dieser Abschnitt schliefst mit dem Oorollar: Die hinreichende und 
notwendige Bedingung dafür, dafs man von einem Punkte % drei gleich 
lange innere Sekanten ziehen kann, ist, dafs & mit dem Centrum ce des 
Kreises zusammenfällt. 

Der dritte Abschnitt von VII beschäftigt sich mit den Tangenten. 

Jede Senkrechte im Endpunkt eines Radius ist Kreistangente. Dieser 
indpunkt ist Berührungspunkt (point de Vattouchement). 

2. Satz: Zwischen der Peripherie und Tangente kann man keine Gerade 
durehlegen; dagegen eine unendliche Anzahl von Kreisen, welche nur den 
Berührungspunkt gemein haben. Heilsen die Punkte des Berührungs- 
radius cf alle x, so ist jeder Kreis vom Centrum # und Radius zf zu 
jenen gehörig. An dieser Stelle ist für uns bemerkenswert die Bezeichnungs- 
weise der Punkte einer Geraden durch denselben Buchstaben, welche sich 
auch bei Pascal findet. 


Daran schliefsen sich die Aufgaben: In einem gegebenen Peripherie- 


1) Eine ähnlich scharfe (noch frühere) Definition der Grenze findet sich nach 
der Bemerkung von I. Timschenko in der Bibl. Mathem. 1900 S. 511 bei Gre- 
gorius v. St. Vicentius (1647). 

Abh, z. Gesch. d. math. Wissensch. XIV. 18 
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punkte die Tangente zu konstruieren und von einem Punkte aufserhalb 
Tangenten an den Kreis zu legen. Arnauld legt für die Lösung der 
letzteren einen zum gegebenen konzentrischen Kreis durch den gegebenen 
Punkt %, legt ferner im Durchschnittspunkt f von ke und dem gegebenen 
Kreis c die Tangente mn an den gegebenen. Dann trägt er den Bogen 
des Hilfskreises mn über dieser Tangente mn von k aus nach beiden Seiten 
ab auf dem Hilfskreise und behauptet, kb und Akd seien die verlangten 
Tangenten. 

Er begründet sein Verfahren so: Da Bogen mn — bk—= kd, so ist 
auch Sehne ma =kd=kb. Also sind die beiden Sehnen kb und kd 
um den Radius cf von e entfernt. Zugleich ist 
aber dieser Radius _L zu ihnen (d. h. seine 
Länge), da er sonst nicht ihren Abstand von ce 
messen würde. Also sind kb und kd Tangenten 
des gegebenen Kreises. Sie berühren ihn in den 
Sehnittpunkten mit den Radien cm und cn des 
Hilfskreises. Denn da %k den Bogen m» hälftet, 
so hälftet auch m den Bogen kb und » den 
Bogen kd, also Radius me L zu kb und zwar 
mittelsenkrecht, wenn also A der Durchschnitts- 
punkt von kb und"me ist, so muls % auch der 
Fufspunkt des Radius ch des ursprünglichen Kreises sein, denn aus ec lälst 
sich nur eine Senkrechte auf kb fällen. 

Aus dieser Konstruktion folgt, dafs man zwei und nur zwei Tangenten 
von k aus an den Kreis legen kann; zugleich sind die Abschnitte bis zum 
Berührungspunkt als Hälften gleicher Sehnen gleichlang. 

Der letzte Abschnitt dieses Buches ist betitelt: Des circonferences pa- 
ralleles. 

Der Abstand eines Punktes von einem Kreise wird durch die kürzeste 
Linie gemessen, die von ihm aus nach dem Kreise gezogen werden kann. 
Ihre Verlängerung geht stets durch den Kreismittelpunkt. 

Ferner ist eine Gerade senkrecht zu einem Kreise, wenn sie auf der 
Tangente des Schnittpunktes mit dem Kreise _L ist. 

I. Theorem: Zwei konzentrische Kreise sind parallel. Sind zwei Kreise 
nicht konzentrisch, so ist nur die Gerade, welche beider Centren verbindet, 
senkrecht zu jedem der beiden Kreise. 


Auf dieser Geraden liegt der gröfste und der kleinste Abstand der 
beiden Kreise. 


Wenn zwei Punkte des einen Kreises gleich weit abstehen von einem 
Endpunkte seines Durchmessers, der durch das Centrum des andern geht, 
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so sind sie (jene Punkte) auch gleich weit entfernt von der Peripherie des 
letzteren Kreises. 

Daraus ergeben sich drei bemerkenswerte Unterschiede des Parallelis- 
mus von Kreisen und Geraden. 

1) Das negative Merkmal, bei Geraden sich niemals zu schneiden, ist 
für den Parallelismus von Kreisen nicht ausreichend. 

2) Zwei Gerade sind parallel, wenn sie eine gemeinsame Senkrechte 
besitzen, dagegen giebt es zwischen den beiden Kreisen zwei Strecken, 
welche zu beiden senkrecht sind, ohne den Parallelismus der Kreise herbei- 
zuführen; dieser ist erst bedingt durch drei solcher senkrechten zwischen- 
liegenden Strecken. 

3) Während zwei sich nicht kreuzende Gerade parallel sind, wenn 
zwei Punkte der einen gleichen Abstand besitzen von der andern, bedarf 
es hierzu bei zwei Kreisen dreier solcher Punkte, während unendlich viele 
Punkte paarweise gleichen Abstand vom andern Kreise zeigen können. 

Wir gehen zum VIIL Buche über: Des Angles Rectilignes. 

Wir haben Arnaulds Definition des Winkels oder besser seines Winkel- 
raumes schon in der Euklidkritik seiner Logik kennen gelernt. Der Winkel 
ist ihm wesentlich eine flächenhafte Gröfse (temant quelque chose de sur- 
face). Die Winkelschenkel heilsen „costes“. Die Verbindungslinie derselben 
in zwei Punkten heilst „la base“ oder „la sontenante de Vangle“. Heifst 
die Basis speziell corde, so versteht man darunter eine Basis, die gleiche 
Winkelschenkel abgrenzt. Ist die Basis _ auf dem einen Winkelschenkel, 
so ist sie Sinus des Winkels. 

Der Bogen, der den Winkel mifst, führt die Bezeichnung „Parc que 
comprend Vangle“. Der Fundamentalsatz über das Mals des Winkels lautet: 
Alle Bogen zwischen den Schenkeln, deren Centrum mit dem Scheitel 
(sommet) zusammenfällt, bestimmen dieselbe Winkelgrölse (da sie propor- 
tional sind, d. h. zu den zugehörigen Peripherien sich gleich verhalten). 

Der rechte Winkel wird stets durch die Hälfte des Halbkreises ge- 
messen, also ist sein Complement ihm gleich. 

Jede Senkrechte erzeugt zwei rechte Winkel, denn sie hälftet den 
Halbkreis, dessen Mittelpunkt ihr Fufspunkt ist. 

Es folgt die Definition des spitzen und stumpfen Winkels. Die- 
selben werden durch die „obligues“ gebildet, jetzt gleichsam an ihnen 
entdeckt. 

Scheitelwinkel (opposes au sommet) sind einander gleich. 

Da man hier die Länge krummer Linien nicht kennt, muls man oft 
zu andern Winkelmalsen greifen, aber immer mit Bezug auf den Bogen, 
welcher das einzige natürliche Winkelmafs ist. 

18“ 
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I. Die Sehne; ein durch sie begrenzter Winkel heilst isoscele (heute 
der der Basis gegenüberliegende im gleichschenkligen Dreieck). 

Zwei von den Gleichheiten: 

1) Gleichheit der Schenkel (eqwilateres entr’eu«) 

2) Gleichheit der Sehnen (isocordes) 

3) Gleichheit der Winkel selbst 
bedingen die dritte. 

Ist nur 1) erfüllt, so liegt der gröfseren Sehne der gröfsere Winkel 
gegenüber u. s. w. 

II. Der Sinus als Winkelmals. Wir begegnen hier den Bezeichnungen 
„Sinus eines Bogens“ und „Antisinus“ (ist die Differenz zwischen Radius 
und Sinus versus), d. h. der heutige Cosinus im Einheitskreis. 

Gleichheit des Winkelradius (d. h. der Hypotenuse) und des Sinus 
bedingen die des Antisinus; überhaupt zwei der Gleichheiten: 

1) L’egalitd des rayons, 

2) L’egalitd des sinus, 

3) L’egalitd des angles memes 
bedingen die dritte, 

Ein weiterer Abschnitt handelt von den Winkeln zwischen Parallelen. 

Hier wird der Sinus mit dem Lot identifiziert zwischen den Parallelen. 

Hier tritt zum ersten Male der Ausdruck Parallelraum auf (espace 
parallele) für zwei Parallelen und den zwischen ihnen liegenden Streifen 
der Ebene. 

Der Satz von der Gleichheit der inneren Wechselwinkel lautet: Toste 
oblique entre deux paralleles fait les angles alternes sur ces paralleles dgauz; 
denn die Winkel besitzen gleichen Radius (die Transversalstrecke) und 
gleichen Sinus. 

Hier tritt als neunter Corollar der Satz von der Winkelsumme im 
Dreieck auf in der Form: — Tout angle plus les deux angles que font ses 
costez sur la base sont egaux 4 deux droits; denn zieht man durch die 
Spitze eine Parallele zur Basis, so hat man nach dem Satze von den 
innern Wechselwinkeln die drei Dreieckswinkel an dieser Parallelen neben- 
einander. Die Summe dieser Winkel aber ist zwei Rechten gleich. 

Der zehnte Corollar bringt anschliefsend den Satz vom Aufsenwinkel. 

Elfter Corollar: Zwei Winkel sind gleich, wenn die Winkel an der 
Basis des einen bezw. denen an der Basis des andern gleich sind. 

IM. Als drittes Winkelmals aufser dem Bogen erscheint die Basis ohne 
spezielle Bedingung. Ihre Anwendung ist noch enger begrenzt als die der 
Sehne und des Sinus. Sie vermittelt die Gleichheit zweier Winkel nur, 
wenn je ein Schenkel des einen je einem des andern Winkels gleich ist. 
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Interessant ist das Avertissement, welches den Schlufs von Buch VII 
bildet. Die zuletzt aufgeführten Winkelmafse zeigen wohl an, wenn zwei 
Winkel gleich sind, auch welches der gröfsere oder kleinere ist, aber das 
wahre Verhältnis der Gröfse der beiden Winkel stellt ihr Quotient nicht 
dar; dieses ergiebt nur das Bogenmafs; darauf ist die Unlösbarkeit der 
Trisektion des Winkels zurückzuführen. Lassen wir Arnauld selbst sprechen: 
Et e’est d’oü vient la difficultE de la trisection de lVangle parce 
qu’il ne suffit pas pour cela de couper la corde en trois: ce qui 
seroit facile, mais il faut couper l’arc en trois; ce qui ne se peut 
par la geometrie ordinaire, c’est a dire en n’y employant que des 
lignes droites et circuluires. 

Das folgende IX. Buch führt den Titel: Des Angles qui ont leur sommet 
hors le centre du cerele, dont les arcs ne laissent pas de les mesurer. 

In der Einleitung dazu sagt unser Autor: Wenn man bisher zwei 
Winkel vergleichen wollte, wobei der Scheitel des einen nicht mit dem 
Centrum des Mafskreises zusammenfiel, mulste man lange Schlufsreihen mit 
Hilfe von Dreiecken anwenden und deren Vergleichung, wodurch die Vor- 
stellungskraft durch die Masse von in Betracht kommenden Strecken aulser- 
ordentlich ermüdet würde; ein Nachteil, den man für das Studium der 
Geometrie möglichst zu vermeiden suchen müsse. 

Das IX. Buch nun solle lehren, wie man mit wunderbarer Leichtigkeit 
jeden Winkel durch den Bogen eines beliebigen Kreises messen könne, sei 
es, dafs sein Scheitel 

1) auf der Peripherie, 

2) innerhalb des Kreises, doch nieht im Centrum, 

3) aufserhalb des Kreises liege, wenn seine Schenkel den Kreis 
schnitten oder berührten. 

Voraus werden einige Erklärungen und Hilfssätze geschickt. 

Der und der Bogen milst unter diesen Bedingungen den Winkel, heifst, 
er würde ihn messen, wenn der Winkel im Centrum des Malskreises mit 
seinem Scheitel liegen würde. 


Ill. Lemma: Wenn 
A=aua+b+c+d 
ist, so ist 


und wenn 
A=b-+e, 
so ist A 8 db ä 
2 r Euee Dur" 


Diese Beziehungen werden für die folgenden Theoreme von Arnauld mit 
sehr grolser Gewandtheit gehandhabt. 
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Im vierten Lemma werden die Sätze über die Winkelsumme im Drei- 
eck und den Aufsenwinkel nochmals in Erinnerung gebracht. 

Zunächst werden die Peripheriewinkel eingeteilt in vier Arten. Sie sind: 

1) Der Sehnen-Tangentenwinkel, 

2) ein Peripheriewinkel, dessen einer Schenkel Sehne, dessen anderer 
Verlängerung einer Sehne über den Kreis hinaus ist, 

3) der eigentliche, durch zwei Sehnen gebildete Peripheriewinkel, 

4) ein Peripheriewinkel, dessen beide Schenkel Verlängerungen von 
Sehnen sind. 

Arnauld will sie in drei sehr einfachen Sätzen erledigen, wovon die 
beiden letzteren eigentlich nur Corollare des ersten, alle aber so fruchtbar 
seien, dafs daraus viele wichtige Sätze, besonders auch über Proportionen 
von Strecken als einfache Corollare sich ergäben, welche die frühere Ele- 
mentargeometrie nur auf höchst mühsamen Umwegen habe beweisen können, 

Die Winkel zweiter Art habe überhaupt vor ihm noch niemand betrachtet. 

Der Sehnen-Tangentenwinkel heilst angle dw segment, angulus segmenti. 

Der eigentliche Peripheriewinkel angle dans le segment, angulus in 
segmento,. 

Die beiden Abschnitte, die durch eine Sehne am Kreis erzeugt werden, 
petit segment und grand segment. 

Ein in ein Segment eingeschriebener Winkel („angulus in segmento“ 
dieses Segments) stützt sich (est appuye) auf den Bogen des gegenüber- 
liegenden Segments. 

I. Theorem. Der angulus segmenti wird gemessen durch die Hälfte 
des Bogens seines Segments (d. h. desjenigen, gegen welches hin der Tan- 


= gentenschenkel gerichtet ist). 
vs Beweis. Der angulus segmenti sei 


mFG und kK_\LFG; femer PeLKkK 
und deshalb Pe + F@. Der Durch- 
messer kK hälftet die Bogen der beiden 
Segmente FG und @F; Winkel Fek wird 
gemessen durch Bogen kF, Winkel FeK 
durch Bogen PK. 

Wenn also XmF@G—=<XFeck, so 
ist der Satz richtig. 

Zunächst ist X PeF=<XeF@ als 
innere Wechselwinkel (alternes) zwischen 
Parallelen. Femer Winkel mFe=R; ebenso SIkeP. Zieht man auf 
beiden Seiten die gleichen inneren Wechselwinkel ab, so folgt 

ImF@=<XFck; q.e.d. 


Fig. 5. 
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Ebenso führt man den Beweis für den angulus segmenti des gegenüber- 
liegenden Segments, nur addiert man dort die inneren Wechselwinkel. 

1. Corollar: Der angulus semieirculi ist ein Rechter. 

2. Corollar: Wenn zwei Kreise, die ineinanderliegen, sich berühren, 
so stützt jede Sehne, die vom Berührungspunkt nach der Peripherie des 
gröfseren Kreises hingezogen wird, in beiden Kreisen proportional gleiche 
Bogen; denn diese messen beide denselben Winkel. 

II. Theorem. Die Winkel zweiter Art werden gemessen durch die 
Summe der Hälften der Bogen, welche der eine Schenkel und die Sehnen- 


verlängerung des andern Schenkels stützen. mn 

Beweis. Man zieht in K die Kreis- Ei wer 
tangente mn. Dann zerfällt der betrachtete Ber; N 
Winkel FKG in die beiden Winkel FKn = 


und nK@. Setzt man an Stelle von F’Kr 
seinen Scheitelwinkel mKD, so hat man 
den gegebenen Winkel FKG in zwei 
anguli segmenti zerlegt. Diese werden ge- 
messen: S[m_KD durch $ KD und XnKG 
durch 4GK, also der gegebene X FK@ 
durch 1[6K + KD|; g.0.d. PIeSE 

Als Corollar folgt der Satz von der Gleichheit von Peripheriewinkeln 
über demselben Bogen. Er wird mit Hilfe des vorhergehenden Hauptsatzes 
für ihre Nebenwinkel bewiesen. 


G 


III. Theorem: Zout angle dans un segment a pour mesure la moitid de 
Varc du segment oppose (der Peripheriewinkel ist gleich der Hälfte des zu- 
gehörigen Centriwinkels). 

Beweis. Man zieht wieder die Tangente im Scheitel. Die Winkel 
über derselben sind in Summa = 2R; die beiden anguli segmenti rechts 
und links werden durch die Summe der Hälften der Bogen über den 
Schenkeln des angulus in segmento gemessen. Das Mafs aller drei Winkel 
ist der Halbkreis, also bleibt für den dritten Winkel nach Lemma III die 
Hälfte des noch übrigen Bogens d. h. desjenigen, über dem er steht. 

Durch Verlängerung des einen Schenkels des angulus in segmento 
könnte man den Beweis auch nach dem zweiten Hauptsatze führen. 

Der dritte Hauptsatz wird in siebzehn Corollaren näher ausgeführt; 
wir heben folgende hervor: 

5. Corollar: Berühren sich zwei Kreise innerhalb, und zieht man vom 
Berührungspunkt aus im grölseren zwei Sehnen, so sind die zwischen 
beiden liegenden Bogen beider Kreise proportional gleich; denn ihre Hälften 
messen denselben Winkel. Dasselbe findet statt, wenn das Üentrum des 
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zweiten Kreises auf der Peripherie des ersten liegt, doch gilt die Beziehung 
dann zwischen dem Bogen des zweiten und der Hälfte des Bogens des 
ersteren. 

8, Corollar: Alle anguli in segmento eines Segments sind gleich dem 
angulus segmenti des gegenüberliegenden. 

9. Corollar: Der Winkel im Halbkreis ist ein rechter. 

10. Corollar: Die Summe je zweier anguli in segmento gegenüber- 
liegender Segmente sind gleich 2R. 

13. Corollar: Die Hälfte der Basis eines angulus in segmento ist sein 
Sinus, wenn er spitz, der seines Complements (bei Arnauld!), wenn er 
stumpf ist. 

14. Corollar: Man sagt, ein Segment falst: einen Winkel (est capable 
d’un tel angle), wenn alle anguli in segmento dieses Segments jenem Winkel 
gleich sind, 

15. Corollar: Der Halbkreis falst den rechten Winkel. 

16. Corollar: Wenn man von der Spitze eines Winkels eine Gerade nach 
der Mitte der Basis zieht, und diese Verbindungsstrecke gleich der Hälfte 
der Basis ist, so ist der Winkel ein rechter. 

17. Corollar: Wenn zwei gleiche Sehnen sich schneiden, so ist je ein 
Abschnitt der einen je einem Abschnitt der andern gleich. 

Es folgen fünf Aufgaben, eine weitere Tangentenkonstruktion für den 
Kreis; die Aufgabe, ein Segment an gegebenem Kreise abzuschneiden, 
welches einen gegebenen Winkel falst. Sie wird mit Hilfe einer beliebigen 
Tangente und der Sehne im Berührungspunkt, welche mit der Tangente 
den gegebenen Winkel bildet, auf Grund des 8. Corollars gelöst. Die fünfte 
Aufgabe heifst: Man kennt die Abstände dreier Punkte a, b, ce und von 
einem vierten weils man, nach welcher Seite er liegt; man kennt ferner 
die Winkel cxa und axdb; der Punkt & ist zu konstruieren. 

Lösung: Man konstruiere über ac den Bogen, welcher den Winkel cxa, 
über ab denjenigen Bogen, welcher axwb falst; der Schnittpunkt dieser 
Bogen ist der gesuchte Punkt. 

Der zweite Abschnitt von IX behandelt die Winkel, deren Scheitel im 
Kreise liegt, ohne mit dem Centrum identisch zu sein. 

Man verlängere die Schenkel, sodals man es mit zwei sich schneidenden 
Sehnen zu thun hat. 

IV. Theorem: Ein Winkel, der durch den Durchschnitt zweier Sehnen 
gebildet ist, wird gemessen durch die Summe des halben Bogens, über dem 
er steht, und des halben gegenüberliegenden Bogens. 

Beweis. Betrachten wir I /Kg. 


XfRg=xKefdt x fdg. 
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Diese sind aber anguli i in segmenio und werden gemessen: I efd durch 
1cd, X. fdg durch 1fg, also X fKg durch 1lcd + fg). 

Der dritte Abschnitt dieses Buches handelt 
von den Winkeln, deren Scheitel aufserhalb des 
Mafskreises liegt. 

Die Schenkel eines solchen Winkels können 

1) entweder beide den Kreis schneiden, 

2) oder beide den Kreis berühren, 

3) oder der eine ihn schneiden, der andre 
ihn berühren. 

Der erste und zweite Fall wird durch das 
Theorem V zusammengefalst,. Es lautet: Der 
Winkel unter 1) und 2) wird durch die Differenz der Hälften der (inbezug 
auf den Scheitel) konkaven und konvexen zwischen den Winkelschenkeln 
liegenden Bogen des Bezugskreises gemessen. 

Beweis von 1). Der betrachtete Winkel sei fKg. Zieht man die 
Hilfssehne fd, so ist nach dem Aufsenwinkelsatz X fKg= I fdg— X Kfd, 


diese beiden Winkel sind aber anguli in segmento; also ist Winkel {Kg zu 
messen durch Bogen ilfg 9I— de). 


Fig. T. 


ÄK 


Fig. 8. Fig. 9. 


Beweis von 2). Der Winkel, dessen Schenkel Tangenten sind, sei 
wieder durch fKg bezeichnet; man verlängere Kg über g hinaus; dann ist 
fKg= xıhgf— XgfK, dann ist der gegebene Winkel in die Diffe- 
renz zweier anguli segmenti zerlegt und wird entsprechend X fKg durch 

97 g— af} gemessen. 

Nicht ohne Interesse ist das folgende VI. Theorem. Ein Winkel habe 
seinen Scheitel aulserhalb des Bezugskreises; wenn der eine Schenkel den 
Kreis schneidet und in dem Endpunkt eines Durchmessers ihn wieder ver- 
läfst, auf welchem der andere Schenkel senkrecht ist, welch letzterer den 
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Kreis schneiden, berühren oder ganz aufserhalb liegen kann, so wird der 
Winkel gemessen durch die Hälfte des Bogens, welchen der Abschnitt 
des ersteren Winkelschenkels stützt und zwar des kleineren Bogens. Der 
Satz wird auf vier Arten bewiesen, 
um zu zeigen, wie verschieden man 
die bisher abgeleiteten Resultate be- 
nützen kann. 

Wir geben den dritten Beweis wieder. 
Der betrachtete Winkel sei Winkel << 7, 
oder die ihm gleichen Winkel m 
oder X n. Man ziehe die Hilfslinie 
cd . Kg, dadurch entstehen die beiden 
gleichen Bogen eK und Kd. Der 
Winkel bei e ist aber gleich den Win- 
keln bei 2, m oder » als Scheitelwinkel 
ihrer alternes (innere Wechselwinkel zwi- 
schen Parallelen), der Winkel Ked wird 
aber als angulus in segmenlo gemessen 
durch 1Xd; also die ihm gleichen 
X KIf, X Kmg und X Knh durch die Hälfte von Bogen cK. 

Die Winkel, deren Schenkel Tangenten sind, werden nochmals wieder 
aufgenommen. Sie werden angles circonscripls genannt. 

Das VIL Theorem fafst ihr Mafs in andere Worte: Es ist dasselbe 
gleich dem halben Malskreis minus dem konvexen Bogen zwischen den 
Winkelschenkeln. 

Daran schliefsen sich sechs Corollare. 

Der sechste heifst beispielsweise: Die demselben Kreise umschriebenen 
Winkel sind gleich, wenn ihre Scheitel gleichweit vom Centrum entfernt sind. 

Den Schlufs des Buches IX bildet eine hübsche Tabelle der betrachteten 
Winkel und ihrer Mafse durch die Bogen des Bezugskreises je nach ihrer 
Lage zu demselben. Da wir die einzelnen Theoreme wiedergegeben haben, 
glauben wir von der Reproduktion der Tabelle absehen zu dürfen. 

Im X. Buche ist die Rede von den Proportionen von Strecken. Da 
dieselbe von den Parallelen und Winkeln abhängt, kann sie erst hier in 
ungezwungener Weise erörtert werden. 

Voran gehen zehn Hilfssätze. Die Definition des ebenen Parallel- 
raumes, des „Lots dieses Raumes“ werden in Erinnerung gebracht. Winkel 
sollen ähnlich heilsen, wenn sie gleich sind und je einer der Winkel an 
der Basis des einen je einem an der Basis des anderen gleich ist. 

Zwei Strecken sind „proportionelles“ zweier andern, wenn sie die Ante- 


Fig. 10. 
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cedenten bilden und letztere die Consequenten der Proportion. Wir kürzen 
Parallelraum im Folgenden immer durch PR ab. 

Wenn zwei Strecken in zwei PR gleichgeneigt sind, verhalten sie sich 
wie die Lote dieser PR und die edoignemens du perpendicule stehen im 
gleichen Verhältnis. 

Den Beweis führt Arnauld wieder mit Hilfe der aliquotes pareilles, 
indem er das Lot des einen Raumes in beliebig viele gleiche x teilt und 
durch Parallelen zu den Grenzen des PR durch die Teilpunkte beliebig 
viele sehr kleine PR erhält, die unter sich gleich sind. Dadurch zerfällt 
die Transversalstrecke in ebensoviele kleine gleiche Teile. Denn geht er 
mit dem x an die Teilung des Lots des zweiten PR; nach der Definition 
für Proportionen finden dann die behaupteten drei Verhältnisgleichheiten 
statt, Arnauld ist sehr stolz auf seinen Beweis: „dont je ne croy pas que 
jamais personne se soit avise“ Aus diesem Fundamentalsatz werden die 
Proportionen an Transversalstreeken und ihren Abschnitten zwischen Parallelen 
hergeleitet. 


Das II. Theorem enthält die Proportionen bei ähnlichen Winkeln (Drei- 
ecken). 

Wir finden z. B. als dritten Corollar den Satz: Bei ähnlichen Winkeln 
(Dreiecken) verhalten sich die Basen wie die zugehörigen Höhen. 

Statt von ähnlichen Dreiecken spricht Arnauld konsequent immer 
von Winkeln mit parallelen Basen. 

Das IH. Theorem dieses Buches lautet: Die Schenkel zweier ungleicher 
Winkel sind gleichwohl proportioniert, wenn je ein Winkel an der Basis 
gleich, im andern Paar der Winkel an den Basen einer das Complement 
des ihm entsprechenden ist. 

Der Beweis wird mit Hilfe eines anliegenden gleichschenkligen Drei- 
ecks geführt. Als zweiten Corollar des dritten Satzes haben wir die Be- 
hauptung, dafs die Halbierungslinie eines Winkels die Basis in zwei Ab- 
schnitte teilt, die sich verhalten wie die ihnen anliegenden Schenkel. 

Den Schlufs des X. Buches bilden die Aufgaben: Zu drei Strecken die 


vierte Proportionale zu konstruieren und eine gegebene Strecke in gleiche 
Teile zu teilen. 


Das XI. Buch ist überschrieben: Des lignes reeiproquwes; es birgt einige 
interessante Sätze Arnauld selbst sagt: Ce livre cy sera encore de 
la proportion des lignes et contiendra plusieurs choses nouvelles 
que Von jugera peutestre plus belles et plus gendrales, que tout 
ce qu’on a trouwve jusques icy sur cette matiere des proportions, 
en ne se servant que des lignes droites et des cercles. 
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Zwei Strecken sind reziprok zu zwei andern, wenn sie die äufseren 
Glieder einer Proportion bilden und das zweite Paar die inneren. 

Den eigentlichen Lehrsätzen geht die Definition antiparalleler Basen 
desselben Winkels vorher. Arnauld unterscheidet drei Anordnungen: 
1) Getrennt zwischen den Winkelschenkeln verlaufende, 2) sich kreuzende, 
3) antiparallele Basen, welche einen gemeinschaftlichen Endpunkt besitzen. 

Zum Ausgangspunkt aller Beweise dieses Buches dient der Fundamental- 
satz von X. Um sich nicht zu verwirren, hat man als ersten und dritten 
Term immer die im gleichen PR liegenden Transversalstrecken anzusetzen 
und als ersten und zweiten die gleichgeneigten in verschiedenen PR, 

I. Hauptsatz. In einem Winkel mit zwei parallelen Basen ist ein 
ganzer Schenkel und sein durch die zweite Basis gebildeter Abschnitt 
(gegen den Scheitel) reziprok zum andern Schenkel und dessen entsprechen- 
dem Abschnitt. 

Wir geben von den Beweisen den der zweiten Anordnung. 

Beweis: 7 und e? liegen im 
gleichen PR, der A heilsen möge; P 
und & im gleichen Parallelraum E, 
also, da 7’ und ein ihren Parallel- 
räumen gleichgeneigt sind und P und 
F ebenso in den Räumen A und E, 


1:7 =#:P. 


Fig. 1. U. Hauptsatz: Wenn zwei Scheitel- 
winkel antiparallele Basen besitzen, so 
sind die Abschnitte des einen Schenkels, die durch den andern gebildet 
werden, reziprok zu den Abschnitten des andern Schenkels, 
Im folgenden wird der Plan des ganzen X]. Buches entwickelt. Es 
soll sich um die Aufstellung von Paaren reziproker Strecken handeln. 
Dazu sind immer antiparallele Winkelbasen notwendig. Kennt man 
also einen allgemeinen Weg zur Herstellung solcher, so bereitet die Sache 
keine Schwierigkeiten. Dazu verwendet Arnauld einen Kreis, ohne welchen 
man ja auch die mittlere Proportionale zwischen zwei gegebenen Strecken 
nicht auffinden kann. 
Dabei sind die Möglichkeiten, dafs der Scheitel des Winkels, welcher 
antiparallele Basen besitzt, 
1) auf dem Kreise, 
2) aufserhalb, 
3) innerhalb desselben 
liegt. 
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Notwendig sind dazu die Sätze über die anguli segmenti, in seg- 
mento u. s. w. des IX. Buches; dieselben werden deshalb als Lemmen noch- 
mals hierhergestellt. 

Arnauld will sieh im folgenden nicht damit begnügen, dafs, wenn 
je ein Winkel an antiparallelen Basen gleich ist, auch nach dem Satz von 
der Winkelsumme im Dreieck der andere übereinstimmen muls, sondern er 
will für jeden den Nachweis positiv erbringen. Ebenso immer ohne Mittel- 
glied direkt nachweisen, dafs zwei Paare (binaires) von Strecken zu ein- 
ander reziprok sind, um daran speziell den Vorzug des direkten Beweises 
zu erkennen. 

Hier schliefst sich in der Ausgabe von 1667 ein Satz an, dem Ar- 
nauld den Namen „Theoreme anomal“ giebt. 

„Die Schenkel eines eingeschriebenen Win- 
kels sind reziprok zu der Sehne auf der Hal- 
bierungslinie dieses Winkels und deren Abschnitt 
zwischen Scheitel und Basis des eingeschriebenen 
Winkels.“ 

Beweis: X K%kE ist nicht: nur gleich, 
sondern auch ähnlich dem X Kk&; denn 
IkE&,; =<SLkKE als Peripheriewinkel über 
demselben Bogen und ze kcE wird gemessen BIER 
(nach Buch IX) durch z(kE + K&) und X K@rk durch 4kK; da aber 
IK kE+ EK ud EK—= K& ist, so wird 


X Eck—= X Kök, 
also nach dem ersten Satze 
kE:kK=ke:kö. 
[Um die antiparallelen Basen vor sich zu haben, hätte man nur um 
die Winkelhalbierende umzuklappen. ] 
Der allgemeine Fall, dafs der Scheitel auf der Peripherie liegt, er- 
fordert die Hinzunabme einer geraden Linie. Dadurch ergiebt sich ein 


allgemeiner Satz, welcher vielleicht der schönste und umfassendsie über Pro- 
portionen von Strecken sei: 


also auch 


„Zieht man vom Endpunkt eines Durchmessers, welcher senkrecht ist zu 
einer Geraden y, welche ihrerseits den Kreis schneidet, berührt oder aufser- 
halb liegt, Gerade nach der Geraden y hin, so sind alle diese Geraden, 
d. h. die Strecken, welche von der Kreisperipherie oder von y begrenzt werden, 
und ihre Abschnitte gegen den Endpunkt des Durchmessers hin, welche durch 
y bezw. die Kreisperipherie gebildet werden, reziprok zu jeder von ihnen und 
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und deren entsprechenden Abschnitt, und mittlere Proportionale zwischen einer 
solchen Strecke und jenem Abschnitt ist die Strecke des Büschels nach dem 
Schnittpunkte hin der Geraden y und des Kreises.“ 
Arnauld unterscheidet jene drei Fälle: 
1) y ist Sekante, 
2) y ist Tangente, 
3) y verläuft ganz aufserhalb. 
In 1) unterscheidet er wieder drei Unterfälle: 
a) zwei Strecken werden verglichen, die beide zuerst von y getroffen 
werden. 
b) zwei solche, die zuerst den Kreis schneiden; 
c) die Kombination von zwei Strecken der beiden Arten, 
sodafs man für 1) die Figuren hat: 


Fig. 19. 


Es wird nun nachgewiesen, dafs immer die Basen cd und fg antiparallel 
sind; und infolgedessen: 


Kf:Kd=Kg :Ke. 


Im Satze Kf: KE= KE:Ke sind wieder Ef und Ee antiparallele Basen. 
(Fig. a.) 
Für 2) und 3) ergeben sich nachfolgende Figuren. 


In der ersteren ist 
der Durchmesser K E selbst 
mittlere Proportionale zwi- 
schen Ke und Kf oder 
Kd und Kg. Die Basen 
Ef und Ec, sowie cd 
und fg sind wieder anti- 
parallel. 

Andiesem Satzehat wohl 
Arnauld Eigentumsrecht. 

Wir gehen zum zweiten Falle über: Der Durchschnittspunkt der beiden 
Geraden liegt aulserhalb des Kreises. 


K 
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Das V. Theorem enthält den Sekantensatz. 

Beweis: cg und df sind antiparallel, denn X f= x g als Peripherie- 
winkel über demselben Bogen. SC I:cg aber ist gleich kdf; denn beide 
werden gemessen durch 1(gd +dc+ ef) nach Buch IX, also sind cy 
und df antiparallel und kf:kg = kd:ke. 

Auf gleiche Weise, mit Hilfe des Antiparallelseins der cE und fE, 
wird im VI. Theorem der Tangentensatz bewiesen. 

Beweis: X K/E wird gemessen durch 1 ke; dieser Bogen bildet 
aber auch das Mafs des angulus segmenti KEc; und X KEFf besitzt als 


e 
Fr 


ck" 


Fig. 15. Fig. 16. Fig. 17. 


Mals 1[Be + cf]; ein Bogen, der auch Mafs des Winkels KeE ist, also 
fE und Ee antiparallell und Xf:KE= KE:Ke. 

Das VII Theorem lehrt und beweist den Sehnensatz. cg und df sind 
antiparallel, also Xf: Kg = Kd:Kc. Wir haben hier den dritten Fall, 
wo der Schnittpunkt innerhalb des Kreises liegt. 

VII. Theorem. Wird eine der Sehnen halbiert, so ist ihre Hälfte 
mittlere Proportionale zwischen den Abschnitten der andern. 

Das IX. Theorem bringt die drei Sätze über die mittleren Proportio- 
nalen am rechtwinkligen Dreieck. 

Das X. Theorem lautet: Wird die Hypotenuse eines rechten Winkels 
durch eine Senkrechte geschnitten, welche auch einen Schenkel schneidet, 
so ist die ganze Hypotenuse und ihr Abschnitt gegen jenen Schenkel hin 
reziprok zu diesem Schenkel und seinem Abschnitt gegen die Hypotenuse. 

Das letzte Theorem dieser Art ist die Umkehrung der bisherigen und 
lautet: Hat ein Winkel zwei Basen und stehen die Schenkel bezüglich 
dieser Basen in Proportion, so sind die Basen parallel oder antiparallel. 
Es folgen Aufgaben über die vorhergehenden Theoreme, z. B. wenn man 
die drei ersten Strecken einer geometrischen Progression kennt, die übrigen 
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bis ins Unendliche zu konstruieren. Die gegebenen drei Glieder seien Ke, 
KL, Kd. Man errichtet über Kd einen Halbkreis, trage Ke von K aus 
auf Kd ab, errichte 
in c eine Senk- 
rechte; verbinde 
KL durch eine un- 
endliche Gerade x; 
die Verlängerung 
von Kd sei 2; dann 
errichte man ab- 
wechselnd in d auf 


2, in m auf x, in 
f wieder auf z u. s. w. eine Senkrechte. Km, Kf, Kn, Kg in inf. sind 
die weiteren Glieder der Progression. 


V. Aufgabe. Eine gegebene Strecke nach dem goldenen Schnitt (em 
moyenme et extröme raison) zu teilen. 
b— s:c=r:l, 
das © heilst mediane. 


i ., b | : 
Man beschreibe mit 2 als Radius einen Kreis; nachdem man im End- 


punkt eines Durchmessers eine Senkrechte gleich b errichtet hat, ziehe man 


durch den andern Endpunkt von b eine Durchmessersekante. Ihr Abschnitt 
aufserhalb sei «. 


Die ganze Sekante ist # + b, 5 ist Tangente, also: 
e:b=b:c-+b 
b:ca=x2-+b : b (permutando) 
b—x:a=m : b (dividendo). 

Wenn man einer so geteilten Strecke ihre Mediane anfügt, erhält 
man wieder eine im äufsern und innern Verhältnis geteilte, deren Mediane 
die ursprüngliche Strecke ist 

b— ze : s=ux:b 
b: x=u0-4+b:b (componendo), 
also ist 5 + x durch 5b nach dem goldenen Schnitt geteilt. 

Auch teilt der kleinere Abschnitt, die Mediane (den gröfseren) einer 
so geteilten Strecke, wieder „en moyenne et extröme raison“; der kleinere 


Abschnitt möge % heilsen, die Mediane x, die ganze Strecke db. Zu be- 
weisen ist: 


K—Yy—=Yy:E. 
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Man hatte aber 
” yııe=mı: yHtae 


b 
permutando a: y=yte:a 
dividendo xy: y=y:ı% 


Hat man also eine so geteilte Strecke, so kann man daraus eine 
00 Menge gröfserer und kleinerer ebenso geteilter ableiten. 

Das sei ein neuer und sehr schöner Beweis für die Teilbarkeit einer 
Streeke ins Unendliche. 

Hier hat Arnauld in schöner Weise die fünf Jahre vorher durch 
Pascal entdeckte Methode der vollständigen Induktion gehandhabt.) 

Die sechste Aufgabe heilst: Wenn man die Länge der Schenkel eines 
Winkels kennt, welcher die Hälfte eines jeden Winkels an der Basis sein 
soll, die Basis zu konstruieren. 

Lösung: Man beschreibe mit der gegebenen Schenkellänge als Radius 
einen Kreis und teile den Radius nach dem goldenen Schnitt. Die Kreis- 
sehne, welche gleich dem gröfseren Abschnitt des Radius genommen wurde, 
ergiebt die verlangte Basıs. Also die Konstruktion der 
Zehneckseite. ” 

Beweis: Es sei e der Teilpunkt des Radius; man 
verbinde ce und d; man hat nun nachzuweisen, 1) dafs 
IK=<Xedb; 2) dals I cdb = 3%. bak ist. 

Ex construct. ist be:bd=bd:bK, also sind die 
beiden Basen cd und Kd des X b antiparallel und 
folglich X K = X bde. 

2) Die Abschnitte be und eK der Basis bK des 
Winkels bdK verhalten sich wie die Schenkel dieses 


Winkels, da Kd= Kb und bd=cK ist; also ist Winkel BdK halbiert 
durch cd. 


Den Schlufs des XI. Buches bilden einige Beispiele inkommensurabler 
Strecken. 


1) Seite und Hypotenuse im gleichschenkligen rechtwinkligen Dreieck. 
2) Wenn die Hypotenuse und eine Kathete sich wie z:2 (ganze Zahlen) 
verhalten, soll man beurteilen, wann das Verhältnis der Hypotenuse und 


der andern Kathete rational ist. Die Bezeichnungen entnehmen wir aus 
der Figur 


1) Nach brieflicher Mitteilung von Prof. G. Vaeca in Turin an Herm 


(eh. Hofrat Cantor besals Maurolycus schon 1575 die vollständige Induktion 
als Methode und erkannte voll deren Wert. 
Abh. z. Gesch. d. math. Wissensch. XIV. 19 
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—h.c.k und -—h.d.t, 


h “a 
eg’ 
also | # 
h E* 
% E 1 3 
ferner ] u k 
i—KR 
i=h—k; ee Va a 
h h h 
also F 
EI denn. oder h:ıl= ar: (a? — 2?) 


ist also x? — 2° Quadratzahl, dann verhalten sich % und 2 wie zwei 
Quadratzahlen zu einander und dann ist k und d 
kommensurabel. 

3) Wenn eine Kathete aliquoter Teil der 
Hypotenuse ist, so sind Hypotenuse und zweite 
Kathete inkommensurabel. 

Den Gegenstand des XII. Buches bilden die 
Figuren im allgemeinen hinsichtlich ihrer Win- 
kel und Seiten. Wir haben Arnaulds Begriff der Figur schon oben 
kennen gelernt, die Seiten sind ihm Begrenzung. 


Fig. ®. 


Inbezug auf dieselben hat man einzuteilen in 

1) rectilignes 

2) eurvilignes (krummlinige) 

3) mixtes (gemischtlinige). 

Arnauld macht hier auf eine Art Dualität aufmerksam: ein Winkel 
erfordert zwei Gerade; an einer Seite der Figur liegen zwei Winkel. 

Die geradlinigen Figuren unterscheidet er in solche „qui ont quelgque 
angle rentrant“, das sind Vielecke mit einspringendem Winkel, und andere 
„dont tous les angles sont sarllants“, 

I. Theorem: Jedes »-Eck kann in » — 2 Dreiecke aufgelöst werden. 

U. Theorem: Die Summe der Winkel im »-Eck ist (2» — 4) Rechten gleich. 

Die Figuren werden eingeteilt in „equwiangles“ und „equwilateres“. Die 
mit beiden besonderen Eigenschaften heilsen „regulieres“; dazu gehört 
der Kreis. 

Kongruente Figuren heilsen „tout-egales“. Dieselben sind ein spezieller 
Fall der „semblables“. Für letztere gilt der Satz: Die Perimeter ähnlicher 
Figuren verhalten sich wie homologe Seiten derselben. 

Sind die Perimeter zweier Figuren gleich, so heifsen sie „isoperimetres“. 

Im folgenden werden besonders ein- und umgeschriebene Polygone 
untersucht. Dafür gilt zunächst der Satz: Une figure inseritte au cerecle 
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En 


ne scauroit re equiangle quelle ne soit eqwilaterale ou absolument ou alter- 
nativement; et en ce dernier cas, Ü faut que le nombre des costez soit pair. 

Bemerkenswert ist ım Beweise die Wendung: Car afın que ...äl 
faut et il suffit (ist notwendig und hinreichend). Für die umgeschriebenen 
Figuren gilt der Satz: Eine umgeschriebene Figur kann nur gleichseitig sein, 
wenn sie zugleich gleichwinklig ist, sei es absolut oder alternativ. 

Als vierten Satz finden wir: Jedes reguläre Polygon kann einem 
Kreise ein- oder umgeschrieben werden. Zum Beweise wird durch drei Ecken 
der Figur ein Kreis gelegt und nachgewiesen, dafs successive die Ver- 
bindungsstrecke jeder folgenden Ecke mit dem Centrum dieses Kreises dem 
Radius desselben gleich sein mulfs. 

Es wird sodann gelehrt, wie man den Polygonwinkel einer regulären 
eingeschriebenen Figur bestimmt. 

Die Geometer betrachten den Kreis als reguläres Polygon unendlich 
grolser Seitenzahl. Der Bogen über einer Seite ist demnach unendlich klein, 
infiniment petit. Der Polygonwinkel ist demnach 180°. 

Bemerkenswert für die Frage des Contingenzwinkels ist hier die Stelle: 
Aussy il est vray que Vangle du raion sur la eirceonference d’un cerele est 
droit en sa muaniere, pwisque le raion coupe perpendieulairement sa circon- 
ference; et que si cet angle est plus pelit quun droit ce n’est que lespace 
qui est entre la tangente et la circonference qui est plus petit que tout angle 
aigu quoiqgWil n’y ait point d’angle aigu qui ne puisse estre divise en une 
infinitE de plus petits. 

Der nächste Satz heilst: In zwei regulären »-Ecken stehen die Radien 
der ein- und umgeschriebenen Kreise, die Perimeter und Seiten (also raion, 
raion droit, eirewit und coste) im gleichen Verhältnis. Als zweiter Corollar: 
Kreisumfänge verhalten sich wie die betreffenden Durchmesser. 

Hübsch sind hier wieder die Grenzbetrachtungen: Car plus ces poly- 
gones ont de costez, moins il y a de difference entre la eirconference du 
cerele et leur eircuwit. Et ainsy quelque petite que soit une ligne donnede, 
quand ce ne seroit que la centmillidme partie de l’Epaisseur d’une 
feuille de papier, on peut concevoir un polygone de tant de costez 
inserit dans l’un et dans l’autre cerele, que la difference de son 
eireuit d’avee la eirconference de ces cereles sera moindre que 
cette ligne donnee. 

Or de quelgque grand nombre de costeg que soient ces poly- 
gones, leurs eireuits sont toujours en meme raison que les diametres. 

Done on doit conelure par une analogie tres certaine, que les 
eirconferences sont aussy en meme raison que les diametres, 

Für die Konstruktion der regulären »-Ecke giebt Arnauld die Regeln: 

19* 
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1) Kann man die »-Eckseite konstruieren, so kann man es auch für 


die vn-Eckseite; wo die » von v—=2 an in geometrischer Progression 


des Quotienten 2 aufeinander folgen. 

2) Kennt man die Konstruktion des eingeschriebenen »-Ecks (une cer- 
taine espece d’une figure requliere), so kennt man das umgeschriebene # -Eck. 

Zum Schlusse wird die Konstruktion der Quadrat-, der Sechseck-, 
Dreieck-, Zehneck-, Fünfeckseite, endlich der Fünfzehneckseite als Differenz 
der Zehneck- und Fünfeckseite gelehrt. 

Im XIII. Buch werden speziell Vierecke und Dreiecke behandelt. 

Da die Beite eines jeden Dreiecks Basis des gegenüberliegenden Winkels 
ist, so können die für Winkel und deren Basis abgeleiteten Sätze unmittel- 
bar auf das Dreieck angewandt werden. 

Zunächst wird der Satz über die Winkelsumme rekapituliert.') 

Jedem Dreieck läfst sich ein Kreis umschreiben. Daraus ersieht man 
unmittelbar, dafs der gröfsten Seite der gröfste Winkel gegenüberliegt; 
denn diese stützt den gröfsten Bogen des umgeschriebenen Kreises, welcher 

’ eben jenen gröfsten Winkel milst, 

Der Satz, dafs die Winkelhalbierenden sich 
in einem Punkte schneiden, wird so bewiesen: 

Die Halbierungslinien der Winkel bei ce 
und d cp und dg mögen sich in r schneiden; 
ich behaupte, dafs br den Winkel 5 halbiert. 
Da Winkel d halbiert ist durch dq, so ver- 
hält sich 
$ db:bgq=de:cg, 


ie. 21 


1] 


betrachtet man dq als Basis des Winkels bei e, 
der durch er halbiert ist, so gilt ebenso: 


cd: ceqg=är:gr, 
also db:bq = dr:gr, 
und demnach halbiert br den Winkel bei db. Dabei ergeben sich noch die 
weiteren Proportionen für Winkel b: 


brırs =bd:ds 


brıyg mbe:ca 

1) Der Beweis Arnaulds ist im neunzehnten Jahrhundert von M. A. Transon 

in den Comptes rendus hebdomuires Tom. 73, 1871 gegen die Nicht - Euklidische 

(reometrie ins Feld geführt worden. Wir haben die Stelle eingesehen. 
Transons Verweis auf Arnauld wird von Paul Stäckel 


in seinem 
Buche: Die Theorie der Parallellinien Leipzig 1895 p. 231 erwähnt. 
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für Winkel ec: 

erırp=cd:dp 

erırp=cb:bp 
für Winkel d: 

drırg=db:bg 


drırg =de:ca. 


Einige Konstruktionsaufgaben folgen. 

Unter der Überschrift: „Triangles comparez“ erscheinen die vier Kon- 
gruenzsätze. Sie werden mit Hilfe des umgeschriebenen Kreises und Parallel- 
räumen bewiesen. Die nächsten Sätze betreffen ähnliche Dreiecke; sie 
werden möglichst eingeschränkt und hierfür auf die beiden Bücher über 
proportionale Strecken verwiesen. Arnaulds Einteilung der Dreiecke haben 
wir bei Besprechung der Logik wiedergegeben. h 

Das nächste Theorem ist das vom gemeinsamen \ 
Schnittpunkt der Perpendikel aus den Ecken auf die 
gegenüberliegenden Seiten (Höhenpunkt). Zwei der 
Perpendikel dm und cr mögen sich in p schneiden; m } Qt 
ich behaupte, dals auch bo, die Gerade durch den 
Schnittpunkt p jener, | zu de ist. Die Dreiecke cbn 
und dbm haben einen Winkel gemein; aufserdem * BB; r . 
sind sie rechtwinklig; also <JIben und S-bdm ie 
gleich, folglich sind auch die Dreiecke bdm und cpm ähnlich (weil egui- 
angles), also 


dmimce—=mb:mp, 
alternando 


dm:mb = me:imp, 


also sind die Dreiecke bmp und dmec ähnlich, weil zwei Seiten in Pro- 
portion stehen und der eingeschlossene Winkel ein rechter ist, also 
mbp = J.mde; ferner sind die Winkel mpb und opd als Scheitel- 
winkel gleich; also Dreieck mpb ähnlich dem Dreieck opd; aber I pmb 
ex const.—=R also auch <{ pod; q. e.d. 

Durch die Perpendikel entstehen zwölf Dreiecke, sechs grolse, die zu 
Hypotenusen die Seiten des ursprünglichen besitzen, die sich gegenseitig 
teilweise überdecken, und sechs ganz getrennt liegende, deren Hypotenusen 
die Abschnitte der Transversalen gegen die Ecken hin sind. Diese zwölf 
Dreiecke sind zu vier und vier ähnlich. 

Dabei ergeben sich einige bemerkenswerte Proportionen. 

1) Ein Schenkel eines Winkels und sein Abschnitt gegen den Scheitel 


sind reziprok zum andern Winkelschenkel und dessen entsprechendem Ab- 
schnitt. 
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2) Die Abschnitte einer Seite, welche durch das zugehörige Perpen- 
dikel gebildet werden, sind reziprok zum ganzen Perpendikel und dessen 
Abschnitt gegen die Seite him. 

Der nächste Passus lautet: Des triangles rectangles. Wir {inden hier 
den Satz: Im rechtwinkligen Dreieck, wo einer der spitzen Winkel = 30° 
ist, ist die ihm gegenüberliegende Kathete die Hälfte der Hypotenuse, und 
diese Kathete ist der Sinus von 30°, 

Der Beweis wird durch Verdoppelung des Drei- 
ecks geführt, sodals ein gleichseitiges entsteht. 

Konstruktionsaufgaben über rechtwinklige Drei- 

ecke aus gegebenen Stücken folgen. 
e d Für gleichschenklige Dreiecke erwähnen wir den 
Satz: Wenn zwei Dreiecke ähnlich sind und die Basis 
des einen Seite des andern ist, so ist diese Strecke 
mittlere Proportionale zwischen der Seite des gleich- 
schenkligen Dreiecks, dessen Basis sie ist, und der 
Basis der zweiten, wovon sie Seite ist. Denn, da 
die Dreiecke ähnlich sind, so verhält sich be: cd 
= cd:df oder --be.cd.df. 

Der zweite Abschnitt von XIII handelt von den Vierecken. Seiten, 
die demselben Winkel anliegen, heifsen „costez angulaires“. 


& 


f 


Fig. 23, 


1) Satz: Jedes Viereck, dessen Summe gegenüberliegender Winkel 
—= 2R ist, kann einem Kreise eingeschrieben werden, aber auch nur ein 
solches. 

Ein Viereck dieser Eigenschaft sei fbed; ich behaupte, dafs der Kreis, 
welcher durch cbf geht, auch den Punkt d treffen mufs. Denn jeder 

; Winkel 4 mit der Basis fc, der dem Kreise in 

7 dem Segmente, in welchem d liegt, eingeschrieben 

ist, ergiebt mit Sb zusammen 2R. Also Win- 

kel fge = 3 d, weil nach Voraussetzung Id 

A SS ee 5 mit Winkel b zwei Rechte beträgt. Also ist 
| —&d dem Kreise eingeschrieben. 

Die weiteren Sätze behandeln Parallelo- 
gramme. Den Schlufs bildet die Klassifizierung 
der Parallelogramme in einer Tabelle. 

REN Den Schlufs des ganzen XII. Buches bildet 

der Satz über das „Pentagone“: Zwei Diagonalen 
des regulären Fünfecks teilen sich gegenseitig nach dem goldenen Schnitt, 
und der grölsere Abschnitt ist; gleich der Fünfeckseite. 


Beweis: Jede Fünfeckseite stützt einen Bogen von 72°. Also ist 
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der Peripheriewinkel, wie z. B. bde, der sich auf einen solchen Bogen 
stützt, = 36°. Und der Peripheriewinkel, der sich auf zwei solche Bogen 
stützt, z. B. Def, ist 72°. Ebenso ist SIDdge nach einem im IX. Buche 
bewiesenen Satze und ebenso sein Scheitelwinkel 
— 72°; also bg = be. 

Also ist der Winkel cbg nach einem früher 
bewiesenem Satze ein solcher, dals die Basis an 
die Seiten (den Winkelschenkel) angefügt eine 
nach dem goldenen Schnitt geteilte Strecke er- 
giebt, d. h. 

bd:bg = bg:yd. 

Das XIV. Buch lehrt die Inhaltsberechnung er 
ebener Figuren (Des figures planes considerdes de 
selon leur aire). Voraus geht in einer „Idee generale de la mesure des 
surfaces“ die Begrifisbestimmung des Inhalts, Wir heben daraus die Sätze 
hervor: Längen werden gemessen durch eine Strecke, die den Abstand 
zweier Punkte liefert; daher können krumme Linien nur durch Beziehung 
auf geradlinige Strecken gemessen werden. Ebenso können krumme Öber- 
flächen nur durch Zuhilfenahme von Ebenen ausgemessen 


pr 


werden. Der 
Inhaltsberechnung kann man das Parallelogramm zugrunde legen, da dieses 
seine Länge und Breite direkt liefere; noch besser das Rechteck; oder 
endlich das Quadrat; „comme la mesure est d’autant plus parfaite quelle est 
plus simple“. Als Axiome werden ferner vorangeschickt: Quadrate über 
gleichen Strecken sind inhaltsgleich: „car il ne peut y avoir de difference 
que de situation“; ebenso Rechtecke gleicher Basis und gleicher Höhe. Das 
Quadrat über einer Strecke heilst: „puissance de cette ligne“, auf diese 
Axiome wird die Anwendung der Regeln über die Multiplikation der gran- 
deurs complexes gestützt bei Inhaltsberechnungen. Alle Sätze in Euklids 
zweitem Buche seien Anwendungen des Satzes: Das Produkt zweier Grölsen 
ist gleich dem Produkt der einen in die Summe der Teile des andern. 


Arnauld verifiziert diese und ähnliche Sätze in geometrischer Weise, z. B.: 
+++ + tete 

2be + 2bd + 2bf-+ 2by 

2ed + 2ef + 2cg 

2df + 2dg 

2fg 

(a+bV? = ala+b) + bla-+b) 

(a+b? = a? + b’ + 2ab. 


++++ 


ferner 


und 
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Rechtecke gleicher Basis (Höhe) verhalten sich ihrem Inhalte nach 
wie ihre Höhen (Basen). „Ähnliche Rechtecke stehen inbezug auf ihre 
Inhalte im (zusammengesetzten) doppelten Verhältnis entsprechender Seiten“ 
heifst: Ihre Inhalte verhalten sich wie die Quadrate homologer Seiten. 

In einer „Application de cette doctrine generale & quwelgues lignes parti- 
culieres quW’on a fait voir cy devant estre proporlionelles“ werden der Sehnen-, 
Sekanten-, Tangentensatz und die Sätze über das rechtwinklige Dreieck in 
Form von Produktensätzen ausgesprochen. 

Der pylhagoräische Satz wird so bewiesen: Die Hypotenuse sei %, ihre 
Abschnitte m und », die Katheten 5 und d, also 


=h.bdb.m wnd —h.d.n, 
also, da hm=bb und hn=dd, 
so ist 


hh=bb -+ dd 
und ausgesprochen: 
La diagonale d'un recetangle 


peut (!) autant que les quarrez 
des deux costez. 


Als vierter Corollar erscheint der Satz: Im gleichseitigen Dreieck ver- 
hält sich das Quadrat über der Seite zum Quadrat der Höhe wie 4:3. 


Als sechstes Theorem: Das Quadrat über der Basis eines spitzen 


Winkels ist gleich der Summe der Quadrate über den beiden Schenkeln 
vermindert um das doppelte Rechteck aus dem einen der Schenkel, auf 


welchen man vom andern Endpunkt der Basis ein Lot fällt, und dem da- 
durch entstandenen Abschnitt auf dem Schenkel gegen den Scheitel des 


spitzen Winkels hin. 


Beim Beweis unterscheidet Arnauld zwei Fälle: Jener Schenkel, auf 
welchen das Lot gefüllt wurde, macht mit der Basis einen spitzen oder 
stumpfen Winkel. 


Beweis. Erster Fall: 
d=x2-+y 
bb=pp-+ yy 
ce=pp-+ xx 
dd=z2 7 yy+ 2y8. 


ii bb + 2x + 2yr = cc + dd, 
da zed—y, 

END ze —=ı1d — ıy, 

also 


xx + ay = de 
2x5 + 20y = 2dr, 
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er bb —=cc+dd— 2de. 
Zweiter Fall: 
s=d+y 

pp = Ct — geh 

pp = cc — dd — yy — 2dy 

bb=pp + yY; 
also: bb = ce — dd — 2dy 

bb=cc-+ dd — 2dd — 2dy, Fig. 2. 
” s=d-+y 

dd + dy=dx und 2dd- 2dy = 2dr, 

also: 


bb=ce + dd — 2dr. 

Das VII. Theorem enthält den entsprechenden Satz für den stumpfen 
Winkel. 

Die beiden folgenden Theoreme sind die Corollare der beiden vorher- 
gehenden für einen stumpfen Winkel von 120° und einen spitzen von 60°. 

Das X. Theorem heifst: Das Quadrat über der Fünfeckseite ist gleich 
der Summe der Quadrate über der Zehneckseite 
und der Sechseckseite. 

Zum Beweise weist Arnauld nach: 1) dals 
die Sechseckseite bc mittlere Proportionale zwischen 
der Fünfeckseite bd und deren Abschnitt br ist. 
(Denn I reb = 54°; also Dreieck bde und bre 
gleichschenklig und ähnlich.) 

2) Die Zehneckseite dg ist mittlere Propor- 
tionale zwischen der Fünfeckseite bd und deren 
kleinerem Abschnitt dr. (Da r ein Punkt der 
Mittelsenkrechten von gd ist, so ist rg = dr, also die Dreiecke dgb und drg 


gleichschenklig und ähnlich; daraus nach einem im früheren bewiesenen ‚Satze 


Fig. 28, 


db:dg=dg:dr, 
db-dr=dg? und nach 1) db-br=be; 
dadb=dr-+ rb ist, so wird [nach der Formel 
(dr + rb)? = [dr + rb]ar + [dr + rbjrb = db?) 


also 


— — —— mn 


db db 
d®—=dg® be q.e.d.) 
Das XI. Theorem lautet: Ist eine Strecke nach dem goldenen Schnitt 
geteilt, so ist das Quadrat über einer Strecke, welche die Summe der Hälfte 


der ursprünglichen und deren grölserem Abschnitt ist, fünfmal dem Quadrat 
über der Hälfte der ursprünglichen gleich. 
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Es sei eine gegebene Strecke d'), der gröfsere Abschnitt b, die Hälfte 

von d gleich m, der kleinere Abschnitt ce, dann ist 
d=bb md dd=bd+-cd=bd-+ bb, 

dd=4Amm ud ?2mb=bd, 

(m + b)? = mm + bb + 2mb 
mm + bb + db 
mm + dd 
mm 4 Amm 
= Hmm g. e.d. 


aber 


| 


| 


XI. Theorem: Une ligne estant divisce en moyenne et exirdme raison, 
la ligne composdce de la „petite portion et de la moitie de la plus grande 
peut 5 fois le quarree de la moitid de la plus grande. 

Der dreizehnte Satz endlich ist: In einer nach dem goldenen Schnitt 
geteilten Strecke ist das Quadrat über der ganzen Strecke vermehrt um 
das Quadrat des kleineren Abschnitts dreimal dem Quadrat über dem 
gröfseren Abschnitt gleich. 

Beweis: 

d=b-+c und +d.b.e, 
dd=bb-+ cc -+ 2cb 
dd+ce=bb + 2cc + 2ch 
2cc + 2cb = 2bb 


da ee + cb =bb (da bb = ed), 


also 
dd-+ cc = 3bb gq. e.d. 

Den Schlufs des Buches bilden Aufgaben: Quadrate zu vereinigen, 
d. h. ihre Summe zu bilden; Rechtecke in Quadrate zu verwandeln; eine 
Strecke so zu teilen, dafs das Quadrat über dem gröfseren Abschnitt zum 
Rechteck aus der ganzen Strecke und dem kleineren Abschnitt in gegebenem 
Verhältnis steht (m : »). 

Man hat 


1) eine Strecke zu konstruieren, welche sich zu d wie m zu n verhält; 
sie sei c; 


2) die mittlere Proportionale zwischen e und d zu konstruieren, sodafs 
cd = pP: 

3) einen Kreis zu konstruieren mit ce als Durchmesser und p als Tan- 
gente; die Sekante an denselben vom Endpunkt von p aus liefert durch 
ihren äufseren Abschnitt x den gesuchten Abschnitt = der gegebenen 


1) Man hat zu beachten, dafs bei Arnauld z.B. de bald eine Strecke de 
bedeutet, bald das Rechteck dc; hier ist das letztere gemeint. 
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Strecke d. Es ist leicht zu beweisen, dafs 


@:dy=mın, 
denn 

d— xz=y, also cd —cx=cy, 
ferner cd=pP und f=iü- er, 


also auch 2? + cx = cd 


med — cr =cy 
und eyidy=c:d 
eYdem:n, 
also 


a:dy=m:n. q.e.d. 

Im siebenten Probleme wird die 
Wurzel der Gleichungen: 

yy=b’+yd, 

2) db? — ud, 

3) P—=yd— b? oder = ad — b? 
konstruiert. 

Beweis für „==b?’-+yd. In diesem 
Falle ist die ganze Sekante die verlangte 
Strecke y; 


denn y=ce+td 
= ya yd 
= ey 

also R 


Beweis für #—=b?— xd. Die gesuchte Strecke x ist hier der äulsere 
Abschnitt der Sekante; 


denn zb=bir d, 
also A ; 
2: -+-xd=2 oder "—=b? — xd. 
Für y? = yd — b? zeichnet Arnauld die nachstehende Figur. 


r d. 4 : Bas 
Für 5b > — ist die Konstruktion unmöglich. 


x und 4 genügen beide der Aufgabe; 


denn 
d=ce+y und ay=b° 


22 + 2y=xd und yy+ ay = yd, 


also 


Fig. 30. 


zz = zd—ıy oder 2x2 = ıxd — b? 


und yy=yd—ay oder yy=yd — b. 


Der Titel des XV. und letzten Buches heilst: „De la mesure de laire 
des parallelogrammes, des triangles et d’autres polygones“. 


300 Zweites Kapitel. 


Hier interessiert uns besonders, was Arnauld von der neuen „Geo- 
metrie der Indivisibilien“ sagt. 

„Obwohl die Geometer einig darin sind, dafs die Gerade nicht aus 
Punkten, die Fläche nicht aus Linien, noch der Körper aus Flächen besteht, 
so hat man doch seit kurzer Zeit einen Kunstgriff aufgefunden, um eine 
Unmasse von Dingen zu beweisen, indem man die Oberflächen als «us 
Linien, den Körper aus Flächen zusammengesetzt betrachtet, Ich habe nichts 
darüber Geschriebenes zu Gesicht bekommen, hier aber setze ich auseinander, 
wie ich mir die Sache zusammenreime, indem ich mich auf Flächen beschränke. 

Die Grundlage dieser neuen geometrischen Methode ist, den Inhalt eines 
Flächenstücks als die Summe der Linien anzusehen, welche es erfüllen; 
sodafs zwei Flächenstücke als gleich angesehen werden, wenn beide von der 
gleichen Summe gleichartiger Linien erfüllt sind; sei es, dafs eine jede der 
einen Summe gleich ist einer jeden der andern Summe, oder dafs ein Aus- 
gleich stattfindet, sodafs zwei derselben Summe, welche untereinander ungleich 
sein können, zusammengenommen zweien aus der zweiten Summe gleich sein 
können, die wieder unter sich gleich sein mögen. 

Um aber nicht zu vielen Widersprüchen Anlafs zu geben, in welche 
man leicht verfällt, wenn man sich dieser Methode bedient, hat man zu 
bemerken: 

1) Damit Linien als einen Raum erfüllend angesehen werden dürfen, 
müssen sie alle untereinander parallel sein, sei es, da/s sie Gerade sind, 
welche einen geradlinigen Raum erfüllen, sei es, dafs sie als Kreise Kreis- 
flächen oder Teile von solchen einnehmen. Der Grund davon ist leicht ein- 
zuschen. Man mufs sich also sehr hüten, andere als solche Gerade in An- 
wendung zu bringen, welche in der einen oder andern Art parallel sind. 

2) Damit man sagen kann, dafs eine Summe von Linien einer andern 
gleich sei, darf man nicht annehmen, dafs man die Zahl der Linien angeben 
kann, welche den Raum erfüllen; denn es giebt keinen noch so kleinen ebenen 
Raum, der nicht von einer unendlichen Anzahl erfüllt ist; sondern darin 
liegt das Wesen der Sache, wenn man sagt, dafs zwei Liniensummen gleich 
seien, dafs die eine Gesamtheit sowohl als die andere zwei gleiche Strecken 
lotrecht schneiden; denn es liegt kein Grund vor, anzunehmen, dafs man 
durch eine der gleichen Strecken mehr Gerade senkrecht hindurehgehen lassen 
könne als durch die andere. Denn aliquote Teile der einen werden bis ins 
Unendliche immer gleich sein denselben Aliguoten der andern, und man wird 
durch die Teilpunkte hüben und drüben gleich viele unter sich parallele 
Geraden ziehen können, welche hüben und drüben einen gleichen Parallelraum 
begrenzen werden. Hiervon hängt die Wahrheit dieser Methode ab (sie 
besteht nicht darin, dafs das Continuum aus Indivisibilien zusammengesetzt 
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sei, wie einige behaupten); und dies hat Veranlassung gegeben, diese Methode 
“Geometrie des Unendlichen’ zu heifsen.“ 

Wörtlich aus den Nouveaux Klemens. 

In fünf Theoremen setzt Arnauld nach der neuen Methode die 
Gleichheit von Parallelogrammen gleicher Basis und Höhe, von Dreiecken, 
ihr Inhaltsverhältnis bei gleicher Basis (Höhe) auseinander. Wir geben nur 
das fünfte, als das interessanteste, wieder: Der Kreis ist an Inhalt gleich 
einem rechtwinkligen Dreieck, dessen eine Kathete dem Radius, dessen 
andere dem Kreisumfang gleich ist. 

Beweis. Der Kreis sei um d mit Radius db beschrieben. Die Tan- 
gente in b sei dem Kreisumfang gleich. Zieht man durch alle Punkte des 


Fig. 31. 


Radius konzentrische Kreise, so werden sie die Kreisfläche erfüllen; sie sind 
alle parallel und werden durch den Radius lotrecht geschnitten. Zieht 
man durch die Durchschnittspunkte des Radius Parallelen zu be, so werden 
diese das rechtwinklige Dreieck erfüllen. Die Summe der konzentrischen 
Kreise und dieser Parallelen ist aber dieselbe, denn durch jeden Punkt des 
Radius, durch welchen einer der konzentrischen Kreise geht, kann man 
eine Parallele ziehen und umgekehrt. Der durch einen und denselben 
Punkt gehende Kreis und die zugehörige Parallele sind aber an Länge 
gleich, wie man sieht, wenn man einen ganz beliebigen prüft, z. B. den 
durch f; denn 

durch 5b. Kreis(umfang) 
bd.df:: durch f 


(in ähnlichen Dreiecken aber auch: | be.fg 
also Kreis(länge) durch b : Kreis(länge) durch f= be: fg. 
alternando: Kreis durch b: be — Kreis durch f: fg, 
nach Voraussetzung ist aber Kreis durch 4 = be, also muls Kreis durch f 
auch = fg sein. 


Auf den letzten Seiten (S. 311 


323) des ganzen Werkes wird die 
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Inhaltsberechnung in der herkömmlichen Weise gelehrt („Methode commune“). 
Wir finden die bekannten Sätze über den Inhalt der Parallelogramme, Drei- 
ecke und ähnlichen Figuren. Z. B. ähnliche Figuren verhalten sich ihrem 
Inhalte nach wie die Quadrate homologer Seiten. Wir heben die Verallge- 
meinerung des pythagoräischen Satzes (proposition des quarrez) hervor. 
Konstruiert man über den Katheten und der Hypotenuse ähnliche Figuren, 
so ist die Summe der ersteren gleich dem Inhalte der Figur über der 
Hypotenuse. Der Inhalt einer regulären Figur ist dem Rechteck aus dem 
halben Perimeter und dem Radius des eingeschriebenen Kreises (raion 
droit) gleich. Die Quadratur des Kreises wird nach Archimeds Verfahren 
mit Hilfe der ein- und umgeschriebenen regulären Polygone nochmals ent- 
wickelt. 

Reguläre Figuren derselben Art verhalten sich ihrem Inhalte nach wie 
die Quadrate der Radien der eingeschriebenen Kreise. 
sich wie die Quadrate ihrer Radien. 


Kreisflächen verhalten 


Ähnliche eingeschriebene Figuren verhalten sich ihrem Inhalte nach 
wie die Quadrate der Kreisradien. 

Den Schlufs macht die Verwandlung einer Figur von n Ecken in eine 
inhaltsgleiche von » —1 Ecken. 

Am Schluls des ganzen Werkes heifst es: „Outre que n’ayant entrepris 
ces Elemens que pour donner un essay de la vraie methode qui doit traitter 
les choses simples avant les composees et les generales avant les particulieres, 
je pense avoir satisfait ü ce dessin el awoir montre que les Geometres ont eu 
tort d’avoir neglige cet ordre de la nature en sS’imaginant qwils n’avoient autre 
chose 4 observer, sinon que les propositions precedentes servissent a la preuve 
des swivantes; au lieu qu’il est elair, ce me semble par cet essay que les Kile- 
mens de Geometrie estant redwits selon l’ordre naturel, peuvent etre aussy solide- 
ment demonstrez et sont sans comparaison plus aisez Ad concevoir et 4 retenir.“ 

Diese zuversichtlichen Worte konnte nur der sprechen, dem ein Pascal 
rückhaltslose Bewunderung gezollt hatte. 


Die Quadrati magico - magiei angeregt durch Pascal. 


Mit der Geometrie Arnaulds vereinigt erschien eine Abhandlung über 
magische Quadrate. Wir geben hier zunächst einen kurzen Rückblick über 
die Geschichte dieses zahlentheoretischen Problems. 

Ein magisches (Quadrat heifst eine Anordnung von n? Zahlen einer 
arithmetischen Progression in die n? Zellen eines Quadrats derart, dals die 


Summe jeder Zeile, jeder Kolonne, sowie jeder der Diagonalen ein und 
dieselbe konstante Grölse ist. 
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Die magischen Quadrate sollen ihren Ursprung in Indien besitzen. 
Sicher ist, dals das erste im Abendland auftretende magische Quadrat sich 
auf dem „Melencolia“ genannten Kupferstich Albrecht Dürers befindet. Es 
bildet hier ein Symbol der grübelnden Vernunft, speziell auch der Wissen- 
schaft der Zahl. Jener Kupferstich wird riach Angabe des bekannten 
Kunstschriftstellers Nagler in das Jahr 1514 verlegt. In den nächsten 
Jahrzehnten bedienten sich Männer wie Agrippa von Nettesheim und 
Theophrastus Paracelsus von Hohenheim der magischen Quadrate zu 
astrologischen und medizinisch - mystischen Zwecken auf Amuletten und 
sorgten so zur Verbreitung der Kenntnis dieser Gebilde. Das mathematische 
Interesse daran tritt uns bei Adam Riese und in Michael Stiefels 
1544 evschienener „Aritlimetica integra“ entgegen. Auf letzteren Schrift- 
steller werden wir noch zurückkommen. In Deutschland sind von bekannteren 
Namen der Mathematiker, die sich mit dem Gegenstande beschäftigten, noch 
Dan. Schwenter in seinen „Deliciae physico-mathematicae“ Nürnberg 1626 
und Johaun Faulhaber zu nennen. In Frankreich wandte „der grofse 
Reformator der unbestimmten Analytik“, Gaspard Bachet de Meziriac 
den magischen Quadraten sein Interesse zu. In seinen „Problemes plaisuns 
et delectables qwi se font par les nombres“ & Lyon MDCXXIV lehrte er 
eine von ihm geschaffene bezw. erweiterte Methode zur praktischen Kon- 
struktion magischer Quadrate, welche in der Litteratur unter der Bezeich- 
nung „Terrassenmelhode“ bekannt ist. 

Wir sind in dieser kurzen Skizze der Darstellung gefolgt, welche Sieg- 
mund Günther in seinem Aufsatze „Historische Studien über die magischen 
Quadrate“ Kap. IV seiner „Vermischten Untersuchungen zur Geschichte der 
malhematischen Wissenschaften“ gegeben hat. Dieser Aufsatz ist grund- 
legend geworden und an ihn werden wohl immer Untersuchungen und 
gerade historische Erörterungen über magische Quadrate anzuknüpfen haben. 

Nach der Würdigung von Bachets Verdiensten führt Günther fort: 

„An Bachet scheint sich auch Arnauld in seiner Geometrie angelehnt 
zu haben; sicherlich ist er nicht weit über sein Vorbild hinausgegangen. 
Wegen Mangels der Quelle können wir jedoch den eigentlichen Wert seiner 
Bemühungen nicht übersehen.“ 

Günther hat also Arnaulds Arbeit nicht vor sich gehabt. Daraus 
wird es erklärlich, wenn die wahre Sachlage sich im Widerspruch zu 
Günthers Bemerkung befindet; daher wird es erklärlich, wenn Günther 
in einer Fufsnote beifügt: „Arnaud, Nowveaux elemens de geometrie, Paris 
MDCCLXVITI“, während wir früher in unserer Bibliographie von Arnaulds 
Geometrie sahen, dafs wohl 1667 die editio princeps, weitere Ausgaben 
1683, 1680 und 1711 erschienen, dagegen 1767 keine; die zuletzt er- 
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schienene in den gesammelten Werken ist von 1783. Die Erwähnung von 
Arnaulds Arbeit über magische Quadrate bei Günther ist die einzige, 
welche sich in der modernen Litteratur findet, und dies veranlalst uns, da 
auch in Frankreich in den letzten Jahrzehnten das Interesse für magische 
Quadrate sich wieder neu belebt zu haben scheint, bier in einem Abdruck 
nebst Übersetzung die Methode unseres Autors weiteren Kreisen zugänglich 
zu machen. 

Rechtfertigt schon die Seltenheit und schwere Zugänglichkeit. des Ori- 
ginals diesen Plan, so läfst eine interessante Bemerkung, welche wir beim 
Studium des Verhältnisses von Arnauld zu Pascal machten, die Heraus- 
gabe sogar zum dringenden Wunsche werden. 

In Pascals Gesammelten Werken (Paris 1880 bei Hachette) findet 
sich Bd. III 8. 219 in jenem Programme, welches Pascal 1654 der ent- 
stehenden Pariser Akademie über seine mathematischen Arbeiten vorlegte, 
folgende Stelle: 

„Deinceps autem, si juvat Deus, prodibunt et alii tractatus 
quos omnino paralos habemus, et quorum sequuntur tituli: De 
numeris magico magicis; seu methodus ordinandi numeros omnes in 
quadrato numero contentos, ita ut non solum quadratus totus sit magieus; 
sed quod diffieilius sane est, ut ablatis singulis ambitibus religuum semper 
magicum remaneat, idque omnibus modis possibilibus, nullo omisso.') 

Diese bisher nicht beachtete Stelle ist ein neuer Beweis des Zusammen- 
arbeitens von Pascal und Arnauld auf mathematischem Gebiete; denn 
will man nicht geradezu annehmen, in der in Rede stehenden Arbeit 
Pascals verlorenen Traktat vor sich zu haben, so kann man nur an eine 
Parallelarbeit Arnaulds denken, welche wieder durch Pascal angeregt 
war. Sind durch Edmund Lucas’ Aufsatz im Journal de mathem. elem. 
1887 „Les carres magiques de Fermat“ die Arbeiten Fermats auf diesem 
Gebiete aufgehellt worden, so hoffen wir durch unsere Publikation das Bild 
der Leistungen des französischen Dreigestirns Fermat—Pascal—Arnauld 
über magische Quadrate zu vervollständigen. 


1) In dem Privilege du Roy, welches nur die erste Ausgabe von 1667 ent- 
hält, finden sich an Stelle des Autors die Initialen par M.D.M.@G.B. Sollten 
sie sich auf Pascals Anteil an den magischen Quadraten beziehen und etwa 
zu deuten sein: par M.de Montalte, Geometre beni, brillant, oder dergleichen? 
Herr Paul Tannery, einer der besten Kenner der Geschichte des XVII. Jahrh., 
ist der Ansicht, dafs jene Initialen nur die Mittelspersonen bedeuten, welche das 
Privilege auswirkten. Wir haben also etwa an den Freund und Bekannten 
Pascals: M. de Montigny, Gentilhomme Bretonnois, zu denken. 


SOLVTION 


DUN DES PLUS CELEBRES 
ET DES PLUS DIFFICILES 


PROBLEMES 
DARITHMETIQUE, 
APPELLE COMMUNEMENT 


LESQVARREZ 
MAGIQUES. 


Abh. z. Gesch. d. math. Wissensch. XIV, 20 
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Solution dun des plus celebres ei des plus diffieiles Problemes d’Arith- 
metique, appelldE communement Les Quarrez magiqwes. 


$ 1. Ce que c'est que ce probleme. 

I, Ayant un quarre de cellules pair ow impair. Ei Fayant remply de 
chiffres ow selon Vordre natwrel des nombres 1.2.3.4 ete. Ou de quel- 
qwautre progression arithmetique que ce soit, comme 2.5.8.11.14 ec. 

Disposer tous ces chiffres dans un autre quarrd de cellules semblables 
a celuy la, en sorte que tous les chiffres de chaque bande soit de gauche ä 
droit, soit de haut en bas, soit mesme les deux diagonales, fassent towjours 
la mesme somme. 

Soient pris pour exemples les quarrez d’onze pour les impairs et de 
douge pour les pairs, comme on les peut voir dans les figures qui sont Aa la 
fin de ce Traitte. 


$ 2. Considerations sur les Quarres naturels. 
II. J’appelle quarres nalurels ceux oW les chiffres sont disposez en 
progression arithmetique en commencant par les plus petits. 


Sur les Quarrez impairs. 
III. Dans le miliew du quarre impair Ü y a une cellule qui en est le 
centre. _ Le chiffre qui est dans cette cellule. soit nomme centre et margque par c., 
IV. De tous les autres chiffres la moitid sont plus petits et les autres 
plus grands que le centre. Les uns soient appellez simplement petits et 
les autres grands. 


V. Les cellules autour du centre soient appellees 1” enceinte. 


Autour de la premiere enceinte, 2* enceinte. 
Autour de la seconde enceinte, 3° enceinte, 


Et ainsy de suite. 

VI. Les emeeintess 1-3-5.7:.9 ete. soient appelldes enceintes im- 
paires. 

Les 2:4-6-.8-10 eic. enceintes paires. 

VII. Il est important de considerer dans chaque enceinte oü sont les 
petits chiffres, ei ou sont les grands. Les petits sont premierement dans 
toute la bande d’enhaut, qui est de 3 dans la 1” enceinte, de 5 dans la 
2, de 7 dans la 3° ede. 

Secondement dans la bande ä gauche les plus hauts jusques ü celuy qui 
est vis a vis le centre inclusive. 

Troisiemement dans la bande da droit les plus hauts jusques a celuy qui 
est vis ad vis le centre exclusive. 
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Sur les Quarreg pairs. 


VIII Il n’y a point de cellule qui soit au centre. Mais on doit 
prendre pour centre la moitie de la somme que font le premier et le dernier 
chiffre. 

Et cette somme entiere s’appellera 2c. 

IX. La moitie des bandes, scavoir celles qui sont les plus hautes con- 
tiennent les petits chiffres, et les plus basses les grands. 

X. Les quatre cellules dw milieu font la 1” enceinte. 

Les cellules autour de ces quatre, la 2° enceinte. 

Celles autour de la seconde, la 2 

Et ainsy de swilte. 


enceinte. 


AI. Les enceintes 1L-3:5.7:.%9 ete. soient aussy appellees les enceintes 
impaires. 

Et les 2-4-6 etc. les paires. 

XII. Les petits chiffres sont, 

1. Dans la bande d’enhaut de chaque enceinte, 

2. Au coste gauche depuis la bande d’enhaut jusqwä la bande o% com- 
mencent les grands chiffres. 

3. Et de meme au coste droit. 


$ 3. Preparation. 
XIII. Le plus grand mystere de la solution de ce Probleme consiste 
d marquer par lettres quelques uns des petits chiffres de chaque bande. 
Quarrez impairs. 


XIV, Dans toutes les enceintes generalement marquer le coin 
ü gauche de la bande d’enhaut par 


e. 
Le coin & droit de la meme bande par 0, 
Le milieu de cette bande par Mm. 
La cellule & gauche qui est vis 4 vis le centre par 0. 


XV. Marquer de plus dans les enceintes paires 
Deux cellules dans la bande d’enhaut egalement distantes, une d’e, 
lautre d’o, par les memes lettres accentüdes. 


L’une par e. 
L’autre par ö. 
Et la cellule & gauche aw dessous d’e par @. 
Et au coste droit celle qui est aw dessus de la cellule qui 
est vis ü wis le centre par ß. 


Dans les Quarrez pairs. 
XVI. Ne rien marquer dans les premieres et secondes enceintes. 
20* 
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XVII. Dans toutes les autres generalement marquer 
Le coin ü gauche d’enhaut par 


A droit par 0. 
Le plus bas des petits nombres 4 droit par &. 
Les plus bas des petits nombres a gauche par P. 


XYVIITI. Marquer de plus dans les enceintes impaires 4 commencer par 
la 5° (qui est celle qui a 6 cellules dans la bande d’enhaut) 


4 cellules dans la bande d’enhaut, deux par 


lo. 

et deux par | : 
selon ce qui a este dit supra 15. 

A gauche marquer la cellule au dessous d’e par @. 

Et 4 droit celle au dessus d’a par 2 


$. 4. Maximes pour la demonstration de Voperation. 

XIX. Deux chiffres, Fun petit, Pautre grand, egalement distans du 
centre, el qui se joignent par une ligne passant par le centre font une somme 
egale ü deux fois le centre. 

XX. Quand un petit chiffre est marqud par une lettre, son grand soit 
nomme (quand on le voudra exprimer) par la majuseule de la me&me lettre, 
quoiqwelle ne soit pas marquee. 

Ainsy e- E font deux fois le centre. 

Et de möme «.A, ou ß.B ou 0-0. 

Seeonde Maxime. 

AXI Quatre chiffres dans la me&me bande, dont le premier est autant 
distant du 2, que le 3 du 4 sont en proportion arithmetique, 

Et par consequent la somme des exträmes est egale a la somme de ceux 
dis milien. 

Exemples. 

XXI. e-&::6-0. Done e-0=6-d. 

D’ou il s’enswit que par lout ok sont ensemble &.ö, ou bien E-ö, ou 
leurs majuscules EC ‚on peut supposer, lorsqwil s’agit de trowver des ega- 
litez avec d’autres chiffres, que c’est comme si destoit e-o, E-ÖO, parceque 
si lVegalitdE s’y trowe en supposant que dest e.o, elle ne sera pas troublee 
en remeltant &- 0, en leur place, qui valent autant que e- 0. 

XXIII. e:m:ım+-0o. Done e-o=m-m. 


Dans les Quarres pairs. 


XXIY. e-0:Bß- 4. Dune -A=o:-ß. 
Pour trouwver A. voyez supra 20. 
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Troisieme.. Maxime. 
XXV. Lorsque 4 cellules font un parallelogramme, rectangle ou non 
reclangle, leurs 4 chiffres sont en proportion arithmetique. Et par consequent 
la somme des extrömes est dgale ü la somme de ceuc du milieu. 


Exemples. 
Dans les Quarres impairs. 
AXVI. e-m::a.c. Donc e:-c=m-.a. 
XXVI. m-os:a:c. Done m-c—=0:-.. 


XXVIN o:m::c-ß. Done 0: BP =m-c. 


Dans les pairs. 
XXIX. e-0::ß-a. Done e-«a=o0-ß. 
XXX. o-ßB::0:y. Dome oa y=Bß:o. 


$ 5. Methode pour disposer magiquement le Quarr€ nature. 
XAXT Cette methode consiste en fort pew de regles; les unes generales, 
les uutres particulieres, selon lesquelles il faut transposer les chiffres dw 
quarrd naturel dans le magique. 


Premiere regle generale. 

XXXTIT Il faut disposer les chiffres par enceintes, ceus d’une enceinte 
en l'enceinte semblable, et tout le soin qu’on doit avoir d’abord, est de scavoir 
os Von doit mettre les petits nombres de lenceinte, parceque la sitwation des 
petits donne celle des grands selon les deux regles swivantes. 


Seconde regle generale. 

XXXIIT Quand on a place un petit chiffre dans un coin, U faut 
placer son grand dans le coin diagonalement oppose. Ainsi « estant place 
dans le coin gauche de la bande d’enhaut, il faudra mettre A dans le coin 
droit de la bande d’embas. 


Troisieme regle generale. 
XXXIV. Hors les coins tl faul placer les grands vis ü vis des petils 
de la bande opposee. 
C'est pourguoy il faut observer de ne mettre jamais deux petits en des 


x 


bandes opposdes vis ü vis Uun de Vautre. 


Corollaire de ces regles. 

Les chiffres estant disposez selon ces regles, 
XXXYV. Il s’eensuit 1. Que les chiffres de deuw bandes opposces pris 
ensemble, valent autani de fois e qwil y a de chiffres dans les deux bandes. 
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Car un petit et un grand valent deux fois ce. 
que de grands. Done 

XXXYI. Il s’enswit 2. Que lorsgWon a prouvd que les chiffres d’une 
bande apres cette disposition valent autant de fois le centre Wil y a de 
chiffres, cette bande est dgale a son opposde. 

XXXVII Il s’enswit 3. Que quand il y a autant de petits chiffres 
dans une bande que dans Vopposee, ei que la somme des uns est egale ü la 
somme des autres, c'est une marque assurde que la bande est egale a la bande. 

La preuve en est facile sans que je warreste a Vexpliquer. 


Or il y a autant de petits, 


Quatrieme regle generale. 

XXXVIIT Il ne faut se mettre en peine d’abord que de placer les 
petits chiffres qui sont marquez par des leitres: car cela fait, le reste se 
trouwve sans peine par cette raison. 

Dans la bande d’enhaut, dans quelques quarrez et quelquwes enceintes 
que ce soit, outre les cellules marquees par des lettres: 

Ou il ne reste rien, 

Ou il reste toüjours des cellules non marquees en nombre pairement 
pair; c’est ü dire A-8-12-16 etc. 

Et de plus, is sont toüjours 4 ü 4 en proportion arithmetique. 

Done prenant les extrömes et les mettant dans une bande, et ceux dw 
milieu dans lopposee, ils ne troubleront point legalitE qui y estoit deja par 
les chiffres marquez de lettres. 

XXXIX. Il en est de möme des deux costez droit et gauche. Car les 
petits chiffres qui restent (s’il en resie outre les marquez) sont toüjours en 
nombre pairement pair 48.12.16 etc. et de 4 en 4 en proportion arith- 
metique. 

Done comme ey dessus. 

Il n’y a done plus a se meltre en peine que de disposer les lettres. Ce 
qui se fait par les regles particulieres. 


$ 6. Regles Particulieres pour les Quarrez impairs. 
XL. Il ya deux regles pour ces quarrez, Üume pour 
& i : | . 
les enceintes impaires, et Fautre pour les paires. 
Pour les enceintes impaires. 


Au coin gauche de la bande d’enhaut mettre a 
Au coin droit de la meme bande, 


Mm 
A la bande d’embas en quelque cellule hors les 

€ coiNns , e 

Fig. 32. A la bande de costde dw costd d’e. ) 
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Demonstration. 
XLI. Il est reqwis premierement ad demonstrer que dans la bande d’en- 
haut «- E-m valent trois fois le centre. D’oü iÜ s’ensuivra quelle sera 
egale ü la bande d’embas par 36. 


Or par (26) er c=a:m 

Done e:c-E=«- E-m 
Or e-c-E=3c par 20. 
Done a-E:m==3e. 


Ce qwil falloit demonstrer. 
XLII. Requwis secondement d demonstrer que 


@-0*M valent 3c. Dow il s’ensuivra que cette Jr e I 
bande sera egale & Vopposde par 36, Fig. 38. 
Or par (27) em .t, e m 
Done mc: M=«a:0.M. } 
Or m-c-M = 3c par 20. f 
Done @-0-M=3e. 
2 1777 
Pour les enceintes paires. 
XLIII. Il suffira de les figurer out d’un coup. 5% 
Demonstration. ü Fig. “ s 
XLIV. Requis premitrement a demonstrer que 
la bande d’embas M:&:«:0-E=5e. (est ddire ® \ 
quelle vaut ensemble cing fois le centre. 0 0 
Ce qui se prouwve ainsy ß 
Par (27) 20 —=Mm-c. 
Done era 0—=e:M*c. 
Done e-m-c-M-E=€-a-6-M-E par (22) w 
Or e:m-c-M-E = 5c par 20 
Done M:d-a-d0-E= Be. ee. OE 
Fig. 35. 


Ce qu'il falloit demonstrer. 


XLYV. Requis secondement & demonstrer que dans la bande droitte 
m-0-ßBß-0-E=5ec. Ce qui se prowe ainsy: e-o—=m:m par (23) 


Donc e:0 ct =m'm.c. 

Or mmee—=m-w@+-ß. 
Parceque m-c=w:Pß par 28 
Donc e.0.ce=m'o:f. 

Done e-0-c:E-O=m-o-ß-E-0. 
Or e-0:c:-E-0=D5c par 20. 
Done m-0.:0.ß-E=dc. 


Ce qwil falloit demonstrer. 
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$ 7. Pour les Quarrez pairs. 
XLVI. On laisse ü part les deux premieres enceintes, qui ont leur 
regle particuliere. 
Pour les autres enceintes impaires. 


mn o PB XLVII. La disposition s’en figure ainsy. 
e © 
y ö Demonstration. 

XLYVIII. Requis 1. & demonstrer que les six 
chiffres de la bande d’enhaut dont quatre sont pe- 
tits, et deux grands qui viennent de & et d qu'on 

ß N a mis embas, valent siw fois le centre. Ce qui se 
ö 


prouve ainsy. 
a-A:0-0.e:-E= 6c par (RO) 
08 Or ces six lettres sont egales aux six 
o-E:a-0:0 PB. 
Car ostant les m&emes qui se trouvent de part 
et d’autre, scawoir &:0-O.E il ne restera d’un 


Fig. 36. 


oE« 0 


coste que A-e et de lautre que w-B. 
Or par (24) A-e=w-P. 
Done les sin lettres &- E:a:0:0-B = de. 
Fig. 37. XLIX. Requis 2. & demonstrer que 
ae y—=ß-erö, 
Car si cela est, les grandes seront aussy dgales aux grandes, et le tout au tout 
par (37). 

Supposant done que E-ö soient eo (supra 22) et ostant e et e de part 
et d’autre, reste d’une part @-y et de Fautre B-o qui font des sommes 
egales par (30). 

Done we y=Bß.e.6. 

Done la bande egale & la bande par (37). 


Pour les enceintes paires. 
L. La disposition en est tres facile, et se 
figure ainsy. 
Demonstration. 
LI. Elle est si facile par 22, 29 et 37 que 
je ne m’amuse pas 4 Vexpliquer. 
Cette enceinte se peut encore faire en transpo- 


sant les coins etc, 
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$ 8. Regle partieuliere pour la premiere et seconde enceinte des Quarrez pairs. 


LII. Ces deux enceintes ne sont autre chose que le quarrd de 4 qwi 
fait 16, dans lequel id y a deux sortes de bandes. 

Quatre qui font la seconde enceinte, et quwon peut 
appeller les bandes exterieures. Ei quatre autres qui 
coupent le quarre, et quon peut appeller transversales: 
scavoir la 2° et la 3° de haut en bas. 

Et la 2° et la 3° de gauche 4 droit. 

LIIT. Ce qui est cause que ces deux enceintes ne 
se peuvent pas disposer par les regles des autres, c'est 
que les 4 chiffres du milieu faisant en divers sens quatre bandes de deux 
chacune en ligne droitte, et deux en diagonale, les bandes droittes ne scauroient 
faire des sommes egales, mais seulement les diagonales. 


LIV. Or ces 16 chiffres se pouwvant disposer en tant de manieres que 

cela est presque incroyable; scavoir en plus de 20 millions de millions. 
20 : 922 : 789 : 872 : 000. 

Il ny en a proprement que 16 qui soient magiques, dest & dire oü 
toutes les bandes fassent des sommes egales (car je ne comple pas pour 
differentes dispositions celles qui ne viennent que de la differente situation 
du meme quarre). 

Et voicy comme on les trowve. 

LV. Il faut prendre towjours les chiffres 2 4 d en cet ordre. 

1. Les quatre du dedans ou interieurs. 

2, Les quatre coins exterieurs. 

3. Les deux du milieu de la bande d’enhaut, avec les deux du milteu 

de celle d’embas. 

4. Les deux du milieu de la bande ü gauche, avec les deux du milieu 

de celle & droit. 

Or chaeun de ces chiffres pris ainsy 4 4 4 (et qwWon nommera dans 
la suite par 1-23. 4) peuvent. 


Ou estre laissez en leur meme place, ce qui se marquera par 0. 
Ou estre transportez en croiw 5. Andre, ce qui se marguera par €. 
Ou directement de gauche a droit; ce qui se margquera par g. 
Ou directement de haut en bas; ce qui se marguera par h. 


LVI. Suivant ces remarques, et se souvenant de ce que signifient les 
4 nombres (1:2-3.4) et les 4 lettres (o-c-g-h) les deux tables swivantes 
feront trouver sans peine les 16 dispositions magiques dw quarre de 4: 
ou ce qui est la meme chose des deux premieres enceintes de tous les 
quarrez pairs. 
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LVII. De ces 16 dispositions magiques du quarre de 4. il! y en a deux, 
scavoir la 1° et la 6°, ou on ne change que 8 chiffres. 

Deux, scavoir la 11° et la 16°, ou on les change tous 16. 

Et 12 ou on en change 12. 

LVIII. Voicy un exemple de la 6° disposition, et un autre de la 16°. 
On laisse ü trower les autres. 


Demonstration. 


LIX. Chaque bande tant exterieure que transversale du quarrd de quatre 
(ou du quarrd compose des 2 premieres enceintes de tous les quarres pairs) 
est de 4 chiffres en proportion arithmetique. 

Ei par consequent la somme des extrömes est egale & la somme des 
MOyens. 

Soit done par exemple, la somme des extrömes de la bande d’enhaut 
appellde b, la somme des moyens qui luy est egale pourra estre aussy ap- 
pellde b, et ainsy tout la bande sera b + b. 

Et par la meme raison la bande d’embas pourra estre f + f. 

Cela estant on peut faire ces bandes egales par deux voies. 

La 1” en transposant les extrömes de lune a lautre sans changer les 
moyens. Car alors Vune deviendra f + b. 

Et Vautre b + f et ainsy seront egales. 

La 2° en transposant les moyens sans changer les extrömes. Car alors 
Vune deviendra b + f et Vautre f + b et ainsy seront encore dgales,. 

Il ne faut qWappliquer cecy a chacune de ces 16 dispositions, et Von 
verra que les transpositions que Von y fait les doivent rendre magiques. 
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$. 9. Divers Moyens de varier les Quarrez magiques. 
De ces moyens jomels ceux qui sont trop faciles & trouver et je n’en 
marqueray que deux qui sont plus importans, et qwon a pratiquez dans les 
deux exemples qu’on a donnez de quarres magiques. 


Premier Moyen. 
LX. Nous avons suwppose qu’on transporteroit les chiffres de la pre- 
miere enceinte du quarrd naturel dans la 1” enceinte du quarrd magique; 


et ceus de la 2° dans la 2°, ei de la 3° dans la 3° ete. Mais cela n'est pas 
necessaire. Car pour les chiffres marquez de lettres, il suffit de ne les transporter 
que d’une enceinte impaire da une autre quelcongue qui soit impaire, comme de 


la 5° a la 1%; et d’une enceinte paire d une paire, comme de la 6° ü la 4*. 


Second Moyen. 

LXT. Et pour tous les autres chiffres non marquez de lettres, on les 
peut transporter de quelque enceinte que ce soit ü quelque autre enceinte que 
Fon voudra; pourvu qu’on en prenne quatre ensemble qui, soient en proportion 
arithmetique, et qwon ait soin de mettre les extrömes dans une bande, et les 
moyens dans la bande opposee. 


Conclusion. 

LXII. Je pense powvoir conclure de tout ceey, quwil n’est pas possible de 
trouver une methode plus facile, plus abregee et plus parfaitte pour faire les 
quarrez magiques, qui est un des plus beaux Problemes d’ Arithmetique. 

Ce quelle a de singulier, c'est 

1. qu’on n’eerit les chiffres que deux fois. 

2. Qu’on ne tätonne point, mais quWon est towjours assurd de ce que !’on fait. 

3. Que les plus grands quarrez nesont pas plus difficiles & faire que les plus petits. 

4. Quw’on les varie autant que Von veut. 

5. Quw’on ne fait rien dont on n’ait demonstration. 

6. A quoy on peut ajoüter, que cette methode est si generale que sans 
y rien changer on pourroit resoudre sans aucune peine par la meme voie 
cet autre Probl&me qui paroist encore plus merveilleux. 

Ayant mis dans un quarre naturel tous les nombres que Fon voudra 
en progression geometrique, comme 1:2-4:.8:.16 etc. les disposer de telle 
sorte dans un quarre semblable, que tous les 
nombres de chaque bande multipliez les uns 
par les autres fassent une somme egale a celle 
que font les nombres de tout autre bande 
multiplies aussy les uns par les autres. En 
voicy un exemple dans le quarred de trois. 


Fin de Vexplication des Quarrez magiques. 
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Diskussion von Arnaulds Methode zur Bildung der 
Quadrati magico-magici. 


Der vorstehend gegebene Abdruck von Arnaulds Abhandlung zeigt, 
dals Arnauld nicht wie Bachet einfach magische Quadrate bildet, sondern 
eben die, von denen Pascal an der zitierten Stelle spricht: magisch-magische. 
Jene Stelle aus Pascals Programm von 1654, das beiläufig bemerkt auch 
Leibniz handschriftlich vorgelegen hat, er schreibt darüber unterm 12. Juni 
1675 an Oldenburg in jenem Briefe, welchen wir oben schon zu erwähnen 
hatten: Repertum est inler scripta eius (Pascalii) quoddam dedicationis genus, 
quo opera sua Geometrica et Numerica Academiae nescio cwi Parisinae (id 
est conventui Geometricarum privato, iWlo tempore celebri) inseribit, et seripta 
sua in eo genere absoluta aut affecla memorat, quod ceredo non illubenter 
leges, inde enim destinata viri liqwidius disces. Mittam deseriptum, si tibi 
non ingratum fore significabis. Mitterem statim st e vestigio deseribi posset), 
zeigt zugleich, dafs Pascal derjenige ist, welchem diese Quadrate ihren 
Namen verdanken. Zur Bildung magisch-magischer ‚Quadrate war 1544 
schon Michael Stiefel gelangt, doch ist seine Methode vollständig ver- 
schieden von der Arnaulds. Neuere Schriftsteller, z. B. Ahrens in seinen 
„Mathematischen Unterhaltungen und Spielen“, leipzig 1901, ein Buch, das 
diese Dinge wissenschaftlich beleuchtet, nennt Stiefels Methode durch 
Originalität ausgezeichnet. Natürlich konnte Stiefel seine Methode nur an 
einzelnen Zahlenbeispielen darlegen; in neuerer Zeit hat man in der all- 
gemeinen Sprache der Buchstabenrechnung eine Darstellung gegeben (Fonts, 
Assoc. france. Congres de Bordeaux XXIV 1895 t. II pag. 248— 256). Stiefel 
fand eine Methode, um den „Umlauf“ (bei Günther, „ambitus“ bei Pascal, 
und „enceinte“ bei Arnauld) eines magischen Quadrats „independent“, d. h. 
ohne Zuhilfenahme der übrigen zu bilden. Günther hat sich die Frage 
vorgelegt, wie ist wohl Stiefel zu seinem höchst komplizierten Bildungs- 
gesetz gelangt, und findet im Verlaufe seiner Untersuchung, dals Stiefels 
Verfahren, d. h. das von ihm gelehrte nicht das primäre ist, sondern dafs 
Stiefel von einer der Formen des magischen Quadrats von 3° 
ausging (s. nebenstehend); dann hieraus das fünfundzwanzig- 
zellige ableitete, indem er jede Ziffer des obigen magischen 
Quadrats um 8 erhöhte, um die voraus berechnete Mittel- 
zahl 13 zu erhalten; dann setzte er in die leeren Felder 
Zahlen, zuerst empirisch, die ihm ein neues magisches Qua- 
drat ergaben, und fuhr in dieser Weise fort, bis sich ihm das solchergestalt 
unschwer zu erkennende Bildungsgesetz offenbarte (Günther). Für die 
eingehende Darstellung von Stiefels Methode können wir auf Fontes, 
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Günther und Ahrens verweisen. Wir wollten nur zeigen, dafs auch 
Arnauld diesen Ausgangspunkt, nämlich das magische Quadrat (s. neben- 
stehend) mit Stiefel gemein hat. 

Dann aber entfernt sich seine Methode von der Stiefels 
vollständig und gelangt zu anderen Resultaten, wie wir im 
folgenden zeigen werden. In Arnaulds Darstellung zeigt 
sich so recht der feine geometrische Geist der Herren von 
Port royal, sie wäre eines Pascal würdig: 

$ 1 giebt die genaue Definition des Problems, $ 2 erörtert die Eigen- 
schaften der natürlichen Quadrate. Es giebt in einem ungeraden natürlichen 
Quadrat eine Mittelzelle, die er Centrum (centre) nennt; dann wird fest- 
gesetzt, dals der Umlauf um diese Mittelzelle erster Umlauf, der nächste 
Zellengürtel um den ersten zweiter Umlauf (enceinte), der nächste dritter 
Umlauf oder Gürtel genannt werden soll und so weiter, 

Es wird sodann unzweideutig bestimmt, dals der erste, dritte, fünfte 
Gürtel u. s. w. ungerade Gürtel genannt werden sollen (enceintes impaires). 

Der zweite, vierte, sechste u. s. w. dagegen gerade Umläufe oder Gürtel 
(enceintes paires). Sodann wird genau die Stellung der Ziffern in jedem 
Gürtel, welche kleiner sind als das Centrum, angemerkt: mit solchen ist 
nämlich die obere Zeile, ferner die linke Kolonne bis mit der Zelle, welche 
mit der Mittelzelle in einer Zeile liegt, sowie die rechte Kolonne mit Aus- 
schlufs der mit der Mittelzelle in einer Zeile liegenden (cellule qui est vis 
4 vis le centre) erfüllt. 

Auf die geraden Quadrate wird die Definition des Centrums (der Ziffer 
in der Mittelzelle bei den ungeraden) folgerichtig ausgedehnt. Die Bildung 
des Centrums geschah dort zu (2n? -—- 2» + 1), d.h. es ist die Hälfte der 
Summe der ersten und der letzten Ziffer des natürlichen Quadrats. Heifst 
die letztere (2» + 1)*, so ist das Centrum = en: rn TI m 


geraden Quadrat giebt es keine Mittelzelle, also eigentlich auch kein 


4n?—+ 1 
Centrum, aber es soll als solches der analoge Ausdruck — E - gelten, 


wenn 4n? die gerade Zellenzahl, d. h. die Ziffer der letzten Zelle ist. 

Hier sollen die vier Zellen in der Mitte erster Gürtel, die um diese 
vier Zellen liegenden nächsten zwölf Zellen zweiter Umlauf oder Gürtel, die 
um den zweiten Gürtel in Zellenbreite ringsum liegenden Zellen dritter 
Gürtel heilsen u. 8. f. 

Die Gürtel 1, 3, 5, 7 u. s. w. sollen wie oben ungerade Gürtel, die 
Gürtel 2, 4, 6 u. s. w. gerade genannt werden. Hier erfüllen die Zellen, 
welche kleiner sind als das Centrum, die ganze obere Hälfte des natürlichen 
(uadrats. 
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$ 3 bringt eine Vorbereitung der Lösung der Aufgabe. 

Arnauld enthüllt hier das Geheimnis seiner Methode; es besteht darin, 
gewisse Zellen, d. h. die sie enthaltenden Ziffern in jedem Gürtel durch 
Buchstaben zu kennzeichnen, und zwar solle: 

In den Quadraten ungerader Zellenzahl, in den geraden sowohl als in 
den ungeraden Gürteln 


die linke obere Eekzelle durch e 
die rechte obere Eckzelle durch ) 
die mittlere Zelle der oberen Zeile durch Mm 


die Zelle vis & vis der Mittelzelle (Centrum) (wir wissen 
bereits, was Arnauld unter vis a vis dem (Centrum 
versteht) in der linken Kolonne jeden Gürtels durch « 
überdies aber in den geraden Gürteln: 
Zwei Zellen der oberen Zeile, welche gleichweit abstehen, die eine von 
e, die andere von 0, 
durch accentuierte Buchstaben 


durch & 

bezw. durch ö 
ferner in denselben Gürteln noch weiter die Zelle der linken 

Kolonne, welche sich direkt unter e befindet durch 9) 
und die Zelle der rechten Kolonne, welche direkt über der vis 

a vis dem Centrum gelegenen sich befindet, durch B 


bezeichnet werden. 

Die Bezeichnung und Hervorhebung gewisser Zellen in den geraden 
Quadraten ist die folgende: 

Im ersten und zweiten Gürtel wird überhaupt nichts bezeichnet. 

In allen übrigen Gürteln (ob gerader oder ungerader Index) 


die linke obere Eckzelle durch e 
die entsprechende rechte durch 0 
die niedrigsten unter den Zahlen, welche kleiner als das 
Centrum sind, rechts vom Centrum durch @ 
dieselben Ziffern links vom Centrum durch ß 


Aulserdem sind vier Ziffern in der oberen Zeile dieser Quadrate, aber 
nur in den ungeraden Gürteln (also erstmals im dritten, welcher eine sechs- 
zellige Zeile oder Kolonne besitzt) 


durch je 
und \6 
durch (& 
und \ 


herauszuheben. 
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Des weiteren wird die Zelle unter e 


durch 0) 
die rechts über « 

durch y 
bezeichnet. 


$ 4. Grundsätze bei der Lösung. 

1) Die Summe zweier Ziffern im natürlichen Quadrat, welche auf einer 
durch das Centrum gehenden Geraden und gleichweit vom Centrum abliegen, 
ist gleich dem Doppelien des Centrums. 

Das so definierte Supplement einer durch einen Buchstaben charak- 
terisierten Ziffer soll in der Folge immer durch den entsprechenden grofsen 
bezeichnet werden (la majuscule de la meme lettre), also 

et E=2e, 


ebenso 
«+A=$-+B=0o+0=2e. 

2) Im natürlichen Quadrat stehen vier Ziffern, deren erste ebensoweil 
entfernt liegt von der zweiten, wie die dritte von der vierten, die aber alle 
derselben Zeile bezw. Kolonne angehören, in arithmetischer Proportion. 

Also ist die Summe der äufseren der Summe der inneren Glieder gleich. 

7. B. ex definition emo =t-+ 0. 


(Arnauld schreibt e-0o = &:ö, versteht aber unsere obige Gleichheit 
darunter.) 


Man kann also überall für (+ 0), (e + 0), bezw. für (E Ö), (E+0) 
substituieren; speziell st eHo=m-+ m. 

3) Wenn im natürlichen Quadrat vier Ziffern durch ihre Lage ein 
Parallelogramm oder speziell ein Rechieck bilden, so stehen die vier Ziffern 
in arithmetischer Proportion. (Das heilst die Summen gegenüberliegender 
Ecken sind gleich.) 


S 5 entwickelt nun das Verfahren, um das natürliche Quadrat in das 
magisch-magische überzuführen; er enthält die vier allgemeinen Regeln, 
welche sowohl für gerade wie für ungerade Quadrate gelten. 

1) Die Ziffern sind gürtelweise zu übertragen, d. h. die eines Gürtels 
von geradem bezw. ungeradem Index in einen ähnlichen, d. h. wieder in 
den entsprechenden geraden bezw. ungeraden. 

Vorerst kommt nur die Stellung der kleinen Ziffern eines Gürtels in 
Betracht, d. h. derjenigen, welche kleiner sind als das Centrum; denn die 
Stellung einer kleinen Ziffer involviert das Placement ihrer Supplementziffer 
(oben definiert!) nach den beiden folgenden Regeln: 

2) Hat man eine kleine Ziffer in eine Eckzelle postiert, so ist ihr 


Supplement in die diagonal gegenüberliegende Eckzelle zu stellen. 
Abh, z. Gesch, d. math. Wissensch. XIV. 21 
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3) Abgesehen von den Eckzellen, wird jede Supplementziffer in die der 
zugehörigen kleinen Ziffer entsprechende Zelle der gegenüberliegenden Zeile 
bezw. Kolonne gestellt. 

Zusatz: Wenn die Ziffern nach dieser Regel angeordnet sind, so lälst 
sich eine wichtige Folgerung ziehen. 

a) Die Summe zweier gegenüberliegender Zeilen bezw. Kolonnen ergiebt 
soviel mal das Centrum als in beiden Zeilen bezw. Kolonnen Zellen vor- 
handen sind; denn die Summe einer kleinen Ziffer und ihres Supplements 


ergiebt 2c (zweimal das Centrum) und es sind ebensoviel Supplemente vor- 
handen wie kleine Ziffern, also z. B. 


«e+A+e+E+$+B+y7+G+:5+Z=10e 
b) Hat man den Beweis erbracht, dafs die Summe einer Zeile oder 
Kolonne, die nach der dritten Regel mit Rücksicht auf die gegenüberliegende 
besetzt wurde, soviel mal das Centrum ergiebt, als Zellen vorhanden sind, 
so folgt daraus unmittelbar, dals diese Summe der Summe in der gegen- 
überliegenden Zeile resp. Kolonne gleich ist. 


Es sei at E+B+6 ++ F=6o 


so wird, da 
ep A+e+E+St+BtY ta tt + ZH + F=ir 
A fte+B+y+Z2+4=6e 


und also 
+ E+B +6 ++ F=f+e+B4+7+2+4. 

e) Wenn in einer Zeile oder Kolonne sich soviel kleine Ziffern befinden, 
wie in der gegenüberliegenden Zeile bezw. Kolonne, und noch die Summe 
der ersteren (der kleinen Ziffern) gleich ist der Summe der letzteren, so ist 
dies ein untrügliches Zeichen dafür, dals die Gesamtsumme in jener Zeile 
bezw, Kolonne gleich ist der Gesamtsumme in der gegenüberliegenden Zeile 


bezw. Kolonne. Denn es besteht dann auch Gleichheit zwischen den beiden 
Summen der Supplemente. 


Ist z. B. PRO ER DR ER ER 
$+Yy+py+tu>=S 
ALBEZZEBSHIL GL GEH 


und 
so ist auch 
und da 


«ae+A+e+E+:S+Z+ß+B=8=-S-A+E-+-Z+B 


und 


6+41+,+6+9 +0? u +M=Ssc=-S+AI+G +0 + MH, 


ist also die Gesamtsumme in beiden Zeilen gleich: 
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ete+5tPp+I+E FO +M=urErZHB Hirt rA 
(Die Stellung der Supplemente der Eckzellen ist nach der zweiten Regel 
Arnaulds bei der Anordnung der Summanden mit berücksichtigt.) 


Vierte allgemeine Regel: Zuerst hat man nur die kleinen durch Buch- 
staben hervorgehobenen Ziffern des natürlichen Quadrats richtig im den 
Feldern des magischen zu placieren, denn alles andere ergiebt sich durch 
folgende Überlegungen. Aufser den durch Buchstaben charakterisierten 
Ziffern bleibt in einer Zeile oder Kolonne irgend eines Gürtels eines sei 
es geraden, sei es ungeraden Quadrats, entweder gar keine Ziffer übrig 
oder es bleiben Ziffern verfügbar in einer durch 4 teilbaren Zahl, also 4, 
8, 12, 16 u. 8. w. 


Diese verfügbar bleibenden Ziffern des natürlichen Quadrats in einer 


Zeile oder Kolonne — betrachten wir speziell die obere Zeile eines Gürtels, 
welche ex def. nur kleine Ziffern enthält (d. h. solche, welche kleiner sind 
als das Centrum) — stehen zu vier und vier in arithmetischer Proportion. 


Wenn man also die äulseren Glieder einer solchen nimmt und sie in eine 
Zeile stellt, die inneren Glieder der Proportion aber immer in die gegen- 
überliegende, wobei jedoch stets die Zellen für die Supplemente nach der 
zweiten Regel verfügbar bleiben müssen für diese Supplemente, so werden 
diese Paare äufserer und innerer Glieder der Proportion nicht störend auf 


die schon vorhandene Gleichheit der Summen in den beiden gegenüber- 
liegenden Zeilen einwirken. 


Bezüglich der Kolonnen ist es ebenso. Denn die kleinen Ziffern im 
oberen Teile eines Gürtels des natürlichen Quadrats, welche, nicht charak- 
terisiert, übrig bleiben, stehen in den beiden gegenüberliegenden Kolonnen 
nach dem dritten Grundsatz, weil sie Rechtecke bilden, zu vier und vier 
in arithmetischer Proportion. Für die Übertragung in das magische Quadrat 
bat man also dieselbe Überlegung wie für die Zeilen. Man hat also nur 
die Übertragung der charakterisierten Ziffern zu kennen und diese wird im 
folgenden Paragraphen in speziellen Regeln gelehrt. 


$ 6. Wir wollen hier nicht; die eleganten Beweise Arnaulds, welche 
auf analysis situs gegründet sind, wiederholen, sondern verweisen auf den 
französischen Text. Die Versetzungen selbst ergeben sich aus den beiden 
nachstehenden Figuren (s. 8. 323). 


Die Beweise Arnaulds wollen wir vielmehr in allgemeine Zeichen 
übersetzen, indem wir die Ziffern mit Hilfe des Centrums und dem Index, 
d. h. der ÖOrdnungszahl %k des von innen nach aulsen im Einklang mit 
Arnaulds Definition gezählten Gürtels darstellen und Arnaulds Beweise 
arithmetisch nachprüfen. 


21* 
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Für Quadrate ungerader Zellenzahl. Fig. 1. Das natürliche Quadrat. 
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Ist die Grundzahl, d. h. die Wurzel des natürlichen Quadrats von un- 
gerader Zellenzahl 2» +4 1, so ist die Ziffer der Mittelzelle, das Centrum, 
gegeben durch 

(2n? + 2% +1). 
Die durch Arnaulds Buchstaben charakterisierten Ziffern stellen sich wie 
folgt dar: 


I. Für Quadrate ungerader Zellenzahl 
er PR 9, 72% 
an +2r +1), % 
€ = {902 6 u N 
en Fa rUL PO UF 


= (2n®?+2n-+ 1) Er (k (2n + 1)) 
= (2n’+2n +1) ri (k2n U) —k) 
o=e+2n +1 
= ("+2 +) — kart +N + Rn +) 
Bp=A—-(r-+1) 
= 2" +2 +) +k— @n+D) 
e=e+1 
= 2? +2 +) — ker +D+M +1 
o=0—1 
= (2 +2r +1) k@r HD —k)—1 

(Wir vereinfachen die Ausdrücke absichtlich nicht weiter, um ihre 
Bildungsweise hervortreten zu lassen.) 

Es müssen nun folgende Beziehungen gelten (wir setzen hier 
2n? + 2» + 1 wieder = c). Für unsere Zwecke hat k die ganzzahligen 
Werte 1, 2, 3...» zu durchlaufen. 

a) in den ungeraden Gürteln 
)a+o+ N-[l—K+tle—k@n+1)+M]+[c+k(n+1)] 
DD) a tEt+m=lc—k+l[let+k@n +1) +il + [lc—k(2n + 1)] 

= 30 
Wir sehen, dafs in beiden Summen alle Glieder mit %k sich zerstören; der 
Ausdruck der Summen ist also unabhängig von k, d.h. er gilt für jedes k. 
Da diese Zusammenstellungen aber nur in den ungeraden Gürteln Ver- 


wendung finden, so können wir hier k auf die Reihe der ungeraden Zahlen 
beschränken. 


k=1,3,5,7...n bez. n — 1 je nachdem » ungerade bez. gerade ist. 


Setzt man in diesen Formeln k=1 und » =1, so erhält man 
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a4; = 6 
=1; E=9 
m=2; M=38 
o=3; 0-7 
e=5 
und wenn man diese Ziffern nach Arnaulds Schablone ordnet, so erhält 
man jene bestimmte Form des magischen Quadrats von 3°, von der auch 
Stiefel ausgegangen war. 
b) für die geraden Gürtel. 
Hier hat man % die geraden Zahlen 2,4,6...n bez. a — 1 durch- 
laufen zu lassen, je nachdem » gerade bez. ungerade ist. 


In den geraden Gürteln müssen die Beziehungen gelten: 
1) M+e+«+ö + E= 
le +rk@r +1)]+le— ken + —k-+1] 
+[e—r)+f[l—kßr + +Rk—1] 
+[fe+k@n +1) + k]l=5e 
2) E+P+0+o+nmn= 
le +k@Ra +1) +4) +[fe+k— (2r +1)] 
+[fe+k@nr +1) — k+[c— kn +1) — k+(2r-+1)] 
+[le —k(2r + 1)]= Be. 
Auch diese beiden Summen sind unabhängig von % und besitzen den 
gemeinsamen Wert 5e. 


Vergegenwärtigen wir uns noch einmal zusammenfassend, wie Arnauld 
für die ungeraden Quadrate bei der Bildung des magischen Quadrats vorgeht. 

Der erste (immer von innen nach aufsen gezählte) Gürtel besitzt im 
Quadrat ungerader Zellenzahl 3 Zellen; über diese verfügt Arnauld so, 
dafs die Summe der darin placierten Ziffern gleich 3ec ist; der nächste, der 
zweite Gürtel, enthält wieder in einer Zeile bez. Kolonne 5 Zellen; über 
diese wird so verfügt, dafs die Summe ihrer Ziffern 5c ergiebt. Es bleiben 
also in diesen beiden Gürteln keine weiteren Zellen leer, d. h. verfügbar; 
der nächste dritte Gürtel entbält in der Zeile bez. Kolonne 7 Zellen, in 
diesem wird als Gürtel ungeraden Index’ über 3 Zellen in der Zeile bez. 
Kolonne verfügt genau so wie im ersten; es bleiben hier also 4 Zellen leer, 
verfügbar. Der nächste Gürtel mit 9 Zellen in der Zeile oder Kolonne ist 
wieder ein gerader, wie der zweite; es wird demnach, wie im zweiten, 
über 5 bestimmte Zellen so verfügt, dals deren Summe, d. h. die ihrer 
Ziffern, 5c gleich ist. Es bleiben hier also auch 4 Zellen verfügbar in der 
Zeile bez. Kolonne. Im nächsten Gürtel von der Zellenzahl 11 pro Zeile 
bez. Kolonne, der wieder seinem Index nach ein ungerader Gürtel ist (er 
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ist der fünfte), wird wie im ersten und dritten über 3 Zellen, so verfügt, 
dafs deren Summe gleich 3e ist; es bleiben 8 Zellen verfügbar. Über fünf 
Zellen einer Zeile oder Kolonne des nächsten, sechsten Gürtels, die aus 
13 Zellen besteht, wird, wie im zweiten und vierten Gürtel, die Zahl der 
in analoger Weise besetzten Zellen wieder 5 sein; es restieren 8 leere Zellen. 
Allgemein: Die Anzahl der übrig bleibenden Zellen wiederholt sich nach- 
einander immer einmal und ist eine durch 4 teilbare Zahl. Da die leeren 
Zellen aber später so besetzt werden, dafs ihre Summe der Summe der 
entsprechenden bei der Besetzung mit den charakterisierten Ziffern leer 
gebliebenen Zellen der gegenüberliegenden Zeile bez. Kolonne gleich ist, so 
muls, da die dritte allgemeine Regel, welche die Stellung der Supplemente 
betrifft, eingehalten wurde, die Summe dieser Zellen einer Zeile so vielmal 
das Centrum ergeben als bei der ersten Besetzung durch die charakterisierten 
Ziffern Zellen übrig geblieben waren. Die Ziffern dieser letzteren ergünzen 
also mit ihrer Summe die Summe der charakterisierten Ziffern zu soviel- 
mal c, als überhaupt in der Zeile oder Kolonne Zellen im ganzen vorhanden 
sind; dann ist aber nach unseren früheren Angaben, nämlich den Folgerungen 
aus der dritten allgemeinen Regel, eine Zeilen- bez. Kolonnensumme der 
gegenüberliegenden gleich; sie ist aber auch der diagonalen Summe gleich, 
da die Eckzellen ja nach der zweiten allgemeinen Regel immer so besetzt 
werden, dafs die Diagonalsumme des nächsten inneren Quadrats um 2c 
zunimmt; die Diagonalsumme des ersten solchen Quadrats, nämlich des 
aus 3° Zellen bestehenden, ist aber als Summe der Mittelzellenzifter (ec) 
und zweier Supplementziffern 3e gleich. Z. B. im sechsten (von innen ge- 
zählten) Gürtel, der aus 13 Zellen pro Zeile oder Kolonne besteht, wird 
zunächst über 5 Zellen verfügt, deren Summe 5c gleich ist, die 8 übrig 
bleibenden Zellen der Zeile bezw. Kolonne werden aber nach dem Gesagten 
so besetzt, dafs ihre Ziffernsumme 8c gleich ist. Die Diagonalsumme ist 
von € pro Gürtel immer um 2c wachsend bis zum sechsten auf 13c an- 
gewachsen. Es. sind also die magischen Eigenschaften des Gürtels erfüllt. 
Wenn alle Gürtel magisch sind, so ist das aus ihnen bestehende Quadrat 
magisch-magisch. Solche Quadrate sind also die von Arnauld gebildeten. 

$ 7 giebt die Spezialregeln für die Überführung eines natürlichen 
Quadrats gerader Zellenzahl in das magische. 

Man läfst zunächst die beiden ersten (wiederum von innen gezählten) 
Gürtel ganz beiseite, da diese ihre eigenen Regeln besitzen. Die Versetzungs- 
regeln ergeben sich aus den beiden nebenstehenden Schablonen für alle an- 
deren Gürtel. 


Für Quadrate gerader Zellenzahl. Fig. 1. Das natürliche Quadrat. 
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Wir wollen auch hier wieder die Beziehungen, die in den einzelnen 
Gürteln gelten müssen, in allgemeine Zeichen übersetzen, indem wir wieder 
Arnaulds durch Buchstaben charakterisierte Ziffern mit Hilfe des auch 
für diesen Fall durch eingangs erläuterte Definitionserweiterung vorhandenen 
Centrums und der Gürtelordnungszahl %k darstellen, 


Ist 2» die Wurzel und zugleich Zellenzahl der Zeile des natürlichen 
Quadrats, so ist nach Analogie des ungeraden Quadrats 


am®+1=2 


d. h. die Summe der ersten und letzten Zahl des natürlichen Quadrats bildet 
das (angenommene) doppelte Centrum. Das Centrum im Quadrate von ge- 
rader Zellenzahl 2» wäre also eigentlich 2»? + %; da dieser Ausdruck 
aber nicht ganzzahlig ist und deshalb zum Ausgangspunkt der Darstellung 
sich nicht eignet, so nehmen wir für diesen Ausdruck 2n? -- 1 (nach Ana- 
logie des ungeraden), wobei wir natürlich dieser Veränderung beim Resultat 
eingedenk bleiben müssen. Es ergiebt sich dann für die durch Arnaulds 
Buchstaben charakterisierten Zahlen in allgemeiner Form folgende Tabelle: 


II. Für gerade. Quadrate: 

a=[?2n +1] — (nn —M—1 

A4=[?2”" +1] + —k 
e=[2n"’+1])—- [k2r»r +1) —n] 
E=-P2r" +1] + ker +) —n] —1 
o=[?2n" +1] — [kr — 1) — nn] —1 
0=[2n""+1])+[k2r — 1) —n] 
o=e-+ 2n 

= 2r"+i])— ker +) —n] + 2m 

2=[2n" +1] +2» +1) — a] —2n —1 
Bi +1 (n+ N 

B= ii +1]+ß +) —1 
ym=a—2n 

ir . 11 —- an —k) —- 2n—1 


—=[2n" +1] + (nn — Rk) + 2n 
endlich 


Wir sehen, dals immer ein Buchstabe, z. B. «, und sein Supplement 
das Arnauldsche 2c=2(2n?-+ 1) — 1 ergiebt. Wir sehen ferner, dafs 
alle in der rechten Hälfte des natürlichen Quadrats stehenden Buchstaben 
Arnaulds in unserer Darstellung mit — 1 versehen sein müssen. 
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Es bestehen nun folgende Gleichheiten: 

a) Für die ungeraden Gürtel ist: 
o=[2n"+1])— [k?n +1) —n] + 2n 
E=[2"’+1) + ar +) — nl) —1 
e= [2 +1] —Rr—ı —1 
o=[2n"" +1] — [k(2r 1) —n] — 1 
0=[2n"" +1) +k@r — 1) —n] 
Pe +il—[n+M 


o+-E+e +0 +0 +3= 1246 —3. 
Es zerstören sich oben alle Glieder bis auf 


129" +3 =3(4n"’+1)=3-2e 


also 


1) o+-E+«e to+0-+ßB=6e 
wie Arnauld bewiesen hat (s. den französischen Text) (für jeden Gürtel, 
da die Summe von % nicht abhängt). 

2) wollen wir die Beziehung verifieieren 
otretr=P+e+r 
o+ece+7=3[2"+1])— 2[k 2r H1)—n])— (n—k) —1 
B+E+ö=3[2 +1) kan +) —n])—(n-HR)— [kan —1)—n])—1 
oder vereinfacht: 

oe tr y=ß$B+e+ö=3 [2 +1) 1 —Akn — kn 

Diese Gleichheit bedingt aber die Gleichheit der Supplementensummen 
2+E-+T und B+ E — O nach der dritten allgemeinen Regel; nach 
den Folgerungen aus dieser sind dann aber auch die beiden Summen der 
gegenüberliegenden Kolonnen gleich, nämlich: 

ot+et+y+E+O+B=BHEHT+E+648, 
wenn diese aber gleich sind, so folgt, da sie nach der dritten Regel an- 
geordnet sind, dafs der ihnen gemeinsame Wert 6c beträgt, nämlich soviel 
mal c als Zellen besetzt sind. 

k hat in diesen Summen der Arnauldschen durch Buchstaben charak- 
terisierten Ziffern die Werte 3,5, 7... bis » bez. n — 1 zu durchlaufen, 
je nachdem » ungerade oder gerade ist. 

b) Für die geraden Gürtel: hier hätte k die Werte 4, 6, 8 bis n —1 
bez. n zu durchlaufen, je nachdem » ungerade bez. gerade ist [doch gilt 
unsere Darstellung der Ziffern des natürlichen Quadrats selbst noch, wenn 
k=1 oder =2 ist]. 

Für k=1 geht &, wie es sein muls, in 0 über und d ine. [Für die 
Übertragung in das magische Quadrat folgen aber die Arnauldschen durch 
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Buchstaben charakterisierten Zahlen anderen Stellungsregeln als in den 
übrigen Gürteln, wie im nächsten Paragraph erläutert wird.| Die Summen- 
beziehungen, die hier gelten müssen, sind für die Zeilen an sich klar, in- 
dm E+& +5 +0, dajadt+ö=e-+o ist, Summe zweier Zahlen 
und deren Supplemente ist, also 


Et? +05 +0—4e, 
E+ß+4A+o=4e, 


E=[?2 +1) +[k@Or +) —n])—1 
B=- 2" +1) — pr + RK] 
A=[P?”+1]+[r —% 
o=[2"” +1] - ker - )— na) —1 
jeder einzelne der Summanden ist mit k variabel; aus der Summe aber hebt 
sich % heraus; dieselbe ist also konstant, d. h. für jeden Gürtel gleich 
(8? +4)—2=2(4" + 1)=4e 
Wir wollen kurz rekapitulieren: 
Das Verfahren zur Herstellung magischer Quadrate gerader Zellenzahl 
hält genau denselben Gang ein, wie das für solche ungerader Zellenzahl. 
Es wird in den Gürteln von ungeradem Index zunächst durch Place- 
ment von 6 bestimmten der durch Buchstaben charakterisierten Ziffern in 
der oben angegebenen Stellung pro Zeile oder Kolonne über 6 Zellen ver- 
fügt, ebenso in den Gürteln geraden Index’ über 4 Zellen nach den ge- 
gebenen Spezialregeln, die aus den Figuren ersichtlich sind. Es bleiben 
dann zunächst im vierten und fünften Gürtel je 4, im sechsten und siebenten 
je 8, im neunten und zehnten je 12 Zellen pro Zeile oder Kolonne ver- 
fügbar; die Anzahl der zunächst leer bleibenden Zellen ist also immer eine 
durch vier teilbare Zahl; nun werden die nicht herausgehobenen Zahlen des 
natürlichen Quadrats, welche kleiner sind als das Centrum, zu Quadrupeln 
zusammengefalst, so, dafs jedes Quadrupel eine arithmetische Proportion 
bildet; werden dann die äufseren beiden Zahlen der arithmetischen Pro- 
portion in zwei solche Zellen einer Zeile oder Kolonne eingesetzt, welche 
vorhin verfügbar geblieben waren, und die beiden inneren Glieder der Pro- 
portion in zwei noch nicht besetzte Zellen der gegenüberliegenden Zeile 
bezw. Kolonne des magischen Quadrats, wobei aber immer die Stellung der 
Supplemente nach der dritten allgemeinen Regel zu berücksichtigen ist, so 
folgt aus jener Regel, sowie den im Zusatz daraus gezogenen Folgerungen, 
dafs die Summe in einer Zeile oder Kolonne gleich ist der Summe in der 
gegenüberliegenden Zeile oder Kolonne; zugleich sind aber die Kolonnen- 
und Zeilensumme desselben Gürtels einander gleich, da sie beide sovielmal 


ferner 


denn 


332 Zweites Kapitel. 


c (das Centrum) betragen als Zellen in der Zeile oder Kolonne dieses Gür- 
tels vorhanden sind; dafs auch die Diagonalensumme damit übereinstimmt, 
ergiebt sich aus der Bildungsweise bezw. Zuwachs pro Gürtel, 


S 8 erklärt die Regeln der Besetzung der beiden innersten Gürtel 
(k = 1,2) der Quadrate gerader Zellenzahl; dieselben sind genau die der 
Bildung der magischen Quadrate von 4°, In diesen giebt es nach Arnauld 
zwei Arten von Zeilen bezw. Kolonnen, die vier äufseren, und vier, welche 
das Quadrat durchsetzen, Transversalen: Die zweite und dritte von links 
nach rechts, und die zweite und dritte Zeile. Dafs dieses Quadrat sich 
nicht nach den allgemeineren Regeln behandeln läfst, ergiebt sich, wie 
Arnauld richtig bemerkt, daraus, dals die vier Zellen in der Mitte vier 
Streifen bilden, zwei Diagonalen und eine Zeile und Kolonne; es können 
daher nur die Diagonalen in ihren Summen übereinstimmen (denn, würde 
auch eine Zeilen- bezw. Kolonnensumme damit übereinstimmen, so käme 
dieselbe Ziffer zweimal vor, was ex def. ausgeschlossen ist). Die 16 Ziffern 
von 4° lassen sich nach Arnauld auf 


20922789872000, 

also auf mehr als zwanzig Millionen millionenmal verschiedene Weise an- 
ordnen, wobei aber nur sechzehn magische Formen vorhanden sind; Ar- 
nauld schliefst die durch Lagenänderung eines dieser magischen erzeugten 
von der Zählung aus. 

Sodann giebt er eine Tabelle zur Bildung der sechzehn Formen; 
darin heifst: 

1°): Die vier inneren Zahlen. 

2°): Die Zahlen der vier Eckzellen. 

3%): Die beiden mittleren Zahlen der oberen Zeile und die beiden ent- 
sprechenden der unteren Zeile. 


4°): Die beiden mittleren der linken Kolonne sowie dieselben der 
rechten. 

Ferner bedeutet: 

0) man solle ein solches Quadrupel (1°, 2°, 3° oder 4°) an seinem 
Platze lassen; 

c) man solle es übers Kreuz vertauschen; 

g) direkt von rechts nach links vertauschen; 

h) direkt von oben nach unten die Vertauschung vornehmen. 


Wir glauben Arnaulds instruktive Tabelle hier nochmals folgen 


lassen zu sollen, da im nächsten Paragraphen darauf Bezug genommen 
werden muls. 


Besprechung von Arnaulds mathematischen Werken und deren Bedeutung. 333 


f 1 
XII | XIII! xıv\ xv|xvr 


h 


Von diesen sechzehn Formen sind zwei, nämlich die I. und VI, so 
gebildet, dals nur acht Zahlen des natürlichen Quadrats ihre Stellung ge- 
ändert haben, während in XI und XVI alle sechzehn anders placiert wurden. 
Es folgen die Formen VI und XVI, gebildet mit den Zahlen von 4? als 
Beispiele. Den Beweis führt Arnauld endlich so: Jede Zeile oder Ko- 
lonne, gleichviel ob äufsere oder transversale des Quadrats von vier, oder 
des Quadrats, welches aus den beiden innersten Gürteln eines Quadrats 
gerader Zellenzahl besteht, enthält vier Zahlen (im natürlichen Quadrat), 
welche eine arithmetische Proportion bilden. Es sei die Summe der äufseren 
Glieder der oberen Zeile 5b, die Summe der inneren Glieder, welche ja jener 
gleich ist, ebenfalls b, sodals die Gesamtsumme der Zeile b + 5 ist, und 
ebenso in der untersten Zeile f+ f. Man kann in beiden Zeilen Summen- 
gleichheit erzielen, 1) wenn man die äufseren Glieder der einen tauscht mit den 
äulseren Gliedern der anderen, ohne an den inneren Gliedern zu rühren oder 


2) indem man die inneren vertauscht und die äufseren an ihrer Stelle 
läfst. In beiden Fällen wird die gemeinsame Summe in einem jeden Bande 
(f+b). Dies hat man nur auf jede der sechzehn Formen der Tabelle 


anzuwenden, um einzusehen, dals die vorgenommenen Versetzungen wirklich 
magische Formen ergaben. 


S 9 ist interessanten Inhalts; er giebt Mittel zur Variation eines nach 
Arnaulds Methode gebildeten magisch-magischen Quadrats; höchst auf- 
fallend ist wieder die Übereinstimmung mit den Worten in der eingangs 
erwähnten Ankündigung Pascals „idque omnibus modis possibilibus, nullo 
omisso“, 

Wir lassen Arnaulds Worte folgen: 

1) Es wurde vorausgesetzt, da/s man die Zahlen des ersten Gürtels des 
natürlichen Quadrats in den ersten Gürtel des magischen überträgt, die des 
zweiten GFürtels in den zweiten, die des dritten Gürtels in den dritien u. s. w.; 
dies ist aber nicht in dieser Strenge notwendig, sondern für die durch Buch- 
staben charakterisierten Zahlen genügt die Übertragung in einen ühnlichen 
Gürtel, d. h. aus einem ungeraden Gürtel in einen beliebigen anderen von 
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ebenfalls ungeradem Index, wie &. B. vom fünften in den ersten, und aus 
einem Gürtel von gerader Ordnungszahl ebenfalls wieder in einen geraden. 

2) Für die nicht durch Buchstaben herausgehobenen Zahlen genügt die 
Übertragung aus irgend einem Gürtel in einen ganz beliebigen Gürtel (ob 
von ähnlichem Index oder nicht), vorausgesetzt, dafs man sie wieder zu 
Proportionen (nach unserer obigen Bezeichnung zu Quadrupeln) zusammen- 
fafst und (in der schon mehrmals erörterten Weise) die beiden äufseren 
Glieder in eine Zeile bezw. Kolonne, die inneren in die gegenüberliegende 
Zeile bezw. Kolonne immer mit Berücksichtigung der Stellung des Supple- 
ments jeder einzelnen nach der dritten allgemeinen Regel einsetzt. 

Arnauld hat diese Variationsweisen bei seinen beiden Beispielen (s. 
die Tafeln des französischen Textes) in Anwendung gebracht. Etwas über- 
raschend ist, dafs er im Quadrate von zwölf die Zahlen des sechsten Gürtels 
in den zweiten überträgt; hier mufs dann aber 2 nicht gleich e + 1 gewählt 
werden, sondern e-+ x wird gleich ö&—=0o— x; denn ursprünglich sollen 
ja auch & und ö nur zwei von e bezw. o gleichweit abstehende Zahlen sein 
(im übrigen setzt Arnauld immer «= 1; der einfachste Fall); bier aber 
in den Quadraten gerader Zellenzahl bei Übertragung aus einem geraden 
Gürtel in den zweiten mufls das x immer der Bedingung genügen: 

0 — 2) —(e+0)=1 oder 2 — bee) Eu 


2 
also 


s 0—e—1 ov—e—1 
ee + —— und 6 =0 — — 5 


In der genannten Tafel hat Arnauld zur Bildung der beiden innersten 
Gürtel die Form VI seiner oben reproduzierten Tabelle benützt. Aufserdem 
ist bei der Betrachtung der Tafel noch auf einige Abweichungen von den 
im Text gegebenen Regeln aufmerksam zu machen, welche unwesentlich 
sind, aber den Anschein erwecken könnten, als ob Arnauld seine Regeln 
nicht eingehalten hätte. Wir haben diese Abweichungen in unseren beiden 
Örientierungstäfelchen beibehalten. Nämlich bei der Bildung der geraden 
sürtel sind die Eckzahlen übers Kreuz vertauscht; sodann ist « mit ß ver- 
tauscht gegen die im französischen Text gegebenen Anordnungen. In Ar- 
naulds Tafel des Quadrats von zwölf steht (beibehalten in unseren bei- 
gefügten Täfelchen) y über e in den ungeraden Gürteln, während in der 
Vorschrift des Textes y unter e steht; doch diese Abweichungen sind nur 
unwesentlich und gehören wohl zu den Variationsmitteln, von denen Ar- 
nauld sagt, dals er sie wegen ihrer Leichtigkeit und Unwichtigkeit nicht 
besonders aufzählen wolle. 

Zum Schlufs giebt Arnauld eine Aufzählung der Vorzüge seiner Methode; 
wir können nur beipflichtend als beste Würdigung dieselben hier. wiederholen: 
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Arnaulds Methode zur Bildung magisch-magischer Quadrate ist die 
leichteste, kürzeste und vollendetste, denn 

1) Man hat die Zahlen nur zweimal anzuschreiben (oder nach den 
von uns für das natürliche Quadrat gegebenen Formeln mit Hilfe vom 
Centrum und dem Index des Gürtels zu berechnen). 

2) Es giebt nirgends Tätonnement (Probieren), sondern man ist sich 
immer dessen bewulst, was man macht. 

3) Die gröfsten Quadrate sind nicht schwieriger zu bilden als die kleinsten. 

4) Man kann die magischen Quadrate beliebig variieren. 

5) Man nimmt nur streng bewiesene Operationen vor. 

6) Die Methode ist so allgemein, dafs man ohne jede Änderung mit 
ihr auch das schwierigere Problem lösen kann: 

Hat man die Zahlen einer beliebigen geometrischen Proportion wie 
1, 2, 4, 8, 16 u. s. w. in einem natürlichen Quadrat angeschrieben, sie so 
in ein Quadrat gleicher Zellenzahl zu übertragen, dafs das Produkt aller 
Zahlen einer Zeile gleich wird dem Produkt jeder anderen Zeile, Kolonne 
oder Diagonale, d. h. mit anderen Worten: ein magisches Quadrat multipli- 
kativer Eigenschaft zu bilden, wie z. B. 


Schlufs. 


Wir haben Arnaulds mathematische Arbeiten, seine Thesen, seine 
Logik, die Nowveaux Elemens de Geometrie inhaltlich genau kennen gelernt. 
Wir haben seine Bedeutung für die Philosophie der Mathematik, seine 
zahlentheoretischen Arbeiten ausführlich entwickelt; wir haben erfahren, 
welch klare Vorstellungen Arnauld über den Begriff der Grenze und die 
„Geometrie der Indivisibilien“ sich gebildet hatte; wie er die Berechnung 
des Kreisinhaltes durch ein Verfahren bewies, welches mit dem heute bei 
Integrationen, z. B. in der Potentialtheorie angewendeten, der Zerlegung in 
Elemente grolse Ähnlichkeit besitzt. Aber der Schwerpunkt seines Schaffens 
liegt in seiner Reformation der Elementargeometrie. Viele seiner Sätze, 
seiner originalen Beweise sind dem heutigen Leser besser bekannt als die 
entsprechen Euklids. Gerade das ist „das sicherste Zeichen der enormen 
Gröfse des Mannes, dafs viele seiner Gedankengänge heutzutage trivial er- 
scheinen“. Die grolsen antiken Geometer sind im XVID. Jahrhundert in 
einer vervollkommneten Individualität wieder auferstanden: Galileis Me- 
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daille trägt auf dem Revers als einzige Bezeichnung das Wort „Archi- 
medes“, Fermat hat man wohl einen zweiten Diophant genannt, Des- 
argues und Pascal haben des Apollonius’ Spezialität, die Kegelschnitte, 
in neuer, überraschender Weise in Angriff genommen. Die Bedeutung des 
grofsen Arnauld, dem Descartes, Pascal und Leibniz ihre Freund- 
schaft und Bewunderung schenkten, für die Mathematik können wir ent- 
sprechend als Resultat unserer Arbeit in dem Batze zusammenfassen: 
Arnauld ist der Euklid des XVII. Jahrhunderts. 
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ALLE RECHTE, EINSCHLIESSLICH DES ÜBERBSETZUNGSRECHTS, VORBEHALTEN 


Vorwort. 


Die Anregung zu vorliegender Arbeit gab der Aufsatz der Herren 
von Brill-Tübingen und Nöther- Erlangen „Über die Entwieklung der Theorie 
der algebraischen Funktionen in älterer und neuerer Zeit“, Band III der 
Jahresberichte der Deutschen Mathematiker -Vereinigung. 

Mit ihr will dem im Vorwort zu jenem Aufsatz ausgesprochenen 
Wunsche, „das Bild bedeutender Männer und ihrer Thätigkeit in dem Ge- 
dächtnis der jüngeren Generation frisch zu erhalten“, Rechnung getragen 
werden, ein Wunsch, der in Bezug auf De Gua um so berechtigter er- 
scheint, als seine Untersuchungen sich noch mit einem beträchtlichen Teil 
des analytisch- geometrischen Unterrichtsstoffes der Mittelschulen befassen 
und daher sowohl für diese Stufe als bei einleitenden Vorlesungen an der 
Hochschule mit Vorteil zu verwerten sind. 

Die Arbeit folgt in ihren Methoden den in den „Usages de l’analyse 
de Descartes“ niedergelegten Ausführungen De Gua’s, weicht aber dureh die 
moderne Art der Darstellung ab und führt zum Teil die Entwicklungen 
De Gua’s weiter unter Hinweisen auf den Zusammenhang mit dem späteren 
Stand der Kenntnisse. 

Reutlingen, im Juli 1902. 
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I. Abschnitt. 
Geschiehtlieher Überbliek über die Entwicklung der Kurven- 
diskussion von Descartes bis De tua 1657— 1740. 


Einleitung. 


1. In cin gemeinsam mit Herrn Nöther-Erlangen erstatteten Bericht 
über die Er ‚wicklung der "Theorie der algebraischen Funktionen in älterer 
und neuer Zeit, Band III der Jahresberichte der deutschen Mathematiker- 
vereinigw ', Jahrgang 1892/93, würdigt pe. 1352—134 Herr von Brill- 
Tübingen, von welchem die Bearbeitung des älteren Zeitabschnitts herrührt, 
erstmals eingehender die Verdienste eines Mannes, der auf dem. Gebiete der 
analytischen Geometrie als der hervorragendste unter den im Gefolge von 
Newtons epochemachender Enumeratio auftretenden Nacheiferern dieses grolsen 
(eometers betrachtet werden muls: des Abbe Jean Paul de Gua de Malves. 
Das streng im Geiste des Descartes verfafste kleine Werk De Gua’s, betitelt 
„Usages de l’analyse de Descartes pour decouvrir sans le secours du calcul 
differentiel les proprietes ou affeetions prineipales des lignes geometriques 
de tous les ordres“, Paris 1740. 12°, 457 pp., dessen Format und Aus- 
stattung, vielleicht nicht unabsichtlich, eher ein Gebetbuch denn eine Schrift 
mathematischen Inhalts vermuten läfst, repräsentiert in äufserst knapper und 
für die damalige Zeit schwer verständlicher Darstellung ein vollständiges 
Lehrbuch der analytischen Geometrie der ebenen algebraischen Kurven und 
ist ein Meisterstück des Scharfsinns, voll origineller Gedanken und feiner 
Bemerkungen. In einem Punkt dagegen lälst sich De (ua eine verhältnis- 
mälsig geringfügige Übereilung zu Schulden kommen: er bestreitet die Exi- 
stenz der von De l’Hospital aufgefundenen Spitze II. Art, der sog. Schnabel- 
spitze (point de rebroussement de la 2° espece), und dies scheint ihm den 
Tadel der Nachfolger in dem Malse zugezogen zu haben, dals darüber seine 
nicht geringen Verdienste um die Anwendung der Algebra auf Geometrie 
bis auf die neueste Zeit fast gänzlich in Vergessenheit geraten sind, noch 
Chasles streift in seinem Apercu historique sur Vorigine et le developpement 


Sanuerbeck, Gua de Malves, t 
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des methodes en geometrie, Paris 1875, die analytischen Leistungen De Guas 
nur flüchtig und unvollständig. Zu dieser Verdrängung De Guas hat vor 
allem Gabriel Cramers zehn Jahre später erschienene Introduction & Yana- 
lyse des courbes lignes algebriques, Geneve 1750, beigetragen. Im Hinblick 
auf dieses umfangreiche, den damaligen Stand der Kenntnisse zu einem ge- 
wissen Abschluls führende Kompendium einer Theorie der algebraischen 
Kurven, das zu einem grofsen Teil seines Inhaltes an die Usages de Y'ana- 
lyse erinnert, aber im Gegensatz zu diesen, wenn auch von einer gewissen 
Breite und Ängstlichkeit der Darstellung, doch leicht fafslich geschrieben 
ist und zudem in dem berühmten Abschnitt über die Methodes des series 
(Chap. VIT) die Untersuchungen Eulers: Sur le point de rebroussement de 
la 2° esp&ce, Mem. de Berlin 1748, schon berücksichtigt, wird wohl De Gua 
von einer verbesserten Neuausgabe seines Buches abgesehen haben. An die 
Stelle der Usages tritt die vielgelesene Introduction, die lange Zeit hindurch 
die Führerschaft behält, obwohl bezüglich ihrer neuen Methoden und Sätze 
Gabriel Cramer vielfach nicht das Recht der Priorität zuerkannt werden kann. 


Bestrebungen De Guas. 


2. Die Ziele, welche De Gua mit seiner Arbeit verfolgt, sind im wesent- 
lichen von zwei Gesichtspunkten aus zu betrachten: In erster Linie sucht 
er die Analysis des Descartes, die zur damaligen Zeit in ihrem eigensten 
Gebiet, dem der Untersuchung der geometrischen Eigenschaften auf Grund 
der algebraischen Gestalt der Kurvengleichung, durch die obwohl ein halbes 
Jahrhundert jüngere Differentialrechnung verdrängt wurde, als die natür- 
lichste und ursprüngliche Methode in ihre alten Rechte wieder einzusetzen, 
indem er, ein Meister in der Beherrschung derselben zeigt, wie sie in allen 
einschlägigen Fragen ein nicht weniger mächtiges Hilfsmittel darstellt denn 
die Differentialmethode, ja, dafs sie letzterer sogar überlegen ist, insofern sie 
dieselben Ergebnisse nicht nur durchaus elementar, sondern auch mit weit 
schärferer Begründung abzuleiten gestattet; in zweiter Linie sucht er, an- 
geregt durch Newtons Enumeratio, erstmals eine allgemeine analytische 
Theorie der algebraischen Kurven zu entwickeln. In diesem Sinn, sagt De 
Gua selbst in seiner Vorrede, möge sein Werk gleichsam als eine Extension 
des idees de deux grands hommes betrachtet werden. 


Descartes Geometrie. Newtons Enumersatio. 


3. Die Anfänge einer Theorie der algebraischen Kurven reichen nicht 
früher zurück als bis Descartes. Obwohl nach den Untersuchungen Zeuthens: 
Über die Lehre von den Kegelschnitten im Altertum, Kopenhagen 1886, 
schon Apollonius über den Begriff der Koordinaten verfügt und mit ihnen 
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in einer gewissen geometrischen Ausdrucksweise, die ihm die heutige Zeichen- 
sprache der Algebra ersetzt, operiert, so hat doch Descartes in seiner Schrift: 
La Geometrie, Leyden 1637, zuerst die Kurven höherer Ordnung durch Glei- 
chungen ausgedrückt und damit überhaupt den Begriff der algebraischen 
Kurven geschaffen. Aber trotz der Universalität der neuen Lehre Descartes’ 
gehen die Untersuchungen der nächst folgenden Zeit kaum über die Be- 
trachtung der Kurven zweiter Ordnung hinaus und beschränken sich auch 
für höhere Kurven nur auf Einzelheiten, vgl. Chasles: Apergeu historique 
pg. 94—118. Die Grundlage zu einer allgemeinen Theorie der algebraischen 
Kurven schafft erst beinahe siebzig Jahre später Newtons: Enumeratio linea- 
rum tertii ordinis, London 1704. Zwar war der Hauptzweck dieser Schrift, 
welche auf die Entwicklung der Geometrie einen so weittragenden Einflufs 
ausgeübt hat, die Aufzählung und Klassifizierung der Kurven dritter Ord- 
nung, von welchen bis dahin nur wenige Arten bekannt waren, allein 
indem Newton seine überraschend einfachen Sätze, welche in die erstaun- 
liche Mannigfaltigkeit der Gestalten dieser Kurven Ordnung bringen, als 
Verallgemeinerungen der bekannten Durchmesser-, Sekanten-, Asymptoten- 
und projektiven Eigenschaften der Kegelschnitte ohne Beweis veröffentlichte, 
gab er die erste mächtige Anregung zu einer Reihe ganz hervorragender 
Leistungen, welche, zunächst auf die Begründung jener Sätze gerichtet, eine 
allgemeine Theorie der algebraischen Kurven anstrebten. Die namhaftesten 
Vertreter dieser durch die Enumeratio auf ein halbes Jahrhundert hinaus 
bestimmten Richtung der Geometrie sind nach der Zeitfolge, in welcher sie 
ihre Schriften geometrischen Inhalts veröffentlichten: Jacob Stirling, Colin 
Mae Laurin, Nicole, Saurin, Maupertuis, De Bragelongne, De Gua und Gabriel 
Cramer. 

De Guas Werk ist die erste allgemeine Kurvendiskussion in rein ana- 
Iytischer Behandlung. Welch bedeutende Fortschritte auf diesem Gebiet seit 
dem Erscheinen der Enumeratio diese Schrift nach Inhalt wie nach Methode 


aufweist, zeigt eine kurze Betrachtung der diesbezüglichen Litteratur der 
Vorgänger. 


Jacob Stirlings Linese Newtonianae. 


4. Sieht man von der im Supplement du Journal des Sgavans, Septembre 
1708 veröffentlichten kleinen Abhandlung des siebzehnjährigen De Brage- 
longne, des späteren Abbe, ab, die sich mit der Begründung des VI. Ab- 
schnitts der Enumeratio, der Descriptio organica curvarum mittels steter 
Bewegung zweier unveränderlicher Winkelgröfsen längs gegebener Leitlinien, 
befafst, jedoch nur insoweit, als für die entstehenden geometrischen Örter 
dritten Grades die Gleichungen aufgestellt werden, ohne eine analytische 

1” 
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Diskussion anzuschlielsen, so ist die erste kurventheoretisch bedeutende Arbeit 
diejenige Jacob Stirlings, betitelt: Ilustratio traetatus D. Newtoni de Enume- 
ratione linearum tertii ordinis, Oxon. 1717. Hier zeigt Stirling zuerst, indem 
er die gerad- und krummlinigen Asymptoten, die in Newtons Enumeratio 
das Einteilungsprineip der Kurven dritter Ordnung abgeben, mit dem Ap- 
proximationsverfahren der Reihen in Zusammenhang bringt, dals Newton 
nur durch seine Fluxionsrechnung (Methodus fluxionum et serierum infinita- 
rum, nach den Angaben von Newtons Biograph Brewster 1670 abgefalst) 
zu den glänzenden Ergebnissen seiner Enumeratio gelangt sein konnte. Stir- 
ling bestimmt die Asymptoten (Prop. VI) aus den Anfangsgliedern mit po- 
sitiven Exponenten der nach fallenden Potenzen der Abseisse geordneten 
Reihe für die Ordinate des betreffenden Kurvenzweigs, zeigt (Prop. V), dafs, 
wenn die Abscissenaxe selbst Asymptote wird, die Ordinate nicht bis zum 
höchsten Grad der Kurvengleichung ansteigt, auch weils er (Prop. T), dafs 
die unendlichen Zweige stets in gerader Anzahl auftreten und parallele Ge- 
rade eine Kurve in ebensoviel Punkten treffen, die imaginären eingerechnet, 
als der Grad der Gleichung angiebt, aber alle seine Untersuchungen über 
die Gestalt der Kurven beruhen auf Reihenentwicklungen, die Form der 
Gleichung selbst diskutiert er nicht analytisch, nur in Probl. IX zieht er 
nn -+ 5) 


die Anzahl der Koeffizienten in Betracht, um die Zahl = 


der die 


Kurve „ter Ordnung bestimmenden Punkte zu ermitteln. Auffallend ist, 
dafs Stirling mehrfache und singuläre Punkte nicht in den Kreis seiner Be- 
trachtungen zieht, obwohl er in den Reihen ein vorzügliches Mittel zu ihrer 
Untersuchung besessen hätte und zudem in Prop. II Ex. IV. V die Ent- 
wicklungen für die Ordinate mehrdeutig werden, also auf eine Kurvenver- 
zweigung hinweisen. Bezüglich der verschiedenen Methoden der Reihenent- 
wicklungen, die z. T. auf Angaben Newtons, wie z. B. dessen Diagramm 
beruhen, z. T. selbst erfunden sind, ist u. a. bemerkenswert, dafs schon Stir- 
ling den nach Mac Laurin benannten Satz, allerdings unter Beschränkung 
auf algebraische Funktionen, ausspricht (Prop. III) und ihn durch Beispiele 
erläutert. 


Mac Laurin’s Geometria. 


d. Die nächste bedeutende Arbeit geometrischen Inhalts, die Geometria 
organica des damals neunzehnjährigen Mac Laurin, London 1720, kommt 
für die analytische Kurvendiskussion kaum in Betracht. Sie befafst sich, 
wie die eingangs erwähnte Abhandlung De Bragelongnes von der Descriptio 
organica curvarum Newtons ausgehend, mit der geometrischen Erzeugung 


höherer Kurven aus niederen, aber in einer Vielseitigkeit der Methoden, mit 
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welchen er zugleich Betrachtungen über algebraische Schnittpunktsätze ver- 
bindet, dals sie für die heutige synthetische Geometrie der ebenen Kurven 
’ {ee w 
grundlegend geworden ist. Nur die singulären Punkte, die sich meist bei 
den nächstliegenden Erzeugungsarten einstellen, erfahren eine flüchtige ana- 
D oO R) [e) 
Iytische Behandlung, die zudem methodisch ungenau ist, so pg. 13 und pg. 59, 
wenn Mae Laurin aus dem Ausscheiden des Faktors x? bezw. x? aus der 
Kurvengleichung für y = OÖ auf die Existenz eines Doppel- bezw. dreifachen 
) oO Pr 
Punkts im Ursprung schliefst, oder pe. 47, wenn er für eine Kurve vierter 
I = ı ] 5 I 
Ordnung aufser dem Doppelpunkt im Ursprung einen zweiten auf der Ab- 
8 ie! 
scissenaxe im Abstand z=a folgert, weil für y=0 die Gleichung die Form 
annimmt Ax’(z — a)” = 0. Noch weniger interessiert ihn die analytische 
Bestimmung der Asymptoten, seine einzige Kenntnis ist die schon von Stir- 
ling erwähnte, dals die Ordinate Asymptote ist, wenn sie nicht bis zum 
g I y I 
höchsten Grad der Gleichung ansteigt pg. 21. 


Einflufs auf De Gua. 


6. Mit der Geometria Mae Laurin’s erreichen die analytischen Leistungen 
der englischen Geometer, soweit sie in die Zeit vor dem Erscheinen der 
Usages de l’analyse fallen, ihren Abschlufs. Leider ist die analytisch so 
bedeutende Schrift Stirlings in ihrem wiehtigsten Teil, der Theorie der 
Reihen, von De Gua gänzlich unbeachtet geblieben, eine charakterische Er- 
scheinung der damaligen mathematischen Richtung des Festlandes, wo, im 
Gegensatz zur englischen Schule, unter dem allbeherrschenden Einflufs 
der Differentialrechnung das Interesse an Reihenentwicklungen gänzlich ge- 
schwunden war. Ihn interessiert einzig dasjenige Kapitel, das die Abzählung 
der 76 Kurvenarten dritter Ordnung behandelt, während gerade die Reihen, 
denen nach ihm Leonhard Euler und Gabriel Cramer ihre Erfolge verdanken, 
für seine Untersuchungen singulärer Stellen wichtige Anhaltspunkte geliefert, 
ihm vielleicht geradezu in dem strittigen Fall der Schnabelspitze Aufklärung 
gegeben hätten. Handelte es sich doch hier um eine innere Selbstberührung 
zweier Parabelbögen (y? — ax)” = 0, die sieh in ihrem weiteren Verlauf 
einerseits reell, andererseits imaginär trennen, weshalb die für den Selbst- 
berührungspunkt, die Schnabelspitze, bestehenden, im ersten Glied überein- 
stimmenden zwei Entwicklungen „= ax bis zum zweiten Glied weitergeführt 
werden müssen, wofür in der Stirling’schen Doppelreihe Prop. I, Ex. V ein 
geradezu typisches Beispiel vorgelegen hätte. 


Die Differentialmethode., 


1. Die analytischen Arbeiten der Vorgänger De Gua’s auf dem Festlande 
tragen sämtlich den Charakter der Differentialrechnung. Die vielseitigen An- 
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wendungen, welche der von Newton und Leibniz geschaffene, überaus frucht- 
bare Begriff des Unendlichkleinen auf die Geometrie, insbesondere die Tan- 
gentenprobleme, zuliefs, schaffen hier neue analytisch-geometrische Begriffe 
und legen den Grund zu einer Theorie der singulären Punkte. Aufser von 
den beiden Bernoulli und Leibniz selbst, der bei seinen Untersuchungen über 
die Krümmungsverhältnisse einer Kurve für den Wendepunkt, ibi concavitas 
atque cConvexitas inter se permutantur, die Bedingung d’y = 0 aufstellt 
unter der Annahme, dafs y und dy von Null verschieden sind (Nova method. 
pro max, et min. Acta erud, Lips. 1684, Math. Werke, Bd, V, pg. 221), geht 
die Hauptanregung hierzu aus von dem vielgelesenen umfassenden Werk 
des Marquis de l’Hospital, dem ersten systematischen Lehrbuch der Diffören- 
tialrechnung: Analyse des Infiniment Petits, Paris 1696, insbesondere von 
den. daselbst enthaltenen Betrachtungen über die Subtangente, den Krüm- 
mungshalbmesser und die Ermittlung unbestimmter Werte. Indem De Y’Ho- 
spital die gleichzeitigen Änderungen der Abseisse und der Subtangente eines 
Kurvenpunkts studiert, wobei er unter letzterer den durch die Tangente be- 
stimmten Abschnitt der Abseissenaxe versteht, ergiebt sich ibm zwischen 
Wendepunkt und Rückkehrpunkt oder Spitze I. Art (point de rebroussement 
de la 1° espece) ein gewisser Gegensatz insofern, als für ersteren die Sub- 
tangente, für letzteren die Abscisse ein Extrem wird, woraus er nach 
Anwendung des üblichen Verfahrens der einmaligen Differentiation zur Er- 
mittlung grölster bezw. kleinster Werte die Kriterien d’y=0 für den 
Wendepunkt und d’y = © für den Rückkehrpunkt ableitet. Aus den 
Krümmungsverhältnissen zieht De l’'Hospital keine Schlulsfolgerung auf den 
Rückkehr- bezw. Wendepunkt (art. 81); er bemerkt, dafs beide Punkte dies- 
bezüglich genau dasselbe Verhalten beobachten, nämlich sowohl den Krüm- 
mungshalbmesser O als 00 haben können (art. 82); dagegen giebt ihm die 
Evolvente der Spitze II. Art, die selbst wieder eine Schnabelspitze ist, deren 
Krümmungshalbmesser ein Extrem wird, Veranlassung, aus dem Ausdruck 
für letzteren die Existenzbedingung der Spitze II. Art 


„ay/dy\®: d’y day | . 
le) elta) ) 0 oder 


aufzustellen (art. 109). Diese auf den damals noch nicht so streng begrün- 
deten Begriff des Unendlichkleinen sich stützenden, nicht gänzlich einwand- 


freien Methoden der Beweisführung, die mehr durch die praktische Anwen- 


dung ihre Richtigkeit dokumentierten, und die Mehrdeutigkeit, die nicht nur 


dem letzten Kriterium, sondern ebenso den Kriterien für Rückkehr- und 
Wendepunkt anhaftet, insofern dieser z. B. im Falle die Ordinate Tangente 
wird, sich durch das Kriterium des Rückkehrpunkts bestimmt, bieten in der 
Folge De Gma eine der schönsten Gelegenheiten, die Überlegenheit der rein 
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algebraischen Analysis des Descartes in derartigen geometrischen Fragen 
über die Methoden der Differentialrechnung, was Schärfe und Klarheit an- 
belangt, darzuthun, indem er die Differentialkriterien aller ihm bekannten 
Singularitäten erstmals nach der Methode Descartes’ streng analytisch be- 
gründet. 


Saurin. 


8. Den natürlichsten Zusammenhang zwischen der Differentialrechnung 
und der Theorie der mehrfachen bez. singulären Punkte, denjenigen, welchen 
die Berechnung unbestimmter Werte vermittelt, haben weder Joh. Bernoulli, 
der für die Methode der Differentiation des Zählers und Nenners das Recht 
der Priorität beansprucht (Acta erud. Lips. 1704), noch De l’Hospital er- 
kannt (art. 169). Hier knüpfen die Arbeiten Saurins an, die für De Gua 
von unverkennbarem Einflufs geworden sind. Saurin falst erstmals die Spitze 


als Sonderfall des Doppelpunkts auf. Er bemerkt, dals für diesen /— 


wird, d. h, die Tangentenrichtungen scheinbar unbestimmt sind, und ermittelt 
die wahren Werte derselben unter Ausdehnung des Verfahrens von De l’Hospital 
in art. 163 auf den Fall, dafs Zähler und Nenner Funktionen beider Ko- 
ordinaten sind, durch nochmalige Differentiation dieser Funktionen nach x 


. dy ENT : “ 
und 4 aus einer in dr quadratischen Gleichung, deren Wurzeln für den 


Doppelpunkt reell und verschieden, für die Spitze reell und gleich und für 
den isolierten Punkt imaginär konjugiert sich ergeben (Journal des Sgavans, 
Janvier 1703). Die Ursache dieser Unbestimmtheit des ersten Differential- 
quotienten erblickt er darin, dafs für jeden Doppelpunkt Ordinate sowohl 
als Abscisse Doppelwurzeln der Kurvengleichung sind, folglich in unserer 
heutigen Ausdrucksweise noch einfache Wurzeln der ersten partiellen Diffe- 
rentialquotienten, d. h. des Zählers und Nenners des unbestimmten Bruchs 
sein müssen (vgl. später die Huddesche Regel). Diese Überlegungen ver- 
anlassen ihn zur Aufstellung des vollständigen Differentials der Kurven- 
gleichung, die er zu diesem Zweck durch die Substitution c+dx, y-+dy 
an Stelle von x und 4 in eine nach steigenden Potenzen von dx und dy 
geordnete Reihe transformiert (Sur un cas singulier du probleme des tan- 
gentes, Acad. de Paris 1706). Er erkennt, dafs das Aggregat der Glieder 
ter Dimension in dx und dy durch kfache Differentiation nach x und y 
erhalten wird, wobei dx und dy wegen des Verschwindens der mit ihnen 
behafteten Terme als konstant zu betrachten sind und dafs dieses kte Diffe- 
rential, falls die sämtlichen vorhergehenden k — 1 Differentiale 1., 2. bis 
(k— 1)ter Ordnung identisch verschwinden, die Gleichung Akten Grads dar- 
stellt zur Berechnung der % Tangenten des Afachen Punkts, die je nach den 
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Wurzeln reell und getrennt, teilweise zusammenfallend oder imaginär kon- 
jugiert sein können. Seine Angaben bezüglich des Bildungsgesetzes der 
transformierten Gleichung f(x + dx, y-+ dy) = 0 sind jedoch insofern ungenau, 
als er die schon von Bernoulli Newton gegenüber gemachte Berichtigung, 
dals das (k+1)te Glied der Entwicklung (2 + da)" nicht das Akte Diffe- 
rential von & selbst, sondern nur den Ak!ten Teil desselben darstellt (Acad. 
de Paris 1711, pg. 51), nicht scharf zum Ausdruck bringt (pg. 280); auch 
unterläfst er, die einzelnen Differentiale selbst nach Potenzen von dx und 
dy zu ordnen, ein Beweis, dafs Saurin in das Wesen der transformierten 
Gleichung lange nicht den Einblick thut wie De Gua, der sie, allerdings 
ohne Kenntnis der partiellen Differentialquotienten, unbewulst erstmals scharf 
in der Form der Taylorschen Reihe für zwei Variable darstellt, die viel- 
seitigsten Schlufsfolgerungen aus ihr zieht und mit ihr zum Zweck der 
linearen Transformation mit überraschender Gewandtheit operiert. 


Moreau de Maupertuis. 


9. Eine ungeahnte Erweiterung erfährt das Gebiet der singulären Punkte 
durch die kleine geometrische Abhandlung von Maupertuis: Sur quelques 
affeetions des courbes (Acad. de Paris 1729). Hier zeigt Maupertuis, dafs 
Wendepunkt und Spitze I. Art als Grundelemente durch Kombination neue 
höhere Singularitäten zu bilden vermögen, die jedoch zuweilen äufserlich von 
gewöhnlichen Punkten sich nicht unterscheiden, falls nämlich die durch den 
einen Punkt erzeugte Änderung der Krümmung durch den anderen Punkt 
wieder aufgehoben wird. Die Abhandlung selbst enthält als Beispiele nur 
eine kurze geometrische Betrachtung der durch Vereinigung zweier Wende- 
punkte bezw. zweier Spitzen oder einer Spitze und eines Wendepunkts ent- 
stehenden drei Möglichkeiten: Flachpunkt (point de serpentement), Spitzpunkt 
(point de double pointe) und Schnabelspitze von De l’Hospital, die hier so- 
mit erstmals richtig als zusammengesetzte Singularität erkannt wird. Aber 
ırst De Gua weist, indem er die Näherungskurve "= Ar” eines beliebigen 
Kurvenpunkts diskutiert (Usages pg. 69), erstmals in allgemeinster Weise 
nach, dafs, abgesehen vom Grad der Krümmung, die Teile eines und des- 
selben Kurvenzweigs nur in dreierlei Arten von Punkten zusammenhängen: 
dem gewöhnlichen Punkt, dem Wendepunkt und der Spitze, wobei er, wie 
schon erwähnt, die Möglichkeit der Schnabelspitze in Abrede zieht, dafs so- 
mit sämtliche singulären Punkte ihrer äulseren Gestalt nach auch nur diese 
drei Typen aufweisen, die aufser mit sich selbst auch gegenseitig Selbst- 
berührung eingehen können; zugleich stellt er für jede dieser Singularitäten 
eindeutige Differentialkriterien auf, während nach Maupertuis für Flachpunkt, 
Spitzpunkt und Schnabelspitze, die höchsten ihm bekannten Singularitäten, 
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* 


ohne Unterschied das gemeinsame zweideutige Kriterium d’y=0 oder 
angiebt. Aufserdem berichtigt er an zwei charakteristischen Beispielen, der 
in ein reines Oval übergehenden Cassinoide und den binomischen Parabeln, 
die von Maupertuis am Schlufs ausgesprochene irrige Ansicht, dafs jede 
Kurve ». Ordnung, die von einer beliebigen Geraden nur in a — 2 bez. n—4 
reellen Punkten geschnitten werde, notwendig einen reellen Wendepunkt bez. 
Wendeflachpunkt haben müsse (Usages pg. 394, 419). 


Nicole. 


10, Es ist natürlich, dafs der Besitz eines so mächtigen und leicht zu 
handhabenden Hilfsmittels, wie es die Differentialreehnung im Vergleich zu 
den Stirlingschen Reihenentwieklungen ist, die Bewältigung des alten klassischen 
Themas der Enumeratio mit weniger Schwierigkeiten verknüpft erscheinen 
lassen mufste und deshalb zu neuer Bearbeitung anreizte. Die Lösung dieser 
Aufgabe erstrebt Nicoles unvollendet gebliebene Abhandlung: Traite des lignes 
du 3° ordre, Acad. de Paris 1729, in welcher erstmals die Differentialrechnung 
zur Untersuchung unendlich ferner Kurvenzweige Anwendung findet. Nicole 
zeigt, dafs, je nachdem für einen unendlich fernen Punkt, schiefe Asymptoten- 
richtung vorausgesetzt, die Subtangente endlich oder unendlich ist, der Kurven- 
ast einen hyperbolischen oder parabolischen Verlauf nimmt, den ersten Fall 
betreffend, ergiebt sich ihm die Lage der Zweige zur Asymptote durch Er- 
mittlung der endlichen Schnittpunkte mit einer zur Asymptotenrichtung 
parallelen Sehnenschar; sind die Asymptoten den Axen parallel, so gebraucht 
er das rein analytische Verfahren und untersucht die Kurvengleichung, ob 
für eine endliche bez. unendliche Koordinate die andere Koordinate unendlich 
wird und gleiches oder entgegengesetztes Vorzeichen annimmt. Aus diesen 
Betrachtungen folgert er, dafs alle Kurven ungerader Ordnung mindestens 
zwei entgegengesetzt gerichtete hyperbolische oder parabolische Zweige be- 
sitzen (pg. 198). Endlich giebt Nicole, was selbst Stirling nicht zu zeigen 
vermocht hatte, in seiner Abhandlung: Maniere d’engendrer dans un corps 
solide toutes les courbes du 3° ordre, Acad. de Paris 1751, pg. 494, gleich- 
zeitig mit Clairaut (ibid. pg. 483), aber unabhängig von letzterem, einen 
ersten und zwar rein analytischen Beweis der von Newton in Kap. V der 
Enumeratio ausgesprochenen Genesis curvarum per 


umbras, dals sämtliche 
Kurven dritter Ordnung durch Projektion der fünf 


einfachsten Spezies, der 
sogenannten divergenten Parabeln dritter Ordnung, von einem Punkt auf 
eine Ebene, also ähnlich wie die Kurven zweiter Ordnung durch ebene 


Schnitte der einfachsten Kegelfläche zweiter Ordnung, des Kreiskegels, dar- 
gestellt werden können. 
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De Brageiongne. 


11, Einen kühnen Gedanken, die Aufzählung der Kurven vierter Ordnung 
nach dem Vorgang der Enumeratio, sucht die weit angelegte Arbeit des 
Abbe De Bragelongne: Examen des lignes du 4° ordre, Acad. de Paris 1730 
und 1731, von welcher jedoch nur die vorbereitenden, drei gröfsere Einzel- 
abhandlungen umfassenden Untersuchungen über die bei den Kurven vierter 
Ordnung auftretenden singulären Punkte erschienen sind, zu verwirklichen, 

Um einen Punkt (a, b) als mehrfachen Kurvenpunkt zu erkennen, ver- 
fährt De Bragelongne zunächst rein analytisch: er ermittelt, ob #— a bez. 
4 — b mehrfache Wurzeln der gegebenen Gleichung sind, und stellt bejahenden- 
falls die in den Punkt (a, b) als Ursprung transformierte Gleichung der 
Kurve auf, schneidet letztere durch die beide Nullpunkte verbindende Gerade 
ay=bxz und entscheidet alsdann die noch auftretenden Zweideutigkeiten 
durch den Schnitt der Kurve mit einer weiteren beliebig durch den neuen 
Ursprung gelegten Geraden y=Azx. Diese auf die Untersuchung von ins- 
gesamt fünf Gleichungen gestützten Betrachtungen ergeben ihm nach der 
Anzahl der zusammenfallenden Schnittpunkte eines Zweigs mit einer Schnitt- 
geraden unendlich viele Arten von Flach- und Wendeflachpunkten (inflexions 
invisibles et visibles) und nach der Anzahl der mit Wendepunkten behafteten 
Zweige drei Arten von Doppelpunkten, vier Arten von dreifachen Punkten 
u.s.f. Den Entscheid über die Singularität des betreffenden Afachen Punkts 
giebt die Differentialrechnung nach der Beschaffenheit der Wurzeln des nach 
der Methode von Saurin aufgestellten Akten Differentials, aus welchem sich 
die Tangenten bestimmen, für 2=«a und y= b und zwar findet er fünf 
Doppelpunkte I. Art: Gewöhnlicher Doppelpunkt (point double ordinaire), 
Spitze I. Art (point de rebroussement), isolierter Punkt I. Art (point conjugue), 
Oskulation, d. h. Selbstberührung von aufsen und isolierter Punkt II. Art 
(Lemniseate infiniment petite), wobei Spitze I. Art und Oskulation, die beide 
zusammenfallende Tangenten haben, durch die Zahl drei bez. vier der mit 
der Tangente zusammenfallenden Kurvenschrittpunkte unterschieden werden, 
ferner vier dreifache Punkte I. Art: Gewöhnlicher dreifacher Punkt (point 
triple ordinaire), Spitze I. Art und isolierter Punkt I. Art mit je einem hin- 
durchgehenden parabolischen Zweig (point triple invisible provenu d’une 
ovale adherente), endlich der Spitzpunkt (Lemnisceros infiniment petit). Wie 
mangelhaft die Aufzählung dieser Punkte noch ist, zeigt ein Vergleich mit 
der von De Gua auf pg. 142 gegebenen, die in zuvor nie erreichter Voll- 
ständigkeit und Ausdehnung mit einziger Ausnahme der Schnabelspitze und 
deren Kombinationen sämtliche mehrfachen und singulären Punkte bis ein- 
schliefslich der Kurven fünfter Ordnung umfalst, insbesondere hat De Gua 
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von den als Doppelpunkten zählenden Selbstberührungspunkten, wenn er 
auch die Schnabelspitze nicht gelten läfst, die erste richtige Auffassung und 
unterscheidet scharf drei Fälle: 

Selbstberührung von aufsen oder „Oskulation“ 


(y?— 2px) (y? + 2gx) = 0, 
Selbstberührung von innen oder „Embrassement‘* 


(y? = 2px) („7 = 2g:) ee 0, 


spitze führt, ihm nicht gelingt, und 
Selbstberührung zweier imag. konjugierter Zweige 
(y? — 2pix) (y? + 2pie) = 0 
oder isolierter Punkt II. Art, den De Bragelongne zu speziell auffafst, indem 
allerdings die beiden eine Lemniskate bildenden Ovale beim Verschwinden 
eine derartige Berührung eingehen. 

Ist der kfache Punkt (a, b) erst zu bestimmen, so geschieht dies im 
Anschlufs an das De l’Hospitalsche Verfahren zur Ermittlung unbestimmter 
Werte: Die k verschiedenen abwechselnd gleichen Zähler und Nenner der 
%k —1 Brüche, die man erhält, wenn man ik — imal jenes Verfahren der 
Differentiation von Zähler und Nenner der unbestimmten Brüche . wieder- 
holt (Acad. de Paris 1731, pg. 41), d.h. in unserer heutigen Ausdrucks- 
weise, die /& partiellen Differentialquotienten des (# — 1)ten Differentials der 
Kurvengleichung betrachtet De Bragelongne als Hilfskurven (courbes auxi- 
liaires) und ermittelt ihre gemeinsamen Schnittpunkte, befriedigen diese auch 
die gegebene Gleichung f(#,%y) = 0, so sind sie, schlielst er, kfache Punkte der 
Kurve. Er unterläfst also, zu untersuchen, ob die erhaltenen Lösungen auch 
den übrigen = (k +1) —1-— % partiellen Differentialquotienten der k — 2 
ersten Differentiale genügen, was allerdings bei sämtlichen Beispielen De 
Bragelongnes infolge der speziellen Form der Kurvengleichungen zufällig 
statthat, eine Ungenauigkeit, auf die De Gua ebenfalls aufmerksam macht, 
indem er zugleich erstmals die strenge Forderung des Verschwindens sämt- 
licher . (k +1) —1 partiellen Differentialquotienten der k — Lersten Diffe- 
rentiale zusammen mit f(z,9y)=0 als eindeutige und hinreichende Bedingung 
für die Existenz des kfachen Punkts ausspricht (Usages pg. 240). Hat einer 
der Zweige des kfachen Punkts in diesem Punkt einen Wendepunkt, so findet 
ihn De Bragelongne als derjenigen der k Tangenten zugehörig, welche die 
Kurve in +2 zusammenfallenden Punkten schneidet; die Aufsuchung für sich 
allein auftretender Wendepunkte, etwa nach dem Verfahren von De l’Hospital, 
ebenso wie die Untersuchung unendlich ferner Äste beschäftigen ihn nicht, 
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Den von De Bragelongne herrührenden, überaus fruchtbaren und rein 
analytischen Gedanken der Transformation zur Untersuchung singulärer Stel- 
len nimmt später De Gua erfolgreich wieder auf, indem er seine Betrach- 
tungen vorteilhaft auf eine einzige Transformationsgleichung beschränkt, die 
er gewandt in der Form der Taylor’schen Reihe aufstellt. Dafs De Brage- 
longne der Differentialmethode den ausgesprochenen Vorzug vor dem Trans- 
formationsverfahren giebt, mag in der Umständlichkeit und geringen Über- 
sichtlichkeit begründet sein, wie er dieses Verfahren anwandte; jedenfalls 
aber verdankt er den tieferen Einblick in die analytische Form der Kurven- 
gleichung nur seiner Methode der Transformation, dafür ist eines der be- 
zeichnendsten Beispiele (art. 81) die Aufstellung der Gleichung einer Kurve 
vierter Ordnung mit zwei Doppelpunkten auf der Abscissenaxe, in der Form 
+ lat e)y’+ (Frr+ga + h)y+kla—a) (ab) y+m (x — a)X&—V)’=0 
und die Ableitung der Bedingung für die Existenz eines dritten Doppelpunkts 
dieser Kurve. An dieser Stelle schlielst er auch durch Induktion aus der 
Anzahl 1,3, 6 u. s. f. der möglichen Doppelpunkte einer Kurve dritter, 


j ic £ > Au i a — 1) (nm — 2) 
vierter, fünfter Ordnung u. s. f. auf die Maximalzahl j 5 der 


Doppelpunkte einer algebraischen Kurve und beansprucht hierfür das Recht 
der Priorität, das jedoch Mac Laurin zuzuerkennen ist, der diese Zahl mit 
Hilfe seiner algebraischen Schnittpunktsätze ermittelt (Geometria organica, 
Sectio V, Lemma III, Coroll. IV). 


De Gua. 


12. De Bragelongne’s Examen beschliefst die Reihe der kurventheore- 
tischen Arbeiten der Vorgänger De Guas. Abgesehen von Descartes hat 
aulser der Enumeratio und den Arbeiten Saurins diese Schrift am meisten 
auf De Gua eingewirkt, wohl nicht allein durch die in ihr ausgesprochenen 
analytischen Gedanken, sondern ebenso durch die an die Enumeratio erin- 
ıernde Mannigfaltigkeit der Gestalten der Kurven vierter Ordnung, die schon 
durch das blofse Auftreten der durch Variation der Konstanten erhaltenen 
singulären Punkte dieser Kurven erreicht wird. Zum Unterschied jedoch 
gegen sämtliche früheren Auffassungen, die einesteils der analytischen Kurven- 
theorie die Rolle einer Hilfswissenschaft der Algebra zuweisen, indem die 
Kenntnis der Kurven nur dazu diene, Probleme d. h. höhere algebraische 
Gleichungen aufzulösen (graphische Methode), eine Ansicht, die noch Newton 
mit Descartes teilt (Enumeratio Cap. VII: Constructio aequationum per de- 
scriptionem curvarum), andernteils durch die Künstlichkeit der Methoden 
oder deren Schwerfälligkeit und die damit bedingte Einseitigkeit der An- 
wendung den inneren Zusammenhang zwischen algebraischer Form und geo- 
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metrischer Gestalt nur unvollständig klar legen, begründet De Gua dadurch, 
dafs er erstmals an Stelle der seitherigen Einzeluntersuchungen bestimmter 
Kurvenordnungen die Gleichung »ten Grades in # und y diskutiert, eine 
allgemeine analytische Theorie der algebraischen Kurven als eines Wissens- 
zweigs für sich und charakterisiert zugleich durch die blofse Anwendung 
der Analysis des Descartes diese Methode als die natürlichste nicht nur in- 
sofern, als sie überhaupt genügt, die Kriterien für sämtliche gestaltliche 
Eigenschaften eindeutig mit Schärfe und Klarheit aufzustellen, sondern vor 
allem, weil sie ihre Ergehnisse aus der Form der Gleichung direkt ent- 
nimmt und hierdurch Algebra und Geometrie in unmittelbare Wechsel- 
beziehung setzt. In einer Parallelen zwischen seiner und der Differential- 
methode, anläfslich der Aufsuchung singulärer Punkte, zeigt er die Unzu- 
länglichkeit der von De l’Hospital, Saurin und De Bragelongne gegebenen 
Begründungen, die sich auf das Wesen der Differentiale stützen, dals jedes 
Differential der Kurvengleichung im Vergleich zu seinem vorhergehenden 
verschwindet; ihm dient deshalb die Differentialrechnung ohne jegliche geo- 
metrische Interpretation einzig als Rechnungsmethode für die leichtere Aus- 
führung umständlicher algebraischer Operationen, als analytisches Hilfsmittel 
anerkennt er ihre ausschliefsliche Herrschaft nur in der Anwendung auf 
transcendente Kurven, Rektifikation und Quadratur, Untersuchungen, bei 
denen die Analysis des Descartes als in der Natur ihres Wesens begründet 
versagen muls, die daher De Gua auch von seinen Betrachtungen ausschlielst. 
Indem De Gua die zu untersuchende Singularität 


(p,9) mit Hilfe der Transformationsgleichungen (Fig. 1) +! +U 
x=p+teHt nu, y=qg-+t mu P 

zum Ursprung eines neuen Koordinatensystems macht | 

und die Ordinatenaxe 7 desselben drehbar annimmt, 7 mu 


gelingt es ihm, frei über die Tangenten des singu- 
lären Punktes zu verfügen und unter Benutzung des 
mit Unrecht nach Uramer benannten analytischen Drei- 
ecks, in welches De Gua das Newton’sche Parallelo- 
gramm zweckmälsig umgestaltet (von De Gua als 
triangle algebrique, später von Cramer als triangle 
analytique bezeichnet, siehe 19), die Näherungskurven für die Zweige des 
singulären Punkts im Ursprung in der heute noch üblichen Weise aufzustellen. 
Er erkennt, dafs der die Singularität des Ursprungs darstellende Term in 
ebensoviel Faktoren von der Form 


” 
en 4A 


PR 6 
Fig. 1. 


y" mas 4 zit 


(m und n ganze positive Zahlen) zerfällt, als Zweige vorhanden sind, dals 
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diese Faktoren also die parabolischen Näherungskurven der einzelnen Zweige 
darstellen; dafs letztere aber auch teilweise imaginär werden können, über- 
sieht De Gua deshalb, weil er. zur Definition eines Zweigs den ersten Term 
As” für hinreichend hält, dem gegenüber wegen der Kleinheit von x alle 
folgenden höheren Terme vernachlässigt werden können, eine Ansicht, die 
Euler erstmals widerlegt (Mem. de Berlin 1749, pg. 203), indem er zeigt, 
dafs für gewisse Werte von x wohl das erste Glied einer Potenzreihe reell, 
das zweite jedoch imaginär sein könne und also gegen das erste nicht 
vernachlässigt werden dürfe, wie dies gerade im Fall der Schnabelspitze 
zutrifft, wo die Entwicklung 


5 
y= Axt Ba? 


nur für positive Werte von x reell ist. Ein grolser Fortschritt aber ist 
nun, dals De Gua sich nicht auf die Untersuchung der einen, das Verhalten 
der Kurve im Ursprung charakterisierenden Dreiecksecke beschränkt, die 
beiden anderen Ecken geben ihm den Verlauf der Kurve in den unendlich 
fernen Punkten der Koordinatenaxen und der sie verbindende, das Dreieck 
abschliefsende Streckenzug die den anderen unendlich fernen Punkten zu- 
strebenden Äste. Aus diesen Betrachtungen findet er, dafs in gleicher Weise, 
wie endliche Zweige sich nur durch dreierlei Punkte hindurch fortsetzen 
(vgl. 9), auch nur drei Arten von unendlich fernen Zweigen, hyperbolischen 
sowohl als parabolischen, bestehen, eine Analogie, die ihn veranlafst, den 
Ursprung des Koordinatensystems ins Unendliche zu verlegen. Dies erreicht 
er geometrisch durch die schon von Nicole riehtig aufgefalste Newton’sche 
Genesis curvarım per umbras (vgl. 10): er erzeugt sämtliche Arten unend- 
lich ferner Zweige als zentralprojektive Bilder der Zweige eines im End- 
liehen liegenden Ursprungs und definiert somit erstmals alle in ihrem Ver- 
lauf von dem der konischen Hyperbel abweichenden unendlich fernen Äste 
als singuläre Punkte; algebraisch vermittelt ihm diese zunächst räumliche 
kollineare Verwandtschaft die lineare Transformation 


DH 


1 u 
z» vw 7’ 

durch welche für die transformierte Kurve, wenn sie in der Ebene der ur- 
sprünglichen Kurve dargestellt wird, nur die Lage des alten Koordinaten- 
systems sich ändert, indem die den ursprünglichen Nullpunkt charakterisie- 
rende Ecke des analytischen Dreiecks mit einer der beiden anderen Ecken 
sich vertauscht, während die projektiven Eigenschaften sämtlich erhalten 
bleiben. Mit dieser gleichwertigen Auffassung sämtlicher Eeken des analy- 
tischen Dreiecks nähert sich De Gua schon dem Gedanken der Einführung 
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homogener Koordinaten, den jedoch erst Möbius in seinem baryzentrischen 
Caleul verwirklichte (1827). 

Eines der schönsten Ergebnisse der projektiven Betrachtungen De Guas 
ist der Satz über die Wendepunkte einer Kurve dritter Ordnung. Die von 
Newton in der Enumeratio angegebene Eigenschaft der mit drei Paaren 
hyperbolischer Zweige behafteten Kurven dritter Ordnung, der sog. Hyper- 
bolae redundantes, dafs, wenn zwei dieser Paare einen Durchmesser haben, 
d. h. auf derselben Seite der Asymptote verlaufen, das dritte Paar notwendig 
dieselbe Lage zur Asymptote hat, erkennt De Gua, indem er die unendlich 
ferne Gerade ins Endliche projiziert und jene besondere Art hyperbolischer 
Zweige als unendlich ferne Wendepunkte deutet, als einen Sonderfall der 
allgemeinen Eigenschaft der Kurven dritter Ordnung, dafs, wenn dieselben 
zwei Wendepunkte besitzen, sie noch einen dritten haben müssen, der mit 
den beiden ersten auf einer (reraden liegt. Der Ursprung dieses auf pg. 225 
erstmals von De Gua ausgesprochenen Satzes, den De Gua aulserdem auf 
pg. 315 rein analytisch beweist, wird gewöhnlich fälschlicherweise auf die 
acht Jahre nach den Usages de l’analyse erschienene Algebra des Mac Laurin 
zurückgeführt, in dessen Anhang er sich, aber nur mit Hilfe der Differential- 
rechnung, bewiesen findet. 

Auch in algebraischen Fragen, im besonderen in Bezug auf Elimination, 
zeigt De Gua eine originale Auffassung. Statt der von Newton in der 
Arithmetica universalis, pg. 73, aufgestellten Tabelle der Resultanten zweier 
Gleichungen bezw. zweiten, zweiten und dritten, dritten Grads einer Ver- 
änderlichen benutzt De Gua eine durchaus elementare Methode, die zwar 
schwerfällig ist, aber sicher zum Ziel führt, weshalb man neuerdings wieder 
auf sie zurückgreift, wenn es sich um strenge Begründung der Sätze über 
die Resultante handelt: er eliminiert eine Veränderliche aus zwei Gleichungen 
beliebig hohen Grads nach dem Kettenbruchverfahren, das schon Euklid zur 
Ermittlung des grölsten gemeinschaftlichen Teilers anwendet, die Bedingung 
für eine gemeinschaftliche Wurzel d. h. die Resultante ist alsdann der Rest, 
der sich am Schlusse einstellt. Das Leibniz’sche Verfahren, das sich auf 
die Elimination mehrerer Veränderlicher aus einem System linearer Glei- 
chungen gründet, scheint, obwohl es neben der Newton’schen Tabelle die 
einzige damalige Kenntnis bezüglich der Herstellung der Resultante bildet, 
De Gua nicht bekannt gewesen zu sein. 

Für das Verständnis der analytischen Untersuchungen De Guas bedarf 
es zunächst einiger Hilfsbetrachtungen. 
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Hilfsbetrachtungen. 


Die Bildung der Resultante. 


13. Die vor De Gua bekannten Methoden sind diejenigen von Newton 
und Leibniz. Auf die von Newton aufgestellte Tabelle der Resultanten der 
Gleichungen bis zum dritten Grad (Arithmetiea universalis pg. 73) nimmt 
De Gua öfters Bezug. 


Die Reduktionsmethode von Newton. 


14, Dieselbe besteht darin, dafs die beiden gegebenen Gleichungen je 
zu einer dritten von niedererem Grad kombiniert werden, bis man schliefslich 
zu zwei linearen Gleichungen gelangt: Man berechne aus jeder der beiden 
gegebenen Gleichungen die höchste Dimension der zu eliminierenden Grölse, 
nachdem man zuvor nötigenfalls durch Multiplikation mit einer passenden 
Potenz derselben diejenige der beiden Gleichungen, die niedereren Grades 
ist, auf den Grad der anderen erhöht hat, und setze diese beiden Werte 
einander gleich, so hat man eine Gleichung (A) von niedererem Grade; in- 
dem man diese wieder mit einer der beiden gegebenen in derselben Weise 
kombiniert, erhält man eine zweite von niedererem Grade (B), die nun mit 
jener zuerst abgeleiteten (A) zu kombinieren ist u. s. f. 


Erstes Beispiel. Aus den beiden quadratischen Gleichungen 


(1) a®+be+c=0, 
(2) fe +o9ec +h=0 
folgt 
en en En 
PRHER.. u ni und 7 SIRERE L Et ; 
[7 / 
somit 


woraus die gemeinschaftliche Wurzel von (1) und (2) 
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ah— cf 


we b f-ag 
und somit durch Einsetzen in (1) die Resultante 
)  alah- ef)? + d(ah- ef)(bf- ag) + eldf - ag)? =, 
oder nach Vereinfachung 
(3a) (ah — ef — (ag — bf) (bh —cy)=0. 


Zweites Beispiel. Die Resultante zweier Gleichungen zweiten und dritten 
Grades: 


(1) ae + +cecc+d=0, 
(2) fe +ge+h=0 
ergiebt sich wie folgt: 
(1) ae +be+ea+d=0, 
(2a) f+g®+hr=0, 
woraus 
IE ER a 
somit 2 
(3) re ee uhee, 


womit die Aufgabe zurückgeführt ist auf den eben behandelten Fall zweier 
quadratischer Gleichungen: 


(3) (bf—ag)a+(f—ahae+df=0, 
(3) fa +os+h=0. 
Drittes Beispiel: Die beiden kubischen Gleichungen 
(1) ad+ıe tea td=0, 
(2) fa® +9® +hc+k=0 
geben 
ee a an ie ee TE 
somit 
bat Hes+d_ ge’ +he+k 
a f , 
oder 
(3) (bf—an)a+(f—ahle+(d—ak)=0, 
oder 
(3a) (bf— ag)a’ + (cf — ah)a? + (df — ak)e= 0 
und somit aus (1) und (3a) 
(4) b2?+cxz-+d = (f— ah)” -- (df— ah) 


a bf—ay : 


Sausrbeck, Gua de Malves, 


[5] 
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womit die Aufgabe wieder zurückgeführt ist auf den zuerst behandelten Fall 
zweier quadratischer Gleichungen: 
(4) (bbf—ag)—alef—ah))a?+ (edf—ag)—-aldf—ak))a-+d(bf—ag)=0, 
(3) (bf—ag)-’+(ef—ah)-x-+df—ak=0. 
Anmerkung: Mit diesen Ergebnissen gelingt die Elimination einer Un- 
bekannten aus zwei Gleichungen mit zwei Veränderlichen bis zum dritten 
Grade, z. B. aus 
(1?) Az®+ Bay +Cay? +Dy’+Fa2’+Gay+ Hy +Kxz +Ly+M =0, 
(2) Aa+Bary+ Clay +DyP-+Fa+@Gay+ HyP-+Kzx+ly+M=0, 
indem man sie nach fallenden Potenzen der zu eliminierenden Veränder- 
lichen, etwa x, ordnet, wie folgt 
(la) Af+{ By +)? +(CY? +Gy+K)e+(Dy’+ Hy +Ly+M) =0, 
(23) A +(By+ FR +(CyP+@y+KN)c+(Dy’+ H'y+Ly+M)=0, 
so dals in Übereinstimmung mit (1) und (2) in (4) und (3) zu setzen ist: 


am A f=-4 
b=By+F g=By+F 
c=C?+Gy+K h=Cy+G@y+K 


d=Dy® + Hy” +Ly+M k=DfP’+ Hy? +LUy+M, 
womit die Resultante aus (4) und (3), d.h. das x-Eliminat aus (1*) und 
(2*) sich als Gleichung 9. Grades in y ergiebt. 


Die Methode der unbestimmten Koeffizienten von Leibniz. 


15. Hat man zwei Gleichungen desselben Grades, so multipliziere man 
beide mit einem unbestimmten Ausdruck vom nächst niedereren Grad, der 
so beschaffen ist, dafs die höchsten Potenzen beider Gleichungen gleiche 
Koeffizienten und entgegeugesetztes Vorzeichen erhalten. Durch Addition der 
Produkte entsteht ‘eine Gleichung, deren. einzelne Terme man gleich Null 
setze. Man erhält dann eine Gleichung mehr als unbestimmte Koeffizienten 
vorhanden sind und zwar sind diese Gleichungen linear. Hiermit ist das 
Problem zurückgeführt auf die Elimination aus einem System von linearen 
Gleichungen, das Leibniz löst durch eine systematische Bezeichnung der 
Koeffizienten durch Stellenzeiger, ein Kunstgriff, der Leibniz bekanntlich zum 
Erfinder der Determinanten gemacht hat (Brill, Jahresberichte der deutschen 
Mathematiker-Vereinigung 1892/93, pg: 126). 

Erstes Beispiel: 

(1) a +bce+c=0, 
(2) fe tget+h=0, 
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woraus 


++) tt )+(l te +h)-ar +) =, 


oder 


(aa+fß +bf-a)e +(ba +gB+tef—ahle +tca+thß=0, 


somit 


(3) aa+B+bf-ay=0, 
(4) batoß+ef—ah=0, 
(5) ca + hß (0), 


und daher die Resultante 

la f bf-ag 
(6) db g cf—ah 

| a W) | 


== {) 


’ 


oder, entwickelt 


(bf— ag) (bh— eg) + cflef — ah) —ahlef—ah)=0, 


oder 
(6a) (ef — ah)? — (ag -- bf) (bh — cg) =. 


Meist formt man die Determinante (6) um in. die sog. Rückungsdeterminante. 
Man erhält aus (6) 


1a f: afyg 9 f b a f\ 
bg Pe b ghi-a=a.|b hy -+f-ie db gi, 
cha he hf le f: Rh) la c h\ 
oder 
| la 
b a b a 
(6b) = j — af =0(. 
ebhg ebhyg 
ae f h| € hi 


Zweites Beispiel: Entsprechend ergiebt sich die Resultante aus zwei 
Gleichungen verschiedenen Grades, z. B. vom dritten und zweiten: 


(1) aa tb tee +d=0, 
(2) fe +ge+h=0, 


indem diejenige niedereren Grades durch Hinzufügen der mit Null behafteten 
fehlenden Potenzen auf den höheren Grad ergänzt wird. Alsdann ergiebt sich 


(ax? +bar+cx+d) (0-2 +ax+B) + (0-a+ far +ga+h) (aut +yr+0)=0, 
oder 
(aataf)+lbe +aß+ fytag)a+(leat+bß+gy+Ffö+t aha? 

+ (de +cß+hy+oö)r+ (dB -} hö) = 0 
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und somit das Gleichungssystem 


(3) ac +ıf=0, 
(4) ba+aß+fy +a=0, 
(5) ca+bBß+y+fötah=0, 
(6) da +cß+ay-+gö = (, 
(7) aß + hö =, 
das nur bestehen kann unter der Bedingung 

a fl 

ie | 

cbgfh | —0, 

dehy | 

d Ir | 


woraus durch Umstellung der drei letzten Vertikalreihen die Resultante in 
der Form der Rückungsdeterminante 


a ff 
b na 4 
| ebh gg f | = (), 
de hg 
d h 


Das Kettenbruchverfahren von De Gua. 
16. Die beiden quadratischen Gleichungen 
(1) ae +bztc=0, 
(2) ff +ye+h=0 
ergeben folgende Staffelrechnung: 


l 


aat+batcif®tyge+h Ei 


b 
+ 42+% 1 
_bf _ef 8 i & j ah — ef 
(v- \a+(n- N] AX% en ae ag BE (Ba ai a in) 
|s— 9 g 
| et 
art a —,® 
3 
ah—cf\ 
0 EN), v+e 
ah — ef a ‚ah— ef 
(N 
ee , ah— cf - Ref ee FR 
somit- Rest: ce — 29 — (B- a EZ EE) m 0, (3) 
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oder e(bf — ag)’ + blah —ef)(bf—ug)+alah— cf? =0, 


oder 
(3a) (ah — ef)? — (ag — bf) (bh — cg)=0 
in Übereinstimmung mit (14) als Bedingung einer gemeinschaftlichen Wurzel 


der gegebenen Gleichungen (1) und (2), d. h. deren Resultante. Diese Wurzel 
ergiebt sich aus dem letzten Divisor, dem gröfsten gemeinschaftlichen Teiler 


von (1) und (2): 
BEE .) 2. 98 ef\ _ 
(„-%)2+(-%)=0 
en ‚_ ah — cf 
bf—ag 


(vgl. 61, b). 


Die Hudde’sche Regel und die Bildung der Diskriminante. 


17. Satz von Hudde: Multipliziert man die einzelnen Glieder einer nach 
fallenden Potenzen der Veränderlichen geordneten Gleichung rten Grades, die 
k gleiche Wurzeln hat, mit den entsprechenden Gliedern einer beliebigen 
abnehmenden arithmetischen Reihe, so hat die neue Gleichung noch k — 1 
jener gleichen Wurzeln der ursprünglichen Gleichung. 

Wählt man zunächst die besondere, von » bis OÖ abnehmende arithme- 
tische Reihe, so lautet die aus der vorliegenden Gleichung 
(1) fa) = Ar" + Bar! + 097? +... +Le+M=0 
nach der Hudde’schen Regel abgeleitete neue Gleichung 


n-Ax" +(n—1)Ba"-'!+..-+Lx =0, 


oder 

(n - Ati (n — 1) Bert... + L)« == ()., 
oder 
(2) n- Ar! +(n— 1)Bar?+.. +2 =0, 


d.h. man erhält das gleich Null gesetzte erste Differential f’(x) der ge- 
gebenen Gleichung. Nimmt man nunmehr die Multiplikation von (1) mit 
einer beliebigen abnehmenden Reihe 

m, m—1, m—2, :- man 
vor, so entspricht dies einer Multiplikation mit 
(m-n)+tn, m—-n+n—1, m—-mM)+rn—2, .(m—-mM)-+0, 
d. h. einer Multiplikation mit einer beliebigen Grölse m» — n und der be- 


sonderen von » bis O abnehmenden Reihe, die Hudde’sche Gleichung hat 
somit die Form 


H(x) = (m — n)f(a) + f’(a) = 0 
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und reduziert sich daher wegen (1) wieder auf 

(2a) f(«) = 0. 

Hieraus folgt, wie Guisnee zuerst gezeigt hat (Acad. de Paris 1706, pg. 50), 
die Identität mit dem Differentiationsprozefs: die Hudde’sche Regel ist die 
allgemeinste Art der Differentiation einer rationalen algebraischen Gleichung. 


Hat somit die gegebene Gleichung k gleiche Wurzeln, d. h. ist sie von 
der Form 


1) WAR - te, 
so folgt 
f’@) = Ahle — 1. 9@) + Aa pa) = 0, 
oder 
- Aa = 01 (k- 9) + @- Fa) =, 
oder 
(2*) H(e) = Ala — a1. la) = 0. 


d.h. die Hudde’sche Gleichung enthält % — 1 dieser Wurzeln und bildet man 
von dieser Gleichung selbst wieder die Ableitung, so ist diese von der Form 
(3*) Ga)EHK)=EI ER) AR er ya) 0, 
enthält also noch k — 2 jener Wurzeln. Ist somit x = « eine Doppelwurzel 
der gegebenen Gleichung (1*), so ist sie noch eine einfache Wurzel der 
Hudde’schen Gleichung (2*) und die Bedingung, dafs diese beiden Gleichungen 
(1*) f@)=0, 
(2*) H(x)=f’(x) =0 
eine gemeinsame Wurzel haben, d. h. ihre Resultante, die in diesem beson- 
deren Fall als Diskriminante bezeichnet wird, ist zugleich die Bedingung 
einer Doppelwurzel der gegebenen Gleichung (1*); entsprechend ist die Be- 
dingung einer dreifachen Wurzel von (1*) identisch mit der Bedingung einer 
gemeinsamen Wurzel der Gleichungen | 
(1*) f@)=0, 
(2*) HB)=Zf@) 0, 
(3*) DE) =0, 
für deren gleichzeitiges Bestehen man drei von einander abhängige Diskri- 
minanten, also zwei von 'einander unabhängige Bedingungen in den Koeffi- 
zienten der gegebenen Gleichung erhält u. s. f. 

Um die zur Bildung der Diskriminante notwendige Hudde’sche Gleichung 


in der möglichst einfachen Form zu erhalten, benützt De Gua meist sym- 
metrische arithmetische Reihen, wie 


n, n—1, n—2, --0:..., -—(n—-2), —-—(n—-1), —-m, 
oder Reihen, deren Endglied OÖ ist. 
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Die lineare Transformation und das Taylor’sche Theorem. 


18, Schon Bernoulli zeigt (vgl. 8), dafs die Newton’sche Entwicklung 
nach dem Binomiallehrsatz durch den Differentialprozefs ersetzt werden kann. 
man nämlich das (k — . Differential der Potenz x”, d. h. 


nn —1)(n —2)---(n— k+ 2)ar tt. gat-—ı, 


wobei dx als konstant vorausgesetzt ist, mit dem Akten Glied der Entwick- 
lung (x + dx)", in welche x" übergeht durch Substitution von 2 -+ dx an 
Stelle von x, also mit 


( N ‚)® n-k+l, Jyk-1 _ rn -YDn—-9. n—k+2) gr—ktl, Jak-1 
ee k—_1)k_-9)...8.2-1 ) 
so stimmen beide Ausdrücke überein bis auf einen Faktor (k — 1)!. 

Das kte Glied des Binoms (2 + dx)" ergiebt sich somit als das mit 
(k — 1)! dividierte (k — 1)te Differential der Potenz a”. 

Diese Betrachtungen erweitert Saurin auf die Bildung der Gleichung 
f(x + da, y+dy)=0 aus f(a, y)=0 und findet auf Grund der Unter- 
suchung einzelner Beispiele, dals die neue Gleichung sich darstellt als die 
Summe aus der ursprünglichen Gleichung und den bis zum Grad der Glei- 
chung ansteigenden Differentialen, dagegen macht er auf die Division letz- 
terer mit den von Bernoulli angegebenen Faktoren nicht aufmerksam, weil 
bei seinen Tangentenuntersuchungen die einzelnen Differentiale der Kurven- 
gleichung nur für sich allein als Gleichungen in Betracht kommen. Erst 
De Gua giebt die genaue allgemeine Beziehung zwischen Differential und 
transformiertem Term für zwei Variable. Bildet man für irgend einen Term 
AaPy der ursprünglichen Gleichung f(x, y) = 0 einerseits die Transformation 


A(z + da). (y+ Ay)? 
— Alar + (4 )ar tar + (Z)ar tat 4 (2) de] 


r+(1 )tay+ (2 ) yray? re -+(3 ) ayı|, 
andererseits die (p + g) Differentiale 
d, = A[par'yrda + garyı!dy] 
d,= Alp (p— 1) ar tyraa?+2pgartyrdsdy+g(ga—1) Pf ?dy?) a.s. w. 


so zeigt sich, dafs nach Ausführung der Multiplikation der transformierte 
Term sich darstellt als die Summe aus dem ursprünglichen Term und den 
bis zur Dimension des Terms ansteigenden Differentialen, letztere dividiert 
mit den entsprechenden Fakultäten 1!2!--. bis (p # g)!; was somit für 
einen einzelnen Term der ursprünglichen Gleichung gilt, gilt für sämtliche 
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Terme derselben d. h. die transformierte Gleichung kann auf die Form ge- 
bracht werden: 


f(a+ da, y+dy) = (ey) + 1 Kay) + 2 d; ay)+ ++ = d,f(s 9); 


aulserdem ordnet De Gua die einzelnen Differentiale nach Potenzen von ds 
und dy und schreibt 

d, fa, y) = a,da + u,dy, 

d,f(z,y) = ud + agdady+ andy, 


wodurch die transformierte Gleichung schlielslich die vollkommene Gestalt 
der Taylor’schen Reihe für zwei Variable annimmt: 


f(& +da,y+ dy) ee f(&, y) + R ( dz- +2 Fr dy) 


+ (0a: AEG „dadytzsay)t-- 


Auf diese Entwicklung wird De Gua geführt einzig durch das Bestreben, 
die häufig wiederkehrenden linearen Transformationen, auf welchen fast 
sämtliche Schlufsfolgerungen seiner analytischen Untersuchungen beruhen, 
rasch und übersichtlich durchzuführen, eine Aufgabe, die er mit diesem erst- 
mals von ihm aufgestellten Hilfsmittel genau in der heutzutage üblichen 
Weise erledigt mit dem blofsen Unterschied, dafs er die Koeffizienten « nicht 
als partielle Differentialquotienten zu berechnen weils, sondern sie durch 
vollständige Differentiation ermittelt. Wird z. B. die Ördinatenaxe sich selbst 
parallel um den Abstand p verschoben, ist also, wenn die neuen Koordi- 
naten mit 2, # bezeichnet werden, 

z=p+t32, yzu, 
so erhält man, wenn in der Taylor'schen Reihe x, %, dx, dy durch p, u, z, 0 
ersetzt werden, die transformierte Gleichung der gegebenen Kurve f(xy) = 0 
nach steigenden Potenzen der Abseisse z entwickelt, wie folgt: 
R ’ 
ICHESCDES SE TEE et 


Oder, wird z. B. die Kurve f(x, se = () von einem durch einen belie- 
bigen Punkt (p, qg) gehenden Strahl geschnitten, wofür die Transformations- 
gleichungen in Polarkoordinaten lauten 


x=p4+r:.c0089p, y-qtr-sinp, 
oder 


z=p-+ nu, y=g-+ mu 
mit der bei De Gua üblichen Bezeichnungsweise 


r=%, Sing=m, csyg=N, 
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so ergiebt sich mit p, y, nu, mu an Stelle von x, y, da, dy als Schnitt- 
punktsgleichung 


v(u)=f(p, 9) + it (& [ N +3 m) u 


201 


1 (7 „2 ef o*f 2\ „2 
+37 ( + 2; 352 tn m?) u +. =0. 


Das algebraische Dreieck von De Gua. 


19. Es scheint, dafs Newton durch die damals schon bekannte Lehre 
von den Dezimalbrüchen auf den Gedanken der Reihenentwicklung geführt 
wurde. Einen Vorgang hierfür bot ihm die Abhandlung von Merkator über 
die Quadratur der Hyperbel, worin dieser die elementaren Rechenoperationen 
von der Arithmetik auf die Algebra überträgt, indem er statt der absteigen- 
den Potenzen von 10 die nach Dimensionen geordneten Potenzen der un- 
bestimmten Gröfse bis ins Unendliche nimmt. Wie der Vorteil in der An- 
wendung der Dezimalbrüche darauf beruht, dafs die Operationen mit gebro- 
chenen Zahlen in der einfachsten Weise durch solche mit ganzen Zahlen 
ersetzt werden können, so zeigt Newton, wie mit Hilfe ähnlicher Entwick- 
lungen komplizierte algebraische Ausdrücke in Bruchform oder Wurzelgröfsen, 
auch die Wurzeln nicht reiner Gleichungen auf die Form von unendlichen 
Reihen gebracht werden können, deren Glieder einfache Zähler und Nenner 
haben, also keine Schwierigkeit mehr bieten. Das Newton’sche Verfahren 
besteht nun in einer successiven Verbesserung eines ersten zunächst noch 
fehlerhaften Wurzelwerts. Um diesen zu finden (Opuscula Newtoni Isaaci, 
Methodus fluxionum et serierum infinitarum, pg. 41), sucht er aus den Glie- 
dern, in denen y bezw. & nicht vorkommt, den hinsichtlich x bezw. y nie- 
drigsten Term, also zwei Terme, für welche die Progression der Dimensionen 
beider Variabeln möglichst klein ist, und dazu 
noch alle Terme, deren Dimensionen in der gleichen 
Progression auftreten, wenn man letztere beliebig 
fortsetzt. Um diese Auswahl leichter treffen zu 
können, benutzt Newton die graphische Darstel- 
lung: er analysiert die Gleichung der Kurve mit 
Hilfe eines Diagramms, das heute noch klassische 
Bedeutung besitzt und nach seinem Erfinder als 
Newton’sches Parallelogramm bezeichnet wird 
(Fig. 3). Ordnet man in der jetzt üblichen Dar- 
stellungsweise (Fig. 2) die Glieder einer algebraischen Gleichung als Punkte 
zwei Axen zu, deren Einheiten nach Potenzen von x bezw. % fortschreiten. 
so sind sämtliche Glieder, die auf derselben Geraden liegen, von gleicher 
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Ordnung (unendlich grofs bezw. unendlich klein), alle oberhalb bezw. unter- 
halb liegenden Glieder sind von höherer bezw. niederer Örduung. Der Be- 
weis (nach Cramer) beruht darauf, dafs die Exponenten von x und y aller 
auf einer Geraden liegenden Glieder in arithmetischer Progression fort- 
schreiten. Sind nämlich Aa” 4” und Ba” +t*.y”*+! zwei durch eine Gerade 
verbundene Glieder, deren Ordnung als gleich vorausgesetzt wird, für welche 
sich also die Kurvengleichung reduziert auf 


(1) Bartk.ynti— Ad. y® oder ll, 


so liegen, wenn der Einfachheit halber die Koeffizienten nicht geschrieben 
werden, sämtliche Glieder der Reihe 
z gm—2k . vw gm—k h , am. y", gm k ’ y" 2. gmt+2k & gern R 
auf derselben Geraden wie die zu vergleichenden Terme und alle sind von 
derselben Ordnung, denn, dividiert man die Reihe mit x” - „*, so resultiert 
die neue Reihe 
yet, 


und da 1 bezw. © endlich ist, so ist der Voraussetzung (1) gemäfs auch 
x. y’ und somit jedes Glied der letzten Reihe endlich, folglich alle Glieder 
der ersten Reihe von der Ordnung des Gliedes x" - y”. Geht die Gerade 
durch das Glied «” der X-Axe, so sind alle Glieder der (reraden von der 
Ordnung des Gliedes =”; geht aber die Gerade zwischen x” und x”*+! hin- 
durch, so liegt die Ordnung der Glieder der Geraden zwischen derjenigen 
der Glieder @” und a"t!, d.h. alle oberhalb bezw. unterhalb der Geraden 
liegenden Glieder sind auch von höherer bezw. niederer Ordnung als die 
Glieder der Geraden selbst. Dieses Newton’sche Parallelogramm, in welchem 
ursprünglich jeder Term der Kurvengleichung durch den Diagonalschnittpunkt 
eines Parallelogramms bezw. Quadrats bezeichnet ist (Fig. 3), ändert De Gua, 


Fig. 4. 


der diese Darstellungsweise der Terme noch beibehält, behufs bequemerer Ord- 
nung der Gleichung nach Potenzen der Veränderlichen, ab in ein Dreieck (le 
triangle algebrique, später von Cramer als triangle analytiqgue bezeichnet), in- 
dem er die beiden Axen, die sog. Banden ohne « bezw. ohne y, unter 45° gegen 
die Horizontale stellt (Fig. 4), dann geben die horizontalen Reihen die nach 
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{ 
x sowohl als nach 4 und die zur Bande ohne 4 bezw. ohne x parallelen 
Reihen die nach y bezw. & geordnete Gleichung. Mit Hilfe dieses Dreiecks 
ermittelt De Gua in der heute noch üblichen Weise erstmals die Näherungs- 
kurven im Ursprung sowohl wie in den unendlich fernen Punkten der Koor- 
dinatenaxen oder in beliebigen anderen unendlich fernen Punkten nach folgender 

Hauptregel: Legt man nach Einzeichnung der Glieder der Kurvenglei- 
chung das analytische Dreieck auf die Bande ohne = (ohne y), so sind für 
eine unendlich grofse bezw. unendlich kleine Abseisse (Ordinate) nur die- 
jenigen Glieder als die grölsten bezw. kleinsten zu betrachten, oberhalb bezw. 
unterhalb deren Verbindungsgeraden kein weiteres Glied der Gleichung sich 
befindet, und das gleich Null gesetzte Aggregat dieser Glieder, auf welches 
sich die Kurvengleichung reduziert, ist die Gleichung der Näherungskurve 
in dem durch die betreffenden Koordinatenextreme bestimmten Punkt (Ur- 
sprung, unendlich ferner Punkt einer Koordinatenaxe, beliebiger anderer 
Punkt der unendlich fernen Geraden). 

De Gua behandelt nun insbesondere diejenigen Fälle, in welchen die 
direkte Anwendung des Newton’schen Parallelogramms bezw. des algebraischen 
Dreiecks zur Ermittlung der Näherungskurven nicht zum Ziel führt, was 
stets statt hat, sobald das Aggregat der Glieder höchster bezw. niederster 
Dimension vollständig ist. Hier transformiert De Gua vorher die gegebene 
Kurvengleichung: 

fay)=a,r +0, 1 yt tagt Hate =, 


indem er die Ordinatenaxe in die Richtung — einer Asymptote bezw. Ur- 
sprungstangente dreht, setzt also 


z=nu-r?, ymu, 
wo ” eine der Wurzeln Mr des gleich Null gesetzten Aggregats der Glieder 
höchster bezw. niederster Dimension ist, und erhält hierdurch die nach Po- 
tenzen von 2 entwickelte transformierte Gleichung 
ns n 

o(z, u) = f(nu, mu) + Ir f, + a 4 ...4 en , 
in welcher aulser dem konstanten Glied die höchste Potenz 2” bezw. die 
niederste Potenz von « verschwindet. Einfacher gestalten sich die Verhält- 
nisse, wenn die höchsten bezw. niedersten Aggregate mehrfache oder gemein- 
same Faktoren haben, wie z. B. bei der Kurve vierter Ordnung (Usages 
pg. 399) 
(D (u + 2): — Suzlu + 2)? — Batu? — 16ufuz — Ta’ 0, 


wo das Newton’sche Parallelogramm allein wieder nicht genügt, indem es 
die Existenz eines Doppelfaktors des Aggregats der Glieder vierter und dritter 
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Dimension nicht zum Ausdruck bringt und nur die Richtung (u + z)' = 0 
des unendlich fernen Punktes angiebt, nicht aber die Art desselben näher 
charakterisiert. Setzt man hier z. B. schiefwinklige unter 60° geneigte Axen 
voraus und bezieht die Kurve auf ein neues Koordinatensystem mit dem- 
selben Ursprung, aber einer gegen die Z-Axe unter 


60% (gegen die U-Axe unter 120°) gedrehten X-Axe, 
setzt also (Fig. 5) 


U) 


vw=?£, yz=u-+3?, 
so lautet die transformierte Gleichung: 
(II) Ye 6ury? — Ba? + a —= 0 
und das algebraische Dreieck ergiebt 
für c= 8, y-= X aus 


bay +0 oder Po (3 + 2Y2)ax 


die beiden in der Richtung der X-Axe gelegenen un- 
endlich fernen parabolischen Punkte 


(III) „= (3 + 2Y2)ax und „= (3 — 2Y2)ax. 


Meist rechnet De Gua in solchen Fällen wie (IT) die Transformation nicht 
durch, sondern schliefst aus der Beschaffenheit der ursprünglichen Gleichung 
ohne weiteres auf die Form der transformierten Gleichung und hieraus mit- 


tels des algebraischen Dreiecks auf den Verlauf der Kurve im Ursprung 
bezw. in den unendlich fernen Punkten. 


Die binomischen Kurven: =" - „" = a. 


20. Nächst der Geraden haben die binomischen Kurven die einfachste 
Gleichungsform und werden daher zur Diskussion algebraischer Kurven als 
Näherungskurven verwendet. Je nachdem m und » von gleichem oder üun- 


gleichem Zeichen sind, hat man den Typus der Hyperbel oder denjenigen 
der Parabel. 


[. Die binomischen Parabeln 
wette oder el, 
21. Hier können nach den einfachsten Repräsentanten drei Haupttypen 
unterschieden werden. Vorausgesetzt m > n, giebt 
a) m gerade, n ungerade: a°=y die Ovalparabel (parabole conique), 
b) m ungerade, » ungerade: x°—=y die Wendeparabel (1° parabole cubique), 


6) m ungerade, » gerade: 2° == y? die Rückkehrparabel (2° parabole eubique) 


Hilfsbetrachtungen. 29 


Der vierte Fall, m gerade und » gerade, reduziert sich durch Wurzel- 
ziehen auf die drei ersten Fälle. Jede dieser drei Haupttypen ist selbst 
wieder Ausgangsort für eine unendliche Anzahl von Varietäten, die mit dem 
betreffenden Haupttypus in der Art der Krümmung übereinstimmen und nur 
bezüglich des Grades derselben abweichen: 


22. a) Typus der gewöhnlichen Parabel: 
@’= y erste Ovalparabel (parabole eonique, point ordinaire) (Fig. 6), 
«= y erste Flachpunktsparabel (point de serpentement, point de double 
inflexion) (Fig. 9), 
«= y° erste Spitzpunktsparabel (point de double pointe, Lemnisceros infini- 
ment petit) (Fig. 14), 
x®= y zweite Flachpunktsparabel (point de quatre inflexions) (Fig. 11), 
= y° zweite Spitzpunktsparabel (point de quatre pointes) (Fig. 17), 
@°= y dritte Flachpunktsparabel (point de six inflexions), 
zweite Ovalparabel mit dreifachem Punkt im Ursprung, letzterer ist 
eine Vereinigung des Spitzpunkts mit dem Flachpunkt (siehe Fig. 18) 
und nähert sich daher gestaltlich wieder dem Oval. 


+yY 
Fig. 6. Fig. 18. 


Entstehung des Flachpunkts: 'Trennt man die vier auf der Abscissenaxe 
als Tangente im Ursprung zusammenfallenden Punkte der Flachpunktsparabel, 
am besten in symmetrischer Weise, so ist die allgemeinere, in Fig. 7 dar- 
gestellte Kurve 

y-ıt-ba+te, 


wobei 2? >4c. Für c=0 fallen zwei dieser Schnittpunkte im Ursprung 
zusammen und die nach dem analytischen Dreieck diskutierte Kurve (Fig. 8) 


y= a* — ba? 
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geht schliefslich für 5b = O0 in die Flachpunktsparabel Fig. 9 über (vergl. 
Maupertuis). 


+y +y +Y 
Fig. 7. Fig. 8. Fig. 9. 


Die Entstehung der zweiten Flachpunktsparabel Fig. 11 veranschau- 
licht Fig. 10. 


rä 


1 


#2 Tr 
Fig. 10. Fig. 11. 


Entstehung des Spitzpunkts: Trennt man die drei mit der Abscissenaxe 
im Ursprung zusammenfallenden Tangenten y = 0 in symmetrischer Weise, 
so entsteht die allgemeinere, nach dem analytischen Dreieck in Fig. 12 
diskutierte Kurve 


+ (ba? — y)y=0 


mit y=0, y+bz=0, y—bz—=0 als Tangenten im Ursprung, einem 
dreifachen Punkt. Für b=0 fallen die beiden letzten Tangenten mit der 
ersten zusammen, die beiden Schleifen verschwinden und der Ursprung wird 
zum Spitzpunkt (Fig. 14). Der Spitzpunkt geht somit aus dem allgemeinen 
dreifachen Punkt in analoger Weise hervor wie der Rückkehrpunkt aus dem 
Doppelpunkt und ist daher zum Unterschied gegen den Flachpunkt als 
Singularität zu betrachten: Jede Gerade durch den Spitzpunkt schneidet die 
Kurve in drei in diesem Punkt zusammenfallenden Punkten, die Tangente 
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sogar in vier, während der Flachpunkt nur als einfacher Punkt zählt, der 
nur von seiner Tangente in mehr als einem Punkt getroffen wird (vergl. die 
Entstehung des Spitzpunkts aus zwei Spitzen und einem Doppelpunkt Fig.15 
nach Maupertuis). 


(BEBREBESE HERNE, Zeeer .G 
+X 
er +Y +Y 


Fig. 18. Fig. 18. Fig. 14. 


Die Entstehung der zweiten Spitzpunktsparabel mit fünffachem Punkt 
im Ursprung veranschaulicht Fig. 15 bezw. 16. 


+2 


a G 


Fig. 16. 


+r 
Fig. 17. 


Fig. 15. 


23. b) Typus der Wendeparabel: 
a°=y Wendeparabel (1° parabole cubique, point de simple inflexion) 
Fig. 19, 
x°= y Wendeflachparabel (point de triple inflexion) Fig. 21, 
a°= y° Wendespitzparabel (Lemnisceros infiniment petit complique d’in- 
flexion) Fig. 23, u. s. w. 


Entstehung des Wendeflächpunkts: Durch symmetrische Trennung der 
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fünf mit der Abscissenaxe als Tangente zusammenfallenden Schnittpunkte 
erhält man die allgemeinere Kurve 


(NN y 


mit drei Wendepunkten: Ursprung mit Wendetangente „— b?e?-2—=0 nebst 


m —— + Ar | 
+ Y 
Fig. 20, 
+Y 


+Ä 


+yr 


Fig. 19, Fig. 21, 


den beiden Schnittpunkten + b auf der Abscissenaxe, vorausgesetzt b < e, 
Fig. 20. 

intstehung des Wendespitzpunkts: Von den drei mit der Abscissenaxe 
zusammenfallenden Tangenten kann nur die eine als Wendetangente für sich 


abgesondert werden, die beiden 


anderen sind als zusammen- 
fallende Tangenten eines Selbst- 
berührungspunkts bezw. als zu- 
sammenfallende Wendetangenten 

tl „x beizubehalten (vergl. hiermit die 
Entstehung des Spitzpunkts). 
Die allgemeinere Kurve lautet 
daher (Fig. 22) 

= ly— ba)y”, 
#rF + 


Fig. 9. Fig. 9. sie besitzt nach dem analyti- 


schen Dreieck im Ursprung die 
parabolische Selbstberührung 


&—YVb:y=0 und @+yb:y=0. 
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24. c) Zypus der Rückkehrparabel: 
x?= y° Rückkehrparabel, Spitze I. Art (2° parabole eubique, point de re- 
broussement de la 1° espöce) Fig. 25, 
ad = y? Rückkehrflachparabel (rebroussement du 2° ordre) Fig. 27, 
x’= y* Rückkehrspitzparabel (point de triple pointe) Fig. 30, u. 8. w. 
Entstehung des Rückkehrpunkts: 
Trennt man die beiden, die Ab- 
seissenaxe darstellenden Tangenten 
y’= 0, deren jede die Kurve in 
drei im Ursprung zusammenfallen- 
den Punkten schneidet, am besten 


in symmetrischer Weise und schreibt un 
dieselben 
y—-bz=0 und y+be=0, 
so lautet die allgemeinere Kurve . 
“ 7 
(Fig. 24) Fig. 4. Fig. 25. 


= (y—ba)(y-+ be). 


Dieselbe hat im Ursprung einen Doppelpunkt, der für 5b = 0 in die Spitze 
übergeht (vergl. Saurin 8). 


Entstehung des Rückkehrflachpumkts:. Betrachtet man den Ursprung wieder 
als Doppelpunkt mit getrennten Tangenten, so mufs die allgemeinere Kurve, 
wenn Sie wieder zum Ursprung zurücklaufen soll, von der Abscissenaxe noch 


. h 
u | 
+} +Y 


Fig. 26. Fig. 8%. 


N 


in einem weiteren Doppelpunkt und einem einfachen Punkt geschnitten 
werden (Fig. 26), ihre Gleichung lautet daher 


Sauerbeck, Gua de Malves. 
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(a — bla —c)= 


Sie hat im Ursprung das Tangentenpaar Yy— bYVe . x) (y +bVe: x) = (), 
ferner in x = b einen Doppelpunkt mit zwei Wendetangenten und geht für 
b=0 und e=0 über in die Rückkehrfiachparabel. (Ce rebroussement ren- 
ferme deux inflexions dans son folium &vanouissant, sagt De Gua). 
Entstehung des Rückkehrspitzpunkts: Trennt man die vier mit der Ab- 


EZ 


Br sn +A 


+rF 
Fig. 38. Fig. 29. 


scissenaxe zusammenfallenden Tangenten in symmetrischer Weise, so erhält 
man die allgemeinere Kurve (Fig. 28) 


jr (y? eu D2°) (y? un ea?) 
mit einem vierfachen Punkt im Ur- 


sprung; an Stelle der Schleifen können 
auch Spitzen treten, Fig. 29. 


De «X 
JI. Die binomischen Hyperbeln 
iR. y" N | 
25. Hier können nur zwei Typen 
unterschieden werden, je nachdem m so- 
> ‚ohl al de od a 
Pig. 90, wohl als » ungerade oder m gerade 


und n. ungerade ist, also 
a) Hyperbeln gerader Ordnung, deren einfachster Repräsentant ist: 
xy = 1 die konische Hyperbel, 
b) Hyperbeln ungerader Ordnung, deren einfachster Repräsentant ist: 
xy == 1 die kubische Hyperbel. 
Beide Arten von Hyperbeln haben die Koordinatenaxen zu Asymptoten. Bei 
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der ersten Art verlaufen die Äste auf entgegengesetzten Seiten beider Asymp- 
toten ins Unendliche, die unendlich fernen Punkte sind daher entweder ge- 


XY=7 


| 
+Y +yY 


Fig, 31. Fig. 32. 


wöhnliche (Oval-) oder Flach- oder Spitzpunkte; bei der zweiten Art er- 
strecken sich die Zweige hinsichtlich der Abscissenaxe auf derselben Seite 


! 
t 


RG 7% / 
| 
wiyss | 
u ro — EL r 
+r *Y 
Fig. 38. Fig. 3. 


nach entgegengesetzten Richtungen, hinsichtlich der Ördinatenaxe auf ver- 
schiedenen Seiten nach derselben Richtung, der unendlich ferne Punkt der 
Abscissenaxe gehört somit zum Typus der Wendepunkte, derjenige der Ordi- 
natenaxe zum Typus der Rückkehrpunkte. Ist {= 0 die unendlich ferne 
Gerade, so ist (vergl. hierzu die Untersuchungen über die parabolischen Punkte) 
für die 


3# 
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Hyperbeln gerader Ordnung: der ferne Punkt der 
homogen Ord.-Axe Abse.-Axe 
xy=1 konische Hyperbel zy=t°--, @=t? Ovalpunkt y==1? Ovalpunkt 


zy°=1 I. biquadratischeHyp. zy?=t*--- «=? Flachpunkt ?=1* Spitzpunkt 


ey=111. 5 „ @y—=tt.-a°—= tt Spitzpunkt y=1* Flachpunkt, 
| a’y =/ ‘ 
ES EEE X 
X 
+Y +Y 
Fig. 35. Fig. 36. 
Hyperbeln ungerader Ordnung: der ferne Punkt der 
homogen Ord.-Axe. 
x?y=1 kubische Hyperbel ET ? «@°—=1t? Rückkehrpunkt 
a*y=1 Hyperbel V, Ordnung I. Art Ir £° t=1? Rückkehrspitzpunkt 
ey’ 1 ;; ir I. ,„ ay=t a°=t? Rückkehrflachpunkt 
Abse.-Axe 
y- R Wendepunkt 
y— —= f? Wendeflachpunkt 
y° = _ Wendespitzpunkt 
usw. 


Die elementarsymmetrischen Wurzelfunktionen. 


26. Die Kenntnis der Beziehungen zwischen den Koeffizienten einer al- 
gebraischen Gleichung und ihren Wurzeln reicht auf Francois Viete zurück, 
der in seinem Werk: In artem analyticam, Isagoge 1591, allerdings unter 
der Voraussetzung nur positiver Wurzeln, die Koeffizienten der Gleichungen 
zweiten und dritten Grades durch die Wurzeln der Gleichungen darstellt. 
Die beiden Fundamentalsätze über die Anzahl der Wurzeln und deren Ab- 
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hängigkeit von den Koeffizienten spricht jedoch in ihrer Allgemeinheit erst 
Albert Girard aus: Er zeigt in seiner Invention nouvelle en l’algebre, 
Amsterdam 1629, dafs, sofern man drei Arten von Lösungen, positive, nega- 
tive und imaginäre, zuläfst, die Zahl der Wurzeln einer Gleichung gleich 
ihrem Grad ist und die mit abwechselnden Zeichen behafteten Koeffizienten 
der Gleichung die Summen der zu eins, zwei, drei u. s. f. kombinierten 
Wurzeln darstellen (XII def. IT. theor.). Descartes beweist sodann (Geome- 
trie, livre III°), dafs, wenn z, eine Wurzel der Gleichung ist, diese sich 
durch 2 — x, teilen läfst; sind also x,, 2%, 2%, ° =, die Wurzeln einer al- 
gebraischen Gleichung »ten Grades, so besteht die Identität 

tt +, rt, eur) a) ke, 

= a" + (— 1), Er, am! 


+(—1)a, Ir, 0-2" -(—1)a, En, 228, 2%” 
0102 ne Bu 5a 


N ye 1) Fo er. ff 
++ Na Rn 
woraus nach der Methode der unbestimmten Koeffizienten 
% 5. v 
y=—4Lr dy = (— 1)’ a,&8 8, 1 = (— 1)’, 8a. 2g25 
E — 1 -_——- ” “ ” * ’ .»..% * 
a,=(— 1)" a, 2, 
und somit 
Ex — (—-1)1. Er, =(— 172.2 2... =(— 1)9.% u. 8. W 
1 22 , 1 3 . Ch, 1 Fr) 5 j, &, ‘ 
a 


Unter diesen Beziehungen wird von De Gua insbesondere von derjenigen des 
öftern Gebrauch gemacht, dafs, absolut genommen, der durch den Koeffi- 
zienten der höchsten Potenz dividierte Koeffizient der zweithöchsten Potenz 
die:Summe der Wurzeln und das durch denselben Koeffizienten dividierte 
Absolutglied das Produkt der Wurzeln darstellt. 


III. Abschnitt. 


Allgemeine analytische Theorie der algebraischen Kurven nach 
dem Inhalt der „Usages de l'analyse* von De 6ua. 


Durchmesser und Mittelpunkte. 


27. Im ersten Abschnitt der Usages de Yanalyse behandelt De Gua 
erstmals die Mittelpunkte algebraischer Kurven. 


Bezüglich der Theorie 
der Durchmesser beschränkt er sich auf den 


Beweis des speziellen 
von Newton in der Enumeratio für die Kurven dritter Ordnung mit 


drei Asymptoten, die sog. Hyperbolae redundantes, aufgestellten Durch- 
messersatzes (vgl. 29). 


A. Durchmesser. 


283. Der in der Geometrie durch die Analysis des Descartes geschaffene 
Fortschritt lag vor allem in der Verallgemeinerung geometrischer Eigen- 
schaften der Kegelschnitte für Kurven höherer Ordnung. Newton spricht 
in der Enumeratio, Sectio II, 1 erstmals einen derartigen, für sämtliche 


algebraischen Kurven giltigen Satz aus, der sich auf die Eigenschaften der 
Durchmesser bezieht und lautet 


Allgemeiner Durchmessersatz von Newton: Bestimmt man auf jeder der 
Sehnen einer Parallelsehnenschar denjenigen Punkt, von dem aus gerechnet: die 
Summen der bis zu den Durchschnittspunkten der Kurve reichenden Abschnitte 
beiderseits gleich sind, so liegen diese „Mitten“ auf einer Geraden, dem der 
Parallelsehnenschar zugeordneten Durchmesser. 

Der Beweis beruht auf der Eigenschaft, dafs der Koeffizient der zweit- 
höchsten Potenz einer algebraischen Gleichung, deren höchster Potenz man 
durch Division den Koeffizienten 1 gegeben hat, die Summe der Wurzeln 
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darstellt (vgl. 26). Die auf schiefwinklige Koordinaten bezogene Kurve 
n. Ordnung sei (Fig. 37) 


(1) y" — (aa+b) PT + (en +dae+te)y"? +. 0, 


ist ferner auf irgend einer zur Ördinatenaxe parallelen Sehne RS die Mitte & 
(x, q) so bestimmt, dafs die algebraische Summe der von @ einerseits und 
den Schnittpunkten mit der Kurve andererseits begrenzten Abschnitte 


Uyy Ug, U,“ der Sehne RS verschwindet, so ist für jeden Schnittpunkt 
ER dieser Sehne 
(2) y=u+q 


und somit gemäfs (1) 


(“+ —- (ur +b) (u +"! +(lr +de +++. =0 
oder 
(3) we — (aa tbngdrt te —=0. 
Die Bestimmungsgleichung für q lautet somit 

Zu=zaretb—ng=0 
woraus 


(4) Zee, 


n 
Die Koordinaten aller Sehnen- 
mitten sind daher (2; at 
Betrachtet man somit als zweite 


Parallelsehne zu RS insbeson- 
dere die Ördinatenaxe selbst, 


so sind (0, 2) die Koordinaten 


Fig. 37. 


ihrer Sehnenmitte Q, und nimmt man als dritte Parallelsehne diejenige, für 
welche die Sehnenmitte Q, auf die Abseissenaxe zu liegen kommt, also die 


b 


Koordinaten (- m 0) besitzt, so folgt aus der Identität 


2. r 
[1 n 
(5) ER EL 8 
b, Tas+b 
& Er ER 
dafs 
09 _ 2% 
PQ, PQ’ 


d. h. die drei Sehnenmitten Q, Q,, Q, liegen auf einer Geraden, somit auch 
sämtliche Mitten der zur Ordinatenaxe parallelen Sehnenschar und da die 
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Kurve auf unendlich viele schiefwinklige Koordinatensysteme bezogen werden 
kann, so gilt der Satz für die Mitten jeder beliebigen Parallelsehnenschar. 
Zugleich ergiebt sich die Gleichung des Durchmessers als 


® Y 


oder 


(6) Y —_ 127? . 

29. Aulser diesem allgemeinen Satz spricht Newton in der Enumeratio, 
ebenfalls ohne Beweis, noch eine besondere Durchmessereigenschaft einer 
bestimmten Gruppe von Kurven dritter Ordnung aus, der sog. Hyperbolae 
redundantes, die drei Asymptoten, also eine mehr denn die Kegelschnitts- 
hyperbel, besitzen. Sie lautet: Zwei der drei Paare hyperbolischer Zweige 
einer Kurve dritter Ordnung können keine Durchmessser haben, ohne dals 
nicht auch das dritte Paar einen solchen hat (vgl. 68, 69), m. a. W. 

Satz: Hat eine Kurve dritter Ordnung zwei Wendeasymptoten, so muls 
sie noch eine dritte haben. 

Erster Beweis von Stirling mittels Reihenentwicklung: Die Gleichung 
der Kurve dritter Ordnung mit drei hyperbolischen Zweigen lautet (vgl. 107) 


(1) Pe tey=ar + ter td. 

Die Ördinatenaxe x = 0 trifft die Kurve nur in einem endlichen Punkt 
d j : : ' ; e 2 

Be die beiden anderen Schnittpunkte liegen im Unendlichen. Soll der 


endliche Schnittpunkt ebenfalls ins Unendliche fallen, also y = 00 werden, 
so ist die Bedingung hiefür 


(2) e=(. 


Die Kurve verläuft alsdann nur auf einer Seite der Ordinatenaxe nach ent- 
gegengesetzten Richtungen ins Unendliche, d. h. die Ordinatenaxe ist Wende- 
asymptote. Jede zu ihr parallele Sehne 2 =4 trifft die Kurve nach Art 
der Kegelschnitte nur noch in zwei endlichen Punkten, für welche, da e=0, 
die Summe der Ördinaten 
u 

ist, d. h. unter der Bedingung (2) ist die Abseissenaxe Durchmesser für die 
zur Ördinatenaxe als Wendeasymptote parallele Sehnenschar. 

Nach dem Newton’schen Parallelogramm ergeben sich für unendlich 
grolse Koordinaten aus dem Aggregat der Glieder höchster Ordnung 


ap — ax? = 0 
die beiden Entwicklungen 
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(3) y=-+Ya:x. 
Entwickelt man nur die erste Reihe und setzt, um den zweiten Term zu 
finden 


‘. Au Va +2»; 
so geht (1) über in 
(4) 2Ya- pe + px +eYa-step=bar+tcc +d, 
woraus nach dem Newton’schen Parallelogramm (an Stelle der Y-Axe da- 
selbst eine P-Axe) für unendlich grofse Werte der Koordinaten die beiden 
Aggregate sich ergeben: 
2 Ya p®+pz=0 und 2 Ya pe —ıbt-=0. 
Aus dem ersten folgt 
p= — gYu-x, 
also kein neuer Term, da für diesen Wert von » die erste Entwicklung in 
die zweite übergehen würde, aus dem zweiten dagegen ergiebt sich 
b 
5) ” = 
() : 2 ya 
Setzt man, um den nächsten Term zu finden 
5 
pP=-— 


art 
so geht (4) über in 


RE - 
(6) 2Ya-gu° + 4 z+ —ge+ ga +eyar+ = +ey=exr+d, 
& a 2 Ya 


woraus nach dem Newton’schen Parallelogramm 

(7) 2 Va-g® + Pr = 0 

oder 

also kein neuer Term, was vorauszusehen war, denn, da die Entwicklung 
gemäfs (5) nach fallenden Potenzen von x fortschreitet, so muls für einen 


unendlich grolsen Wert von x der nach dem konstanten Glied . auf- 


2 Ya 


tretende Term g unendlich klein werden, man hat daher zur Bestimmung 
von 4 überhaupt nicht das obige Aggregat (7), sondern dasjenige für un- 
endlich grolse Werte von # und unendlich kleine Werte von q zu nehmen, 
nämlich 


- b° . 
2Va-ga® + iu +eYa-2—cer=0 


woraus 
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sac—b?—Aaneya 1 
8 di = — . - . 
( ) i 2 Ya Hy 

Die Reihe lautet daher 


4ac—b’—Aaeya 1 
I yz et * ea eye a: 
( ) 9 Ve 2yYa 2ya X 


nimmt man Ya negativ, so erhält man die zweite Reihe 


= 4ac-- b"— daeya 1 
hi y= — VYu-c— ——- ——|—ı.ı 
Mm) s F 2Ya 2 Ya % 
Die beiden Entwicklungen (T) und (IT) werden somit, da für die unendlich 
fernen Punkte aller hyperbolischen Zweige, die nicht den Enden der Axen 
zustreben, beide Koordinaten unendlich werden und für = wo das dritte 


Glied beider Entwicklungen mit allen folgenden verschwindet, zu den Glei- 
chungen zweier , 


(9) y=YVa a er? und y--Vaa- u; 


deren Schnittpunkte mit der Kurve sich berechnen aus (1) 


(Va + ie e(z x Ya + ne) = ac + ba? +cr +d 


oder 


0.40. +(z, +eVa—e)a=d- _ 


zu: 


yw=0 = = —— 
: z U y +4ue Ya — ac 
und 
r z i sad + beya 
y = 0 un = = 


b? — 4ae Ya — -dac 

Soll daher jede der beiden Asymptoten (9) Wendeasymptote werden, so 
muls auf jeder derselben auch noch der dritte endliche Schnittpunkt ins Un- 
endliche rücken, d. h. 

(10) b? + 4aeYa — dac= 0, 

(11) b? — 4aeYa — dac = 0. 


Unter den Bedingungen (2), (10), (11) besitzt daher die Kurve (1) drei 
Wendeasymptoten; diese Bedingungen sind jedoch insofern nicht unabhängig 
von einander, als aus je zweien sich die dritte ergiebt, woraus folgt, dafs 
mit dem Bestehen zweier Wendeasymptoten auch die Existenz einer dritten 
verknüpft ist. 

Zweiter Beweis von De Gua mittels Transformation: 

Die Schlufsfolgerung, dafs für e = 0 die Ordinatenaxe Wendetangente 
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und die Abseissenaxe konjugierter Durchmesser ist, ist dieselbe. Um die 
Bedingungen für das Auftreten der den übrigen Asymptoten zugeordneten 
Durchmesser zu finden, bezieht man die geg. Kurve 


(1) fey)=ıf +ey— a —bar—cr—d=0 
mittels 


z=enu+3 y= mu 


; a m. 
auf eine neue, in die Richtung 7, einer Asymptote gedrehten Ordinatenaxe, 
dann lautet die transformierte Gleichung 


22 PLr, 
(2) p(z,u) = f(nu, mu) + n FT, + ot Ar Or, 0, 


0% 21 02°” 3! dx° 
wobei 
of 9 N o®f 6°f 
= y’ — 3aut — 2b —c = bus — 2 a = a 
daher 


(2a) p(2,u) = min -wW+en-u— an u — In? W— en un—d 
Ban Di 1a 92 _L.0ge 
+ 77 (m?- u — Ban? w— 2bn-u—e)2—5,(6an-u+ 20)’ — -6as 
= (m’n — an?) u? + (m?z — 3an?z — bn?) u? 
+(— Ban? — 2bnz—en + em)u— (a? +b+cz+d)=0. 


Da die Ordinatenaxe einer Asymptote parallel sein soll, so mufs sie die 
Kurve in mindestens einem unendlich fernen Punkt schneiden, hiefür ist die 
Bedingung 
min — an’ =(0, 
woraus 
n=0 man Va m=—nYa 

und somit die drei Asymptotenrichtungen, in welche die Ordinatenaxe ge- 
dreht werden kann, bestimmt durch 

igp, = - =o tp- ” =yYa tg 9; — = = — Ya i 
Der erste Fall führt wieder auf das ursprüngliche Koordinatensystem (1) 
und ergiebt die Y-Axe als Wendetangente unter der Bedingung e = 0; im 
zweiten bezw. dritten Fall wird die Gleichung der Kurve 


(2b) w(2,u) = (2a2z — b)n?u? + (— 3a2?— 2d2—c+teYa)nu 

(ad +bP+ cr H+d). 
Sollen nun die Ordinaten « einen zugeordneten Durchmesser haben, so darf 
nach Division mit dem Koeffizienten der höchsten Potenz der Koeffizient der 
zweithöchsten Potenz in z nur linear sein, weil es möglich sein mufs, durch 
lineare Transformation (vgl. Allgemeiner Durchmessersatz 28) diesen Koeffi- 
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zienten zum: Verschwinden zu bringen. 


Führt man diese Division durch, 
so. kommt: 


3u + 2be+c+ eYa 2a2 + b 
Mauss 


3b |8- D 
“ % “> 
12? — g a 
u Er 2 ı 2 r 4 (3) 
— 
53 +0+eYau 
h b° 
z’r% 


es darf also, damit die entstehende Reihe (3) mit dem konstanten Glied 
abbricht, kein Rest übrig bleiben, d. h. die Bedingungen dafür, dafs die den 


Asymptotenrichtungen +Yu parallelen Sehnenscharen zugeordnete Durch- 
ınesser haben, sind dieselben wie bei Stirling, nämlich 


I = 
e—- 7; teVa=0 


oder 
4ac—b+eVa=0 
und stehen ‘mit e= O0 in dem angegebenen Abhängigkeitsverhältnis. 
Dritter Beweis: Das Aggregat der. Glieder höchster Dimension von (1) 
zy? — ar’ = 0 
giebt die drei Asymptotenrichtungen 
z=(0 y—-Va:2=0 Y + Ya .g=(), 
Betrachtet man nur den zweiten Fall, so lautet die Gleichung der Asymptote 
y=Va-z-+k, 
wo Ä: eine noch zu bestimmende Konstante ist, und die Schnittpunkte dieser 


Asymptote mit der geg. Kurve (1) ergeben sich aus 
z(ax® + 2kYa-x +1) +e(lYa-2+kM)=an+be+tcent+d 


oder 
2) 0-2 +(22Ya— db) + +eVa—o)c+ck—d-0. 


Da die Asymptote die Kurve im Unendlichen berührt, so liegen zwei 
-Schnittpunkte im Unendlichen, d. h. es müssen zwei Werte von x aus (2) 


unendlich werden; aufser dem Koeffizienten von x° verschwindet also auch 
derjenige von x, daher 


(3) 2kYa—b=0 
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und soll der unendlich ferne Berührungspunkt sogar Wendepunkt sein, so 
mufs auch noch der dritte Schnittpunkt ins Unendliche fallen, somit 


(4) -4e Y« —ce=(. 


Aus (3) ergiebt sich die Konstante % und die Asymptote 
= b 
y=-ya'cs+ —- 
e r 2yu 
ist somit Wendeasymptote unter der Bedingung des Verschwindens des - 
Eliminats aus (3) und (4): 


b? ai 
er + eYa t=0D u8 w. 


B. Mittelpunkte. 


30. Als Mittelpunkt einer Kurve definiert De Gua erstmals allgemein 
denjenigen Punkt, der sämtliche die Kurve schneidenden Strahlen seines 
Büschels, die sog. Durchmesser, so teilt, dals die einzelnen von ihm aus 
bis zu den Schnittpunkten gemessenen Abschnitte jedes Durchmessers nach 
beiden Seiten hin gleich sind, dafs also in Bezug auf ihn sämtliche Kurven- 
schnittpunkte symmetrisch liegen. 

Macht man den gesuchten Mittelpunkt (p, g) zum Nullpunkt des 
Koordinatensystems und nimmt man die neue ÖOrdinatenaxe U drehbar, so 
lauten die Transformationsgleichungen (vgl. Fig. 1) 


z=p+nu-?e yzgy-+ mu 
und die Schnittpunkte der U-Axe mit der geg. Kurve 
(1) f@,y)=0 
ergeben sich für z= 0 gemäfs Abschnitt (18) aus 
(2) gw)= f8o)+,- (in m) ut 2 (+ 2 ums ) +... 
wo. an Stelle von x und. y in den Differentialen die Werte p und q zu 
setzen sind. Soll nun die U-Axe Durchmesser sein, so muls die Schnitt- 


punktsgleichung, da alsdann die Schnittpunkte zum Mittelpunkte bezw. Ur- 
sprung paarweise symmetrisch liegen, die Form haben entweder 


3) WR -)—b)w ec) zu + Aut?+4 Butt... +K=0, 
oder, wenn die Kurve durch den Ursprung selbst geht, 
(4)u— a) — 0) — ec). WR + Au7?+ Built... + Lu=0, 


wo k eine gerade, A eine ungerade Zahl ist; hieraus folgt, wegen der Iden- 
tität der Gleichungen (3) und (4) mit Gleichung (2), dafs für Kurven 
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gerader Ordnung alle ungeraden Differentiale, für Kurven ungerader Ord- 
nung alle geraden Differentiale, im letzteren Falle einschliefslich der Kurven- 


gleichung selbst, verschwinden müssen und zwar müssen, da die Schnitt- 


punktsgleichung in « für alle beliebigen Durchmesser, also alle beliebigen 
m und % Geltung hat, jene Differentiale sogar identisch verschwinden, d, h. 
alle mit m und » behafteten Terme derselben m. a. W. sämtliche partielle 
Differentialquotienten jedes Differentials sind gleich Null zu setzen. 
Bezeichnet man daher den gesuchten Mittelpunkt mit (x, y) statt mit 
(p, 9), so bestimmt sich derselbe nebst den zugehörigen Bedingungen seiner 


Existenz, aus 


of 
0, öy Sur 
De ..0 Zr N 
020 y ’ 8x0 y* ’ PET ? 
n—-1, u | 
0, u ER EEE — z 0, 
ao ey 


wenn die Kurve von gerader Ordnung ist und, wenn dieselbe von ungerader 


Ordnung ist, aus: 


f(&, y) =(, 
T To, Lo 
dx* ’ ex20y y ey? ’ 
of _ a BB at BE 2 ARE ef 
dx 0, dady ’ PESDEN, 0, 2. oy® 0, öy! = 0, 
n—-1r n—1 „n—]1 
7 r =(, Ka 4 =(, Hreeesrererere ren nn 0. ’ = 
da” a 2y "7 
Beispiele. 


31. Erstes Beispiel: Der Kreis. 


Da die Gleichung für den Kreis mur 


bis zum zweiten Grad ansteigt, so erhält man nur zwei Bestimmungs- 
gleichungen für x und y, also keine Bedingung, d. h. der Kreis hat stets 


einen Mittelpunkt. 


(1) 


so ist 
(2) 
(3) 


Lautet die Kreisgleichung: 


f(x, Yy) = 10? + y — dar - 2by+e=0, 


| 
iD 
& 
| 
IC 
| 
o 


2y— 20-0, 


SD] an SS 
I ee En 
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somit aus (2) und (3) z=ay=b 
die Koordinaten des Mittelpunkts. 
32. Zweites Beispiel: Die Kegelschnitte. Die allgemeine Gleichung der- 
selben sei 
fay)=art+bey+eo@+detey+f—0, 
dann ergeben sich die Koordinaten des Mittelpunkts aus: 


OR, ER BE 
ä. Zar + by Fd=0, 


of . 
3 2cyte=(, 
BR ea. 
al 7 4ac—b?? 
_ bd — 2ae 
 Aac—b®? 


d. h. mit Ausnahme der Parabel, für welche 4ace—b?= 0, der Mittel- 


punkt also ins Unendliche fällt, haben sämtliche Kegelschnitte einen end- 
lichen Mittelpunkt. 


33. Drittes Beispiel: Die Kurven dritter Ordnung mit drei Paaren 
hyperbolischer Zweige. Ihre Gleichung läfst sich durch bestimmte Annahme 
des Koordinatensystems (vgl. 107) auf die Form bringen: 


se +ey=and+br+tcer+d, 


woraus j 
e> — 9? — Jar: — ?br — 
N! 3a 2bxe —c, 
5 = 22y—e, 
so lauten die Bedingungsgleichungen für den Mittelpunkt: 
(1) flay)= say? +ey— at — bar —ca—d=0, 
ö*f 
(2) = 3ar+b=0, 
2 EEE 
(3) EEE a 
2 DRS 
(4) an =. 


Die Werte (3) und (4) in (2) und (1) eingesetzt ergeben: 
et, 


als die beiden Bedingungen für die Existenz eines Mittelpunkts, der zugleich 
ein Punkt der Kurve und Ursprung des Koordinatensystems ist. 
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34, Viertes Beispiel: Die Kassinoide. Die Gleichung derselben lautet 
fa) +) - 20 +2 dt, 


somit sind die Bedingungsgleichungen für den Mittelpunkt 


(1) ı = + pP —-Vr=0, 
(2) nn = yt+PHly=0, 
(3) A=n=0, 
(4) a = y.=.0, 
(3) Ze =ı=0, 
(6) a 0, 


Aus sämtlichen sechs Gleichungen ergiebt sich = 0, y= 0 ohne weitere 
Bedingung, d. h. die Kassinoide hat stets den Ursprung zum Mittelpunkt. 


Asymptoten. 


I. Asymptoten parallel den Axen. 


35. Ordnet man die Gleichung der Kurve f(x,y) = 0 nach Potenzen 
der einen Veränderlichen, etwa nach %, und fehlt hiebei das höchste Glied, 
hat also die Gleichung die Form 


1) fa )=0-"+lae + byirledeteyVtit — (), 


so ist jedenfalls eine Wurzel y= ©, welches x man auch nehmen mag, 
d. h. die Kurve hat in der Richtung der Y-Axe einen hyperbolischen 
Punkt mit der Asymptote 

(2) =, 

wo (C eine noch zu bestimmende Konstante ist. Da diese Gerade die Kurve 


in zwei zusammenfallenden unendlich fernen Punkten schneidet, so muls 
in der Schnittpunktsgleichung 


(3) flCy)=0:"+lal+b)y"iteeee ERS ER FREE = (0), 
auch noch der Koeffizient der zweithöchsten Potenz verschwinden, somit 


aC+b=0, 
und. daher gemäls (2) 


(2a) ur +b=0, 
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die Gleichung der Asymptote. Setzt man diese Betrachtungen fort, so folgt 
(Usages pg. 34) der 

Satz: Fehlen in der nach fallenden Potenzen von x bezw. y geordneten 
Kurvengleichung ein oder mehrere Anfangsglieder, so giebt der Koeffizient 
der ersten nicht verschwindenden Potenz von x: bezw. y als Gleichung auf- 
gefalst die zur Abscissen- bezw. Ordinatenaxe parallelen Asymptoten. 

Im analytischen Dreieck ist diese Gleichung dargestellt durch eine zu 
den Banden parallele Bestimmungsgerade. 


36. Im Anschlufs an obige Betrachtungen erwähnt De Gua die Mög- 
lichkeiten, dafs eine Wurzel 2 = « des gleich Null gesetzten Koeffizienten 
der ersten nicht verschwindenden Potenz von y zugleich eine Wurzel der 
Koeffizienten der nüchst folgenden Potenzen ist, und untersucht hier zwei 
Fälle: 

a) Diese Wurzel sei eine Wurzel sämtlicher folgender Koeffizienten 
einschlielslich des letzten Terms, dann erniedrigt sich nach Division mit 
x — « die Ordnung der Kurve um einen Grad, die Gerade x — «= 0 bildet. 
also einen Bestandteil der Kurve. 

b) Diese Wurzel sei nur eine Wurzel des letzten Terms, dann zeigt 
sich, dafs nach Division der Gleichung mit & — « der letzte Term, der das 
Produkt sämtlicher Wurzeln 4 darstellt, endlich wird, obwohl doch für 
x=.« eine dieser Wwzeln „= ® ist. Hieraus schlielst De Gua, dafs 
eine zweite Wurzel 4 unendlich klein werden mufs, d. h. dafs die Kurve die 


Abseissenaxe im Punkt z—= « schneidet, eine Folgerung, die sich aus der 
Gestalt der Gleichung 


(2 — a)y"t+ EEE ERRR + k(e 2er (ai. +)=0, 


die sich für 2 — « = 0 reduziert auf 


Ay"? 4 Bft? Here ererene nen. + Ly=0, 


unmittelbar ergiebt, da sich alsdann der Faktor y= 0 ausscheiden läfst 
(Usages pg. 37). 


37. Ferner zieht De Gua unter der Voraussetzung, dafs der Grad der 
Variabeln des ersten nicht verschwindenden Koeffizienten der nach fallenden 
Potenzen der andern Variabeln geordneten Gleichung denjenigen der zu- 
gehörigen Potenz zum Grad der Gleichung ergänzt, dafs also dieser Koeffi- 
zient bis zum höchst möglichen Grad ansteigt, die Folgerung, dafs, wenn 
eine ungerade Anzahl der ersten Potenzen fehlt, die Kurve mindestens eine 
einer Koordinatenaxe parallele Asymptote besitzt, da in diesem Fall jener 
erste Koeffizient eine Gleichung ungeraden Grads liefert, also jedenfalls eine 
reelle Wurzel besitzt. 


Sauerbeck, Gun de Malves, 
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Je nachdem in diesen Koeffizienten selbst wieder Glieder fehlen, können 


weitere Besonderheiten eintreten. Beschränkt man die Betrachtungen zu- 


nächst auf die allgemeine Gleichung dritten Grads 
arbyteatef +faytg tip Hi +hkiy+ii=0, 


in welcher, nach Potenzen von y geordnet, die höchste Potenz fehlen möge, 
so dals die Gleichung lautet 


(43 Gate) tfeth)y tl +gd+enta)=0, 
so folgt 


a) für e=0 aus ie+e= 0 die Ordinatenaxe x — 0 als Asymptote, 
b) frre=0, i=0, b=0 au k®+fz=x(ke+f)=0 wieder 


die Ordinatenaxe als Asymptote nebst der Parallelen x = — n; ist aufser- 


dem noch f= 0, so ist die Ordinatenaxe doppelte Asymptote u. s. w. 
e) für i=0 aus dem ergänzten Koeffizienten 0-2 +e=0 die un- 
endlich ferne Gerade x —= ® als Asymptote. Da für den Wert oo die 


niederen Potenzen von x gegen die höheren vernachlässigt werden 


dürfen, 
so berechnet sich das zugehörige unendliche y aus 


ty =0, 


e — kat + VRR delas 
zZ Yu = - -- - . _— u .-- 
2e 
ka: — ka* BE 
nun - KT 
2e e 
o 
= %0° 


d.h. 4 wird von höherer Ordnung © als x, die Kurve nähert sich also in 
der Richtung der Ordinatenaxe den beiden parabolischen Ästen 


’ k 
(2)  aiee rs ar, 

ein Ergebnis, das somit ohne Zuhilfenahme des algebraischen Dreiecks ab- 
geleitet ist. Noch auf andere Weise gelangt De Gua zur selben Schlufs- 
folgerung. Da die Summe der Wurzeln 

: ka? =+-b 
(3) er re 


€ 


= % 


so ist jedenfalls eine der beiden Wurzeln unendlich von der zweiten Ord- 
nung; die zweite Wurzel, die sich aus 
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En la’ +ge+ en + u 
(4) "N. Dr ee = er 
ZU 
IA Lgoxtec+ta 1 
(4a) Ya — z rg texte &isie 
Ze e Y 
berechnet, ist alsdann 
entweder einfach unendlich : der ganze dritte Term, 
oder endlich | 3® | oder 123 
, j nach- | ä n 
oder unendlieh klein I. Ordnung | oder 1a” + 4° 
dem | R 
oder unendlich klein II. Ordnung : oder la? + ua” + ex 


fehlt. Es wird also für x = 00 keines der beiden 4 von höherem Grad oo 
als vom zweiten, gleichgiltig, ob die Koeffizienten f, b, I, 9, e in der Glei- 
chung vorhanden sind oder nicht, und (3) geht für diese unendlich grofsen 
Werte der Koordinaten über in die Gleichung 


BR k 


Ä 


welche die konisch parabolische Annäherung ausdrückt. 
d) fürö=0,k=0 wieder «= 00 und die Summe der Wurzeln 


_fe--b 


Yı + Ya — e 


unendlich, endlich oder null, je nachdem die Koeffizienten f und b in der 
Gleichung vorhanden sind oder nicht, eine Möglichkeit, die nur bestehen 
kann, wenn beide Wurzeln % unendlich grofs werden mit entgegengesetztem 
Vorzeichen; dann ergiebt sich aus dem Produkt der Wurzeln 


le’ + ge’ +cexc+ a 
(4a) Y Pi Ya = nt ‚a EEE EN, | 

je = 00 
dafs —=00° oder „= — a0? 


und dafs somit gemäfs (4a), gleichgiltig ob die Glieder mit f,b,g,e,a in 
der Gleichung vorhanden sind oder nicht, die zweite kubische Parabel 


(8) y—.n 


die Annäherung in den unendlich fernen Punkten der Ördinatenaxe giebt. 

In diesen Ausführungen zeigt De Gua seine Meisterschaft in der Ana- 
lysis des Descartes, die ihm die Anwendung des algebraischen Dreiecks ent- 
behrlich macht und zugleich einen tieferen Einblick in die Gründe für die 
sonst rein mechanische Handhabung desselben gewährt. 


4* 
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Il. Asymptoten in beliebiger Richtung 
38. Geht man mittels der Transformation (Fig. 38) 
z=nu+t?, yamu 
vom rechtwinkligen auf das schiefwinklige Koordinatensystem mit drehbarer 
U-Axe über und setzt 2= 0, also 
g=nu, y=mu, 
wobei m und » durch die Beziehung 
wel 


verknüpft, sonst aber beliebig sind, so erhält man die Schnittpunkte 
der Kurve 


(1) Kay)=a+lbyter)+(eytfaytger) + (ht ia? +karyHlad)+ 
mit sämtlichen Strahlen durch den Ursprung aus der transformierten Gleichung 
(2) gla)=a+(bm + en)u+ (em? + fmn + gn?)u? 
+ (hm? + im®?n + km? +) u ++.» 
Soll daher ein solcher Strahl durch den Ursprung die Kurve in einem un- 
endlich fernen Punkt treffen, d. h. einer Asymptote parallel sein, so muls, 
, damit eine Wurzel «# = © wird, der Koeffi- 
ie; gi zient der höchsten Potenz von u in (2) 
| / verschwinden; dieser Koeffizient ist aber 
mit dem Aggregat der Glieder höchster 
Dimension der geg. Gleichung (1) iden- 
tisch, wenn in (2) an Stelle von m und 
n die Werte 9 und z gesetzt werden, 
———. 112) somit 
= ö Satz: Das gleich Null gesetzte Aggre- 
gat der Glieder höchster Dimension einer 
Kurve »ter Ordnung giebt die » Asymptotenrichtungen 2% 


P 


u ymu 


id 


39. Die Lage der Asymptoten selbst bestimmt De Gua nicht; dagegen 
beschäftigt ihn die Untersuchung des von den Aggregaten der Glieder der 
höheren Dimensionen abhängigen Verhaltens der unendlich fernen Kurven- 


3 SE , 
äste, wenn diese Aggregate als Gleichungen in . aufgefalst, mehrfache und 


ur 


gemeinsame Wurzeln haben. Zu diesem Zweck transformiert er die all- 
gemeine Gleichung 


10) fen)ere th. et saN)+r- + N)+e=0 


der vorliegenden Kurve, die von der ten Ordnung sein möge (die Indices 
bezeichnen die Dimensionen der einzelnen Aggregate) so, dafs die Ursprungs- 


f 
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55 
gerade, die durch eine solche gemeinschaftliche bezw. mehrfache Wurzel 
„ — « dargestellt ist, Ördinatenaxe = 0 wird, führt aber die Trans- 
formation selbst nicht durch, sondern giebt nur die jeweilige Gestalt der 
transformierten Gleichung 
mM Yet nal) +a=0 
für die einzelnen Fülle an, was für die Beurteilung des Verlaufs der Kurve 
in den unendlich fernen Punkten der U-Axe, d. h. der Ursprungsgeraden 
— = « vollständig ausreicht. Man hat folgende drei Möglichkeiten: 

4A. Einfache gemeinschaftliche Wurzeln (Usages pg. 166). 

40. Die einfachsten Fälle sind: Eine gemeinschaftliche Wurzel der 
Aggregate 


2) N) tn), 
dann hat die transformierte Gleichung (IT), wenn der Einfachheit halber 
alle Koeffizienten gleich 1 gesetzt werden, die Form 


0- (Wi. +. + +) Hein) 
+ de NM + + 
und giebt für die gemeinschaftliche Wurzel 2= 0 der beiden höchsten 
Aggregate eine Gleichung vom (r — 2)ten Grad in «, also mit zwei Wurzeln 
“= %, die Ordinatenaxe ist somit selbst Asymptote, daher auf (T) über- 
tragen. 
Satz: Ist = == « eine gemeinschaftliche Wurzel der beiden höchsten 


En er eu Anee 
Aggregate f,(x,y)=0 und f,_,(@,4) = 0, so ist a die Gleichung 


der. Asymptote selbst. 

Zugleich ergiebt hiermit in Übereinstimmung das analytische Dreieck, 
auf die Bande ohne u gelegt, dafs die transformierte Gleichung (IT) für 
sehr kleine Werte von z und sehr grolse von # sich reduziert auf 

Wie +wW?=0 ode e+l=0, 
d. h. dals die unendlich fernen Äste der Kurve (T) sich nach Art der 
konischen Hyperbel der Asymptote nähern. 

y6aN)=0, Nat, set, 
dann erhält man aus (II), das für diesen Fall die Form hat 

0= (Wir. + )+ Wr + HET) +Hlw- 2 +: +2) 
+ WW izt +) + ta, 


für 2= 0 eine Gleichung (r» — 3)ten Grads in «, also mit drei Wurzeln 


u == © d. h. die Ordinatenaxe oder, auf (I) übertragen, die Ursprungs- 
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gerade 2 — « ist Wendeasymptote. Hiermit wieder in Übereinstimmung 
folgt nach dem analytischen Dreieck aus der reduzierten Gleichung (II) 
wie tei=0 oder We+tl=0, 
dafs die geg. Kurve sich ihrer Asymptote “ —= « in derselben Weise nähert, 
wie es die kubische Hyperbel bezüglich ihrer Ördinatenaxe thut. 
Setzt man diese Betrachtungen fort, so folgt der allgemeine 
Satz: Ist z = « eine einfache gemeinschaftliche Wurzel einer geraden 


ir ö U 
bezw. ungeraden Anzahl sich folgender höchster Aggregate, so ist —- = « 


die Gleichung der Asymptote selbst und der unendlich ferne Punkt der- 
selben verhält sich wie ein gewöhnlicher bezw. wie ein Wendepunkt, d.h. 


die Annäherung der Kurve an die Asymptote erfolgt nach Art der konischen 
bezw. kubischen Hyperbel. 


B. Mehrfache Wurzeln. 
41, Einfachste Fälle: Es habe 
a) f,(z,y) = 0 eine Doppelwurzel, 
dann zeigt sich. wenn die transformierte Gleichung (II), die im vorliegenden 
Fall die Form hat 
later te) ige ste te) ta 
auf das analytische Dreieck gelegt wird, dafs bezüglich beider Bande keine 
untere Bestimmungsgerade auftritt, dafs somit für = © auch z= so 
wird. Für diese beiden Extreme reduziert sich (IT) auf 
wi. i=-0 oder +u=0, 
d. h. die geg. Kurve strebt dem unendlich fernen Punkt der Geraden 3 = @ 
nach Art der konischen Parabel zu. 
b) f,(&,y) = 0 eine dreifache Wurzel, 
daher die transformierte Gleichung (IT) 
lite N) + HD te 
und somit die Näherungskurve 
Witten 0 ddr ee, 
d. h. die geg. Kurve verläuft nach dem unendlich fernen Punkt der Geraden 


A wie die unendlich fernen Äste der zweiten kubischen Parabel. 
e) f,(&,y) = 0 eine vierfache Wurzel 
giebt als Näherungskurve die Spitzpunktsparabel 


urt.zt + et=0 oder -F = (). 
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d) f,(x,y) = 0 eine fünffache Wurzel 
giebt als Näherungskurve die Rückkehrspitzparabel 
w.tertet oder Free Out. 
Man erhält somit in sämtlichen Fällen eine parabolische Annäherung, daher 


4 a 
Satz: Ist z = « eine mehrfache Wurzel des höchsten Aggregats, so 


hat die Kurve in der Richtung > = « stets einen parabolischen Verlauf 
und zwar nach Art der konischen bezw. zweiten kubischen Parabel, je nach- 
dem « eine gerade bezw. ungerade mehrfache Wurzel ist. 
©. Mehrfache gemeinschaftliche Wurzeln. 
42, Die wichtigsten Fälle sind, dafs Z = « als Wurzel auftritt bei: 
a) f,(2,y) = 0 doppelt, f,_,(x,y) = 0 einfach, 
(IT) 0=-(wWi.2+.. N) + (ur. ?+ +) 


dann giebt das analytische Dreieck, auf die Bande ohne « gelegt, die zu 
dieser parallele Bestimmungsgerade 
(III) O=-un?.?+w7°’.2+wW7? odr +e.+1=0, 
d. h. zwei zur ÖOrdinatenaxe z2=0, also zur Ursprungsgeraden r- =u 
parallele Asymptoten, die wegen des konstanten Glieds in (III) nicht: durch 
den Ursprung gehen, obwohl « eine Wurzel der beiden höchsten Aggregate 
ist (vgl. 40). Je nach der Beschaffenheit der beiden, von den in (III) nicht 
geschriebenen Koeffizienten (vgl. 40) abhängigen Wurzeln sind diese Asymp- 
toten reell und getrennt, reell und zusammenfallend oder imaginär kon- 
jugiert (vgl. 45, ec. Fig. 43 und 44). 

b) f,(2. 9) = 0 doppelt, f,_,(v,y)= 0, f,_,(&,y)=0 einfach, 
(DD) 0=-(w?.?+.+-)+ (W224 Heli + 

+ (Wr +:.+ 2-2 4... 

(I) 0-2 +2)? +++ l)W’ +... +a, 
d.h. gemäfs (35) zwei parallele Asymptoten: 2 +2=0, die eine 2= 0 
oder Z = « durch den Ursprung. Ihr nähert sich die Kurve gemäl[s dem 
analytischen Dreieck nach Art der konischen Hyperbel 
(II) Wr. tuW=0 ode wtl1l=0. 

)L.y)=d; f,_, (x,y) = 0 doppelt, f,_s (2,4) = 0 einfach, 
(MD) 0=-(ur 24.4) Heute +?) 

FEST) FE 

(Da) 0=2-W? ++ +ztl)Wt tere +a, 
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d. h. eine doppelt zu zählende Asymptote 5 — « durch den Ursprung und 


asymptotische Annäherung der Kurve an dieselbe in der Art wie bezüglich 
ihrer Ordinatenaxe die kubische Hyperbel 


(IM) wittuei=t oder itl-=0. 
rn) 0, f.-,® y) = 0 doppelt, 
f,_ (0, y) = 0, f,_,(m, y) =0 einfach. 
(DD) 0=(wt. +. +47)+ WR edle +) 
EEE FREU LE 
woraus für z= 0 eine Gleichung (r — 4)ten Grads in «, also vier Wurzeln 
“= 00 und somit Z = « selbst Asymptote mit der Annäherung 


| (ID ww. uei=0 
k 


| 
| | oder 
| w“etruz+1=0 
oder 
(uz + O,)(uz + (,)=0 
| d.h. nach Art der konischen Hy- 
| perbel mit Doppelästen, die durch 
die Asymptote nicht getrennt oder 
| getrennt sind (Fig. 39 und 40), 
| je nachdem ©, und C, gleiches 
Fig. 39. Fig. 40. Fig. a9, Oder entgegengesetztes Vorzeichen 
haben; sind ©, und (Ö, imaginär 
konjugiert, so ist die Asymptote von keinem Zweige begleitet. 
e) a, y)= 0, f,_ıl®,y) = 0 doppelt, 
sy) =0, f,,ley) = 0, f._,la,y) = 0 einfach, 
(I) 0=(w?i.2+r.. +) +’. +.- +27) 

+ (u .2+.- +27) + (ut + 42°) 

+ (u? :5+:.: + ae) 4 (u=® Le. 9) rss 
somit Annäherung an die Asymptote " = « sowohl (Fig. 41) nach Art 
der konischen Hyperbel 
(IIT) wre dr et+l=0, 
als kubischen Hyperbel 


wette oder vr +ı1=0. 


f) f,(&,y) = 0 dreifach, f,_, (x, y) = 0 einfach, 
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(iD) = eltern) 
1 ie L...4 272) tet 
Die Kurve erstreckt sieh in der Richtung & == g ‘nach Art der konischen 
Parabel 
Wr. +. P—=0 0odr ur 
g) f,(2, 9) = 0 vierfach, f,_, (@,y) = 0 einfach, 

(I) 0 (wid t+. +HN)+lwWi2+. Ha 

+ (wr=3 t+..+ 2) + er... ta. 


Die Kurve besitzt in der Richtung Z = « zwei unendlich ferne Zweige 
wie die zweite kubische Parabel 


(II) weten. d=0 oder WHR=0. 
h) f,(&,4) = 0 fünffach, f,_, (2,9) = 0 einfach, 
(1) (W444) 
u (Tu Eu au nur 


Die Kurve besitzt in der Richtung x = « zwei unendlich ferne Zweige 


wie die Spitzpunktsparabel 


(II) ur. ru tet der trete. 
i) (@&,y) = 0 dreifach, f,_, (x, y) = 0 doppelt, 
(II) = (wre ir 4er) 
+ (24 ... 377%) tere ta. 
Erste kubische Parabel 
(II) 3.2 ’=0 oder wtf =0. 
k) f,(2,y)= 0 vierfach, f,_, (x, 4) = 0 doppelt, 
(I) 0=(wt.2+..+.)+ (W324... +2) 
+ (WW? +. + ND+ +0 
(II) wor Bu + ur’ .g + PY  R 
oder 


+ +uW=0 


oder 
PR .% 2 = 
+0. +6u)=0. 
Je nachdem C, und (, gleiches = entgegengesetztes Vorzeichen 
haben, besitzt die Kurve in der Richtung — « vier Äste nach Art zweier 


konischer Parabeln, die sich in ihren Scheiteln entweder von innen oder 
von aulsen berühren. 
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1) f,(&,y) = 0 fünffach, f,_, (x, 4) = 0 doppelt, 
(IT) = (= j PRÜ + FR + Da de (ur9,8 + u + 1) 
| + (Wr. + N + + 


Die unendlich fernen Äste der Kurve verlaufen in der Richtung 


ı EEE 
z —= « wie diejenigen der zweiten kubischen Parabel 
(II) .auktettetl ddr HR -0 


und konischen Parabel 
3.24 0=-0 de u+t2=0. 
m) f,(@,y) = 0 dreifach, f,_, (2,9) = 0, f,_g(&,y)= 0 einfach, 
MM) 0=(w3.2+..+?) 
+ (W444) 
+ (w-3.24+.-+079) 
u) ++. ++ 
(III) Konische Hyperbel 


Wi. + u >: HGB —=( 
ee =+NX oder 


u+1=0 


und konische Parabel 


ur—B, + WW” 2,2 —() 


oder 
uwtf=0. 
ıY Diesen Verlauf der unendlich 
Fig. 42. fernen Zweige besitzt z. B. die Pa- 


vabel des Descartes (Fig. 42). 
n) f,(&,y)=0 dreifach, f,_, (4) = 0 doppelt, f,_s (2,4) =0 einfach, 


m) Wat) 4) 
Hat HN +W He He) +: 

(IIT) Tau 0 BR BET aa Buy BEBeET nz Dee u DE) 

oder 


22 +z7+1=0. 
Die Kurve besitzt somit einen unendlich fernen dreifachen Punkt mit drei 
zur Richtung > = « parallelen Asymptoten, von denen keine durch den 
Ursprung geht. 
0) f,(&,y) = 0 dreifach, f,_, (&, 4) = 0 doppelt, 
f,_s(a,y)=0 wd f,_,(@,y) = 0 einfach, 
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(IT) 0 (u. N) +.) 

+ wd.z+ He DH Ha) Hunt 
(III) wetten z=t 
oder :(+2:+0)=0. 


Die Kurve besitzt drei zur Richtung = —= « parallele Asymptoten, 
davon die eine durch den Ursprung. 
p) /,(&,y) = 0 dreifach, f,_,(&, 4) = 0 doppelt, f,_2(@, 9) = 0, 
sa )=0 wd f,_ı@y)=0 einfach. 
Drei parallele Asymptoten: 
(IIla) werten 
oder 
2(?+:+1)=0, 
davon die eine durch den Ursprung mit Annäherung der Kurve nach Art 
der konischen Hyperbel. 
(IITb) wirt =0 ode vur+rl=0d. 
q) f,(&,y) = 0 dreifach, f,_,(@,y) = 0, f,_, (8, y) = 0 doppelt, 
f,_s (@, y) = 0 einfach. 
Zwei parallele Asymptoten: 
(IITa) TE Eu Zr 2) 
oder 
@+1)=0, 
davon die eine z = « durch den Ursprung doppelt zu rechnen mit An- 
näherung nach Art der kubischen Hyperbel 
(IIIb) ww. Hut=0 oder vrtl-0. 
r) f,(&,y) = 0 dreifach, f,_, (2,9) = 0, f,_,(&, y) = 0 doppelt, 
.,@y)=0 wd f,_,(&,y)=0 einfach. 
Zwei parallele Asymptoten 
(IlIa) a Ze a 
oder 
(le +1)=0, 
davon die eine 2 = « durch den Ursprung doppelt zu rechnen mit der 
Annäherung 
(IIIb) Ti en Be Tl a 2 Se a) 
oder 
2 tur +10 
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oder 


(2e+C)Wuz+6C)=0, 
d.h. nach Art zweier in denselben oder in verschiedenen Quadranten ver- 
laufenden konischen Hyperbeln, je nachdem C, und ©, gleiches oder ent- 
gegengesetztes Vorzeichen haben und ohne Begleitung von Zweigen, wenn 
©, und ©, imaginär konjugiert sind. 
s) .@,y)=0, f,_,(@,y)=0 dreifach, 
(IT) 0=(Ww. Pr. +N)+lWi +. +27) 


+(w?H HEN) +. +0 
Erste kubische Parabel 


(II) wu 0 oder utf=0. 
t) a y)= 09; f,_ı(&Y) = 0 dreifach, f,_, (2, y) = 0 einfach. 
Drei parallele Asymptoten 

(III) Titel en Sie Y dl ar DE Bar Y dd By Be Yu 

oder 


2+2.+z+1=0, 


davon keine durch den Ursprung. 
u) f,(&,9y)= 0, f,_ı(®, y) = 0 dreifach, 
(a y) = 0, ,_,(,y) = 0 einfach. 
Zwei parallele Asymptoten 

(Illa) ttutig-l 


oder 


Aect+V)=0, 
davon die .eine doppelt zu zählende durch den Ursprung mit Annäherung 
der Kurve nach Art der konischen Hyperbel 


(IIIb) wi. tunt=0 ode vwr1l-0. 
v6 y)=0, f,_ı(m, Yy) = 0 dreifach, f,_g(2,y) = 0 doppelt, 
f,_s(&, y) = 0 einfach. 
Die Kurve nähert sich der Asymptote durch den Ursprung in der Art 
wie bezüglich ihrer Ordinatenaxe die Il. biquadratische Hyperbel 
(IIT) 3. taet=-0 0odr wetl=0. 
w) f,(&, 9) = 0, f,_1(&,9) = 0 dreifach, f,_s (x, y) = 0 doppelt, 
f,_s (&,y) = 0, f,_,(&, y) = 0 einfach. 
Die Annäherung an die Asymptote durch den Ursprung erfolgt in der- 
selben Art wie bezüglich ihrer Ordinatenaxe die konische Hyperbel 
(IILa) w5reti.g=0 odr we+l=0 
und die kubische Hyperbel 
(IIIb) w.’+wWt.z=0 ode w+l=0 
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x) (,(&,y) = 0, f,_,(&, y) = 0 dreifach, 

f,_,(&,y) = 0, f,_3(&, 9) =0 doppelt. 

IT. biquadratische Hyperbel 
(TIT) 3.2 t=0 oder +ıl-=0. 

fe y)=0; f,_,(&y) = 0 dreifach, 

f._, (2,9) = 0, f,_s(&, y) = 0 doppelt, f,_,(2,y) = 0 einfach. 

Hyperbel V. Ordnung I. Art 
(U) wd.2+-u’=0 oder WB Hi-=0. 

z) f,(2,9y) = 0 vierfach, f,_, (&, 4) = 0 dreifach, 

(2, y) = 0 doppelt, f,_3 (x,49) = 0 einfach. 

Die Kurve besitzt in der Richtung a = « einen vierfachen Punkt mit 
vier parallelen Asymptoten: 
(IIE) written tr ui.z -unt- 0 
oder 

HP +zrtet, 

von welchen keine durch den Ursprung geht. 

22) f,(2,4) = 0 fünffach, f,_,(@,4y) = 0 dreifach, 

f,_. (@, y) = 0 doppelt, f,_s(@,y) = 0 einfach. 

Die Kurve besitzt drei parallele Asymptoten, davon keine durch den 

Ursprung, mit hyperbolischen Ästen: 


(Hla) wit ut zz unt-0 
oder 


S+2+: 41-0, 


nebst zwei in derselben Richtung sich erstreckenden parabolischen Zweigen: 
konische Parabel 


(Ib) ie ddr + t- 


u.sf£. 


43. In diesen Einzeluntersuchungen findet De Gua die Bestätigung des 
allgemeinen, von ihm aufgestellten und bewiesenen Satzes, dafs in Bezug 
auf die Lage der Äste zur Asymptote, also abgesehen vom Grad der Krüm- 
mung, sämtliche algebraische Kurven nur auf sechs verschiedene Arten (eine 
Zahl, die wegen der Schnabelspitze auf acht zu erhöhen ist) den unendlich 
fernen Punkten zustreben. Nach ihm reduziert sich die Gleichung jeder 
algebraischen Kurve für die Annäherung an die unendlich fernen Punkte 
stets auf ein Binom 


(1) yt= Ar’ = 2 
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eine Annahme, womit De (ua denselben Fehler begeht wie bei den Sin- 
gularitäten im Ursprung (vgl. 6) und infolge deren er die parabolische und 
hyperbolische Spitze II. Art übersieht; die Betrachtung von (1) ergiebt ihm 
sowohl für positive n als für negative d. h. für parabolische Zweige sowohl 
wie für hyperbolische, je drei Fälle, je nachdem m und n gerade oder un- 
gerade Zahlen sind (falls m und rn Bruchpotenzen wären, sind durch Poten- 
zieren von (1) ganze Zahlen herzustellen), nämlich: 


Der Verlauf der unendlich fernen Kurvenzweige erfolgt im Falle 


a) in und n positiv nach Art der 
für m ungerade, » ungerade .. . . . I. kubischen Parabel 
m gerade, » ungerade ..... II. kubischen Parabel 
m ungerade, n gerade ..... konischen Parabel. 
b) m positiv, » negativ 
für m ungerade, n ungerade .. ... konischen Hyperbel 
m gerade, n ungerade... .. kubischen Hyperbel (Wendepunkt) 
m ungerade, n gerade . .... kubischen Hyperbel (Rückkehrpunkt). 


Der Fall: m sowohl als n gerade, reduziert sich durch Wurzelziehen 
auf einen der übrigen sechs Fälle. 


Die Asymptotenschnittpunktsgleichung. 


44, Führt man wegen der Bedeutung der transformierten Gleichung 
(I) v(e, %) =(, 


aus deren Gestalt allein (vgl. 39) De Gua seine interessanten Ergebnisse 
über die unendlich fernen Punkte ableitet, die Transformation der Gleichung 
der vorliegenden Kurve rter Ordnung 


(1) fa, y) = 0 


wirklich durch und zwar, der Analogie mit den übrigen Aggregaten wegen, 
nur an demjenigen der Glieder höchster Dimension, schreibt man also 


3) ea )=anrtbaiytertyP ter. + Rap 


Be; ge ey 
- (at. 240. %+ RN HE TER ER LEER FLAGGE +4. Gr, 


2 R . i a, 
so ist, wenn 2 = « eine Wurzel dieses Aggregats ist, — 


zei ein Faktor 


u 


desselben, soll also 3 selbst Faktor werden, entsprechend dem Verlangen, 
dafs in der transformierten Gleichung (IT) z= 0 gemeinschaftlicher oder 
mehrfacher Faktor der höchsten Aggregate wird, so sind die Wurzeln von 
(3) um « zu vergröfsern; man hat also in (3) zu setzen 
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z ! ac + y’ 
(4) Im ER +0 -Ü Ey 


x = = 
d.h. an Stelle von y und x die Werte «a’ +’ und x’, womit (3) über- 
geht in 


(11a) 1. y) a2 (a 2“ 5: et y + e- (uw z y) a = i; (ax 1 y N) a Bi 


‚r 
F# 


= a + br Ha Hy) + er Hl Hy Pt + Klaa +) 
u), 
wenn statt y und x’ die Koordinaten 2 und « geschrieben werden. Die 
Aggregate (IIla) erhält man aber auch, wenn in der geg. Gleichung (I) an 
Stelle von 4 und # die Werte «x + y’ und x gesetzt werden, und ersetzt 
man diese Werte selbst wieder durch «® ++ C und x, so folgt 


(III) v(s,u)=f(&,ax + 0), 
sobald für C und x die Koordinaten z und « eintreten. Nun ıst aber 
(IV) f(s, ac + C)= 0 


nichts anderes denn die Gleichung der Schnittpunkte der Kurve (T) mit der 
zur Richtung « parallelen Asymptote 


(5) y=or+(, 
daher 

Sate: Die transformierte Gleichung » (2, #) = 0 ist identisch mit der 
Asymptotenschnittpunktsgleichung. 

Auf Grund dieses Satzes ist es sehr einfach, die von De Gua nur der 
Gestalt nach gegebenen Gleichung % (z, #) = 0 auch in ihren Koeffizienten 
zu berechnen. Entwickelt man zu diesem Zweck jedes der Aggregate der 
Asymptotenschnittpunktsgleichung (IV) 


fnaex +) =f,(& ac +0) +, er +) + + wer +O)+a 
nach dem Taylorschen Satz, so folgt 


(IVa) (ax + O)=f,(z, «x) + AL 2 5, ur Er 


SR FREE SF 
+f,1 ex) + 7; A ei ee 
dass 
und schreibt man gemäfs (3) 
[„ (a, ax) = x" - f,(e) f,_1 (a, a0) = ar"!.f,_,(e) us. w. 
of), ae ef, y) net a 
Le, 1. f.(e) | ke 2.6” (0) us. w. 


yurx y = ur, 
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ordnet ferner die Koeffizienten der Potenzen von # in Vertikalkolonnen, so 
nimmt (IVa) die Form an 


(V) f(x, ax + 0) 
=f,(e)- w+l hi («) ae («) a Br ; («) ar... 


ne 
Hd Haha) Ahle 
| =F(C,x) 


+ f._.(e) | + 7 fr-s(a) 
+4) | 


identisch mit der nach Potenzen von u geordneten Gleichung % (2, «) = 0, 
wenn an Stelle von CO und # die Buchstaben 2 und « geschrieben werden. 
Diese Gleichung hat den Vorteil, dafs sie nicht blofs wie (II) die Art des 
unendlich fernen Punkts, sondern die von der Konstanten € abhängige 
Asymptote desselben selbst zu ermitteln gestattet, wie folgt: 

Der Voraussetzung gemäfs ist f,(«e)= 0, d.h. eine Wurzel 2 = x, 
soll also ein weiterer Schnittpunkt der Geraden (5) mit der Kurve ins Un- 
endliche rücken, so muls auch der Koeffizient der zweithöchsten Potenz von 
x verschwinden, d. h. 


z fr («) T a («) = ()- 


woraus 
f._,\®) 
6 = — 
(8) RC) 
und somit die Gleichung der Asymptote 
Ä f„_, 
m van gr 


Nachweis der Identität von w(z,u) = 0 mit F(C,2) = 0 an einzelnen 
Beispielen. 


45. Es sei 


a) f,(a)—= 0, f,_ı(«) = 0, haben also die beiden höchsten Aggregate 
von (I) eine gemeinschaftliche Wurzel, so zeigt sich dies in Übereinstimmung 
mit der Form der transformierten Gleichung » (z, x) = 0 vgl. 40. A,a darin, 
dafs sich aus den beiden höchsten Horizontalreihen von (V), welche die 
beiden höchsten Aggregate der nach beiden Variabeln C und x geordneten 
Asymptotenschnittpunktsgleichung darstellen, € als Faktor ausscheidet; zu- 
gleich folgt aus (6) 

C=0, 


d.h, y= «x ist die Asymptote selbst. 
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b) f,(e)=0, f,/(e)=0, d.h. « ist eine Doppelwurzel des höchsten 
Aggregats (vgl. 17), so folgt aus (6) 


somit die Gleichung der Asymptote y= «@ + ©, d. h. die unendlich ferne 
Gerade ist Asymptote oder die Kurve verläuft in der Richtung . = 0 
parabolisch (vgl. 41. B, a). 

)S)=0, Kle)=0, f,_,(e)=0, d. h. die Doppelwurzel des 
höchsten Aggregats ist zugleich einfache Wurzel des zweithöchsten, dann 
verschwinden in (V) die Koeffizienten von =” und a”=!, es liegen somit 
zwei Schnittpunkte der Geraden im Unendlichen, aber da gemäfs (6) 


also unbestimmt, so schneidet jede Gerade in der Richtung « die Kurve in 
zwei unendlich fernen Punkten. Die Kurve besitzt also in dieser Richtung 
einen unendlich fernen Doppelpunkt, dessen Asymptoten sich aus der Be- 
dingung bestimmen, dafs sie die Kurve in drei unendlich fernen Punkten 
schneiden, es verschwindet daher in diesem Fall auch der Koeffizient von 
er, d.h. 


(8) eat ltr. Wrede, 


woraus zwei Werte C, und Ö, sich ergeben, mit welchen die Gleichungen 
der beiden parallelen Asymptoten des unendlich fernen Doppelpunkts lauten 


(9) y-ac+GC, und y-ur-+C, 
Je nachdem die Diskriminante der Gleichung (8) 


2f (&) > 2 (@) = er («) S 0, 
ist der unendlich ferne Doppelpunkt ein ge- 


wöhnlicher mit zwei getrennten Asymptoten | | | 
(Fig. 43) oder ein Rückkehrpunkt mit zwei | 
zusammenfallenden Asymptoten (Fig. 44) | 
oder ein isolierter Punkt ohne reelle Zweige | 


(vgl. 42. C,a). | 
LEO, WD- | 

[,_ı(«)= 0, d. h. eine dreifache Wurzel 

des höchsten Aggregats zugleich einfache | 

Wurzel des zweithöchsten, dann verschwin- Pig. 48. 

den in (V) wieder die Koeffizienten von 

x” und #””!, die Kurve besitzt somit wieder einen unendlich fernen Doppel- 

punkt, für welchen gemäls (8) 


Sauerbeck, Gua de Malves, 


Fig. 44. 


oe 
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as" Ges 


Es ist also nur die eine der beiden Asymptoten endlich, die andere Asymp- 
tote ist die unendlich ferne Gerade, m. a. W. die Kurve nähert sich der 
endlichen Asymptote 
f._,(@) 
De 

nach Art der konischen Hyperbel und erstreckt sich mit zwei anderen 
konisch parabolischen Ästen in einer der beiden Richtungen dieser Asymp- 
tote (vgl. die Parabel des Descartes; 42. C, m). 


Die Regel von De Gua. 


46. Während sich die Konstanten C auch in solchen Füllen, wo der 
Wurzelwert « einer gröfseren Anzahl von Bedingungen unterliegt, aus (V) 
verhältnismälsig leicht ermitteln lassen, so ist mit der Kenntnis der Lage 
der Asymptote und ihrer Schnittpunkte, insbesondere wenn sie ins Unend- 
liche rückt, doch die Art der Annäherung der Kurve noch nicht so ein- 
fach zu beurteilen, auch giebt hierüber im allgemeinen die auf das analy- 
tische Dreieck gelegte Kurvengleichung (I) keinen Aufschlufs. Um über 
diese Annäherung einen sofortigen und sicheren Entscheid zu treffen, bleibt 
nur das 

Verfahren von De Gua: 


. ie Fr q de 
Bestimmt man für jeden der Wurzelwerte = = « des höchsten Aggre- 


gats der nach beiden Variabeln geordneten Kurvengleichung f(x, y) = 0 
dle Asymptotenschnittpunktsgleichung F(C,x) = 0 und legt sie auf das 
analytische Dreieck, indem man C und x als Variable betrachtet, so geben 
die oberen Bestimmungsgeraden dieser Gleichung das Verhalten der Kurve 
in den betreffenden unendlich fernen Punkten, hierbei ist die jeweilige 
Asymptote als neue X-Axe zu betrachten. 


Die singulären Punkte in analytischer Behandlung. 
A. Singuläre Punkte auf den Koordinatenaxen. 


47. Ordnet man die Gleichung der geg. Kurve »ter Ordnung nach 
fallenden Potenzen der einen Variabeln und schreibt 


D fay)=Af+lar +b) yitla+dse+ey"’+-- 


+ (Br + kt! +re+s)=0, 
-ArrAFTHADtH +), 
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so giebt „= 0 die Entfernungen der rn Kurvenschnittpunkte auf der X-Axe 

vom Ursprung als Wurzeln der Gleichung 

(1) A) =. 

Je nachdem mehrere dieser Wurzeln gleich sind oder zugleich als Wurzeln 

der vorhergehenden Koeffizienten f,_,(2)=0, ,_,(@)=0 u. s. f. von y 

auftreten, zeigt die Kurve in den betreffenden Schnittpunkten ein besonderes 

Verhalten. Die einfachsten Möglichkeiten sind, dals eine solche Wurzel 

x = « auftritt bei 

a) f(x) = 0 doppelt | ‚gewöhnliche Tangente 

b) f, (x) = () dreifach | dann ist die | Wendetangente (inflexion) 

e) f„(&) = 0 vierfach | Abseissen- | Flachpunktstangente (serpentement in- 
| axe im |  finiment petit) 

d) f„(@) = 0 fünffach | Schnittpunkt | Wendeflachpunktstangente 


| |  tement affeete d’inflexion). 


(serpen- 


Die Kurve berührt somit die Abseissenaxe, abgesehen vom Grad der 
Krümmung, im Fall einer mehrfachen Wurzel von gerader bezw. ungerader 
Ordnung nach Art der konischen bezw. ersten kubischen Parabel. 


e) j,(@)=0, f„_, (a) = 0 einfach, 
dann hat für = « Gleichung (T) die Form 
Art, 
woraus sich ergiebt „= 0; man erhält somit für einen Wert = « zwei 
Werte y=0, d.h. die Ordinate des Abscissenschnittpunkts ist Tangente 
in diesem Punkt. 
f) f,(2) = 0 doppelt, f,_, (x) = 0 einfach oder mehrfach, 
dann ergeben sich für zwei Werte 2= « auch zwei Werte y=0, d.h. die 
Abscissenaxe sowohl wie die Ordinate des Kurvenschnittpunkts («, 0) treffen 
die Kurve zweimal in diesem Punkt, letzterer ist also ein Doppelpunkt. 
g) f„(&) = 0 dreifach, f,_, (x) = 0 einfach oder mehrfach, 
giebt Doppelpunkt auf der Absceissenaxe mit letzterer als Tangente. 
h) /,(@) = 0 vierfach, f,„_,(#) = 0 einfach oder mehrfach, 
Doppelpunkt auf der Abseissenaxe mit letzterer als Wendetangente. 
i) f„(2) = 0 fünffach, f,_, (x) = 0 einfach oder mehrfach, 
Doppelpunkt auf der Abseissenaxe mit letzterer als Flachpunktstangente. 
k) f„(@) =.0 sechsfach. f,_, («) = 0 einfach oder mehrfach, 


Doppelpunkt auf der Abscissenaxe mit letzterer als Wendeflachpunkts- 
tangente, 
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1) f,(&) = 0 doppelt, f„_,(@) = 0, f,_., (#) = 0 einfach oder mehrfach: 
Doppelpunkt auf der Abscissenaxe mit zugehöriger Ordinate als Tangente, 
da für =. drei Werte y= 0 sich ergeben. 

m) f,(&)=0 doppelt, f,_,(@)=0, f,,(@)=0, f„_,(@)= 0 einfach 
bezw. mehrfach: 


Doppelpunkt auf der Abseissenaxe mit zugehöriger Ordinate als Wende- 
tangente. 


n) f, (2) = 0 dreifach, f,_,(«@)=0, f,_,. (2) = 0 einfach oder mehrfach: 
entweder dreifacher Punkt auf der Abscissenaxe oder Doppelpunkt auf der 
Abscissenaxe mit dieser sowie seiner zugehörigen Ordinate als Tangenten. 


48, Diese Ergebnisse verwendet De Gua, um umgekehrt die Be- 
dingungen für die Existenz der eben aufgefundenen ausgezeichneten Punkte 
der Abseissenaxe aufzustellen. Soll z. B. die geg. Kurve auf der Abseissen- 
axe einen Doppelpunkt besitzen, so muls f,(#) = 0 eine Doppelwurzel haben, 
die zugleich einfache Wurzel von f„_,(2)= 0 ist, es bestehen somit in 
diesem Fall die Gleichungen (vgl. 17) 


hat, Amt Aa), 
woraus sich entweder mittels der Newtonschen Formeln (vgl. 13) oder nach 
dem Kettenbruchverfahren von De Gua (vgl. 16) zwei Bedingungen in den 
Koeffizienten der geg. Gleichung (T) ergeben. 


Newtonscher Sekantensatz. 


49. Im Anschlufs an die vorhergehenden Betrachtungen zeigt De Gua 
die geometrische Bedeutung des letzten Terms f, (2) = 0 der nach fallenden 
Potenzen von y geordneten Kurvengleichung (T), vgl. 47. Sind a,, &, 
&@ "0, die Wurzeln dieses Terms, ist also 


h@)= Be u)a a) a) (an): 
so ergiebt sich, da für jedes beliebige, fest angenommene x dieser alsdann 


konstante Term mit dem Koeffizienten A von 4” dividiert das Produkt der 
n Wurzeln 4 der Gleichung (I), absolut genommen, darstellt, aus 


Yılar ar y„= 7 @-a)@- 3) 9) @—«,) 
das Verhältnis 
Zee nn 
@-)@—a). a) 4 
als konstant, eine Eigenschaft, die Newton in der Enumeratio als dritte 
allgemeine Eigenschaft aller algebraischen Kurven aufzählt und die in 
Worten lautet: 
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Satz: Zieht man durch irgend einen Punkt der Ebene einer algebrai- 
schen Kurve zwei Parallelen zu den Axen so, dafs jede derselben die Kurve 
in ebensoviel endlichen Punkten schneidet als der Grad der Gleichung an- 
giebt, so stehen die Produkte der von jenem Punkt aus bis zu den Kurven- 
schnittpunkten gemessenen Abschnitte beider Geraden in einem konstanten 
Verhältnis, nämlich im Verhältnis der beiden Koeffizienten der höchsten 
Potenzen beider Veränderlichen, wenn die eine der schneidenden Geraden zu 
einer Koordinatenaxe selbst gewählt wird. 

Für die Kurven dritter Ordnung insbesondere können diese Produkte 
als die Rauminhalte von Quadern betrachtet werden; haben daher die 
höchsten Potenzen «° und 4° der Gleichung dritten Grads gleiche Koeffi- 
zienten, so sind die aus den oben bezeichneten Abschnitten als Kanten er- 
bauten Quader gleich; aus diesen sechs Abschnitten liefsen sich somit durch 
Vereinigung je zweier, die nicht auf derselben Sekante liegen, drei Seiten 
eines Dreiecks herstellen, in welchem nach dem Satz von CGeva die durch 
die Abschnitte bestimmten Transversalen sich in einem Punkte schneiden. 


B. Singuläre Punkte im Ursprung mit den Koordinatenaxen als 
Tangenten. 


50. Hat der letzte Term f, (x) = 0 der nach fallenden Potenzen von y 
geordneten Kurvengleichung (T) die Wurzel = 0, fehlt also das konstante 
Glied, so geht die Kurve durch den Ursprung und man erhält für die be- 
kanntesten der in 47. aufgeführten Fälle im Besonderen folgende Kriterien 
in den Koeffizienten bezw. folgende Normalformen der Kurvengleichung, 
welch letztere für die zunächst in Betracht kommenden Fälle nur vom 
dritten Grad zu sein braucht und lauten möge 


la) fa)ehyf+iaytkarytietey +feytga+byterta 
D My +Üict ++ Ft yHtllae tg ten + a). 
Je nachdem die Wurzel £ = O0 auftritt bei 


2) .)=0, = 0, la) = 0 einfach, 


erhält man 
(I) VehPtiaf?+ (kt f)ayt+(la+get+ed)r 
(Ia) Veh +tin? +key+Hie tg + feyt er, 


für = 0 also drei Werte y=0, für y=0O dagegen nur einen 2 = (, 
d. h. der Ursprung ist Wendepunkt mit der Ordinatenaxe als Wende- 
tangente. 
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b) f„(2) = 0 dreifach, 
M) hp + (et g)y?+ (kr + fa + d)y + lat 
(Ta) hp +iey+keytia+feyt ey? + by, 


für x=0 einen Wert y=0, für y=0 drei Werte z=0, d.h. der Ur- 
sprung ist Wendepunkt mit Abscissenaxe als Wendetangente. 


) 1n() = 0 doppelt, f„_,(#) = O einfach, 


(D) ehr +lic+teä)gf + (kat fe)y tie? + ga? 
(Ia) = (hy +iay + hkary +lad) + (ey? + fey + ad), 


für = 0 zwei Werte 4 = O0 und umgekehrt, d. h. der Ursprung ist Doppel- 
punkt. Derselbe ist als solcher aus der Form (Ia) der Kurvengleichung 
sofort zu erkennen, wenn das niederste Aggregat von der zweiten Dimension 
ist (siehe d, e, f). 

d) f,(&) = 0 dreifach, f,_, (2) = 0 einfach, 
(D VehpP+lie+te)®? + (kat + fa)y + 1a’ 
(Ia) 0= (hy? +iay? + kary+ lad) + ey? + fey. 
für 2=0 zwei Werte y=0, für y=0 drei Werte = 0, d.h. der Ur- 
sprung ist Doppelpunkt, dessen eine Tangente die Abscissenaxe ist. 

e) f„(x) = O0 dreifach, /„_, (2) = 0, f„_2(&) = 0 einfach, 
(T) O=hp+iny?’ + (ka?+ fa)y + 1a? 
(Ia) = (hy? +iey? + kaery + 1a?) + fey 
für 2—= 0 drei Werte y= 0 und umgekehrt, für eine beliebige Gerade 
y= 4x durch. den Ursprung dagegen nur zwei Werte 2=0,y=0,d.h. 
der Ursprung ist Doppelpunkt mit den Koordinatenaxen als Tangenten. 

f) f,(x) = 0 dreifach, f,_, (x) =-0 doppelt, 
(D 0=hpP+(iete)y’ +kay-+ la? 
(Ia) 0= (hy +iny: + katy+ ta) + ey, 
für 2=0 zwei Werte y= 0, für y=0 drei Werte = O0, also zunächst 
der Ursprung Doppelpunkt mit Abscissenaxe als Tangente (wie bei d). 
Während jedoch dort. zwei. ausgezeichnete Geraden vorhanden sind, welche 
die Kurve im Ursprung in drei Punkten schneiden, also Tangenten des 
Doppelpunkts sind, nämlich 

ey? +fay=yley+ re) =0, 
d. h. die Abseissenaxe und die Ursprungsgerade x = — existiert hier 
gemäls 
ey?’ = 0 


nur die Abscissenaxe als einzige aber doppelt zu zählende Tangente, der 
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Ursprung ist somit ein Doppelpunkt mit zwei zusammenfallenden Tangenten, 
d. h. ein Rückkehrpunkt, eine sog. Spitze I. Art. 

Analog lautet die Gleichung der Kurve, die im Ursprung einen Rück- 

kehrpunkt mit der Ordinatenaxe als Tangente besitzt: 
My +iny + hkaty+la) +gR= 0. 

5l. Um allgemein für jede beliebige durch den Ursprung gehende 
Kurve das Verhalten in diesem Punkt zu ermitteln, betrachtet De Gua das 
Aggregat der durch die unterste Bestimmungsgerade des analytischen Drei- 
ecks ausgeschiedenen Glieder der Kurvengleichung. Da dieses Aggregat 
stets auf die Form gebracht werden kann 

(y" — Aa®)(yP — Bat) (y’ — Car)... —=0, 
wo m und n ganze positive Zahlen sind, so beschränken sich nach De 
Gua die Möglichkeiten, wie die beiden durch den Ursprung getrennten Teile 
eines und desselben Zweigs y”" — Ax" = 0 sich in diesem Punkt vereinigen 
können, auf drei Fälle: 

Diese Vereinigung erfolgt, je nachdem 


m ungerade, n gerade Ikonischen Parabel | gewöhnlichen 


nach Art der! 


| 
| 
| | ' also | Punkt 


Krümmung 


m ungerade, » ungerade 


. 0° I.kubischen Parabel in !Wendepunkt 
im Scheitel 
m gerade, n ungerade 


Pe II. kubischen Parabel einem Rückkehr- 


| | | ı punkt. 


Selbstberührung. 


52. Im Anschlufs an die Spitze I. Art, die er als eine Selbstberührung 
der Kurve auffafst, untersucht nun De Gua, um sämtliche einfachen Singu- 
laritäten aufzufinden, den allgemeinsten Fall der Selbstberührung einer alge- 
braischen Kurve, geometrisch dargestellt durch die Berührung zweier konisch 
parabolischer Zweige im Ursprung als Scheitel, analytisch durch das Aggre- 
gat der Glieder niederster Ordnung: 

(D) + ary! + War — 0 
oder 


__\ °T7 ın8 a JE 449° 
(Ia) (v ex er & r) (v a re +46 .) Ba 
und findet für 
a) b? positiv, 4b? <a: 


Parabolische Berührung von innen, als Embrassement bezeichnet, ein 
Doppelpunkt, der erst bei Kurven vierter Ordnung auftritt, da die Ab- 
scissenaxe als Tangente vierpunktig berührt (Fig. 45). 
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b) b? positiv, 40? > af: 
Isolierter Selbstberührungspunkt ohne Zweige bezw. Doppelpunkt mit 
zwei imaginär konjugierten parabolischen Zweigen und gemeinsamer Tan- 


” 
+} +} 
| 
3% E.% 
i 6 r ? 
Gr "a 
wi‘ Ef 
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Lin FAN 
er Pa 
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” % Eu 
a en 
BER a + X 
Fig. 45. Fig. 46. 


gente, als point conjugue de la 2° espece bezeichnet, zum Unterschied 
gegen den isolierten Punkt mit zwei imaginär konjugierten Tangenten, 
point conjugue de la 1° espece (Fig. 46. 47). 


#2: 3 +Y 
Fig. 47, Fig. 48, 


2 


ce) b? positiv, 4b? = a?, 


womit (I) übergeht in ein vollständiges Quadrat: 
a 17 a __ 
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d. h. die parabolischen Zweige decken sich, also Berührung von innen oder 
Embrassement. 
d) b? negativ, 4b? S a, 
Parabolische Berührung von aulsen, von De Gua als „Oskulation“ bezeichnet, 
die ebenso gut durch Vereinigung zweier Spitzen I. Art wie zweier Wende- 
punkte entstanden gedacht und deshalb auch als Kombination betrachtet 


werden kann (Fig. 48. 50. 49). Gleichung (T) begreift daher für den 
Fall d) auch die Gleichungen der Spitze und des Wendepunkts in sich. 


+ N 


— | +) 


+-Y + 
Fig. 49. Fig. 50. 


Im Falle c) beansprucht nun De Gua dasselbe Embrassement wie im 
Fall a), wo die parabolischen Zweige getrennt sind, und bestreitet somit, 
da bei der Übereinstimmung der analyti- 
schen Gleichung kein Grund vorliege, im er 
einen oder anderen Fall die Parabelzweige 
im Ursprung aufhören zu lassen, dafs die 
von De !’Hospital durch Evolution aufge- | 
fundene Schnabelspitze (Fig. 51) eine selb- 
ständige Singularität darstelle. Obwohl 
De Gua die Entstehung der Schnabelspitze X 
bei der durch stete Abwicklung eines auf 
eine Kurve aufgelegten Fadens sich bil- 
denden Evolvente, wenn der Faden einen 
Wendepunkt passiert, keineswegs in Abrede stellt, so betrachtet er doch 
keinen der beiden Zweige derselben als die Fortsetzung des andern, da 


Fig. 51. 
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er eben aus Gleichung (T) bezw. (U) — und De Gua anerkennt nur 
die analytische Gleichung als den Inbegriff aller geometrischen Eigen- 
schaften der Kurve — die analytische Zusammengehörigkeit beider Zweige 
nicht zu erkennen vermag; er behauptet also trotz der Kontinuität der 
Bewegung, durch die eine Kurve erzeugt wird, die Diskontinuität der- 
selben Kurve, ein Widerspruch, den erst Euler 1748 in seiner Arbeit: Sur 
le point de rebroussement de la 2° esp&ce, M&m. de Berlin 1748, beseitigt, 


indem er zeigt, dafs unter Umständen der erste Term. einer Entwicklung 
N 


y"—= Ax" bezw. y— Aa” für die Beurteilung der geometrischen Gestalt des 
hierdurch dargestellten Zweigs nicht immer ausreicht, wie De Gua meint, 
insofern als für gewisse Werte von x das erste Glied der Entwicklung 
wohl reell, das zweite dagegen imaginär und somit die ganze Reihe kom- 
plex werden kann, in welchem Fall reelle Zweige auch trotz des reellen 
ersten Terms nicht bestehen. Hierfür sind zwei treffende Beispiele die 
Kurven vierter Ordnung: 


(A) ey +— = —0 
Br 5 

(B) at ary— ar? + Ty=0, 

die beide im Ursprung dieselbe innere parabolische Selbstberührung 
A 

(M) (#43) -0 


besitzen. Entwickelt man jeden der beiden Zweige (I), so folgt (vgl. hierzu 
den Beweis von Stirling in 29.) für Kurve (A): 


ae 2 „2 
(1) y-—H®tu 


6) 5 
2 i 2 -. 
— 4 — 0l—: = { 
1 u a ( 2’ + «) ) 


12 & 
ut — Ger — au = 0, 


(2) 7 — EN a _ 


woraus nach dem analytischen Dreieck die untere Bestimmungsgerade 


«u? 8 5 
.—_- —T Ü) 
4 w ge 


4Yy2 
(3) yvarzrert 
eingesetzt in (2) folgt: 


a° 32 5 8y2 3 ) 8 1% = 4 y2 _ 
(E62) (8: tr ttrt ze Fa t+ 43 x 
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woraus wieder die untere Bestimmungsgerade 


Aafz -48YV2 , 
b ) ), np; —— I 
(4) +2y2: #17 — a0 
24 
re x, 


Die Entwieklungen für die beiden Zweige (T) lauten daher gemäfs (1), 


(3) @: 


2 ‚4Y2 Dr 

(Ha) JH rer een 
2 ; 4y2 24 

(ITb) er u. — ES > + a8 X — 


und die jeweiligen beiden Ordinaten, die sich aus (Ila) für die Abseissen 
+ x ergeben, sind somit vertauscht dieselben, die für die gleichen Abseissen 


aus (IIb) folgen (Fig. 52); man erhält somit zwei zur Ördinatenaxe sym- 
ınetrische, dem Ursprung zu sich auf 

der konkaven bezw. konvexen Seite ne 

mehr und mehr der Parabel y = rn > 
nähernde Paare reeller Zweige, d. h. 
eine reelle vollständige innere Berüh- 


rung (Embrassement). 


Kurve (B): 


2 
() y-lrtu 
a? 2 2 
(2) Wan (- + u) = 0 
a® el 
T uw — F- > — Ardu — au = 0, Fig. 52. 


woraus die untere Bestimmungsgerade 


4Ya 3 
(3) vw. r rt 
eingesetzt in (2) 


8; 2. a R ns 


oder mit V« — 7, da .die a, von x durch die Multiplikation 
nicht verschwinden und somit behufs Auftragung der Gleichung auf das 
analytische Dreieck zu den schon vorhandenen Parallelen mit der Bande 
ohne x noch die Parallelen im mittleren Abstand gezogen werden müfsten 


442 Yadt— as? + = 0, 
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woraus zwei untere Bestimmungsgeraden: 
3 
+0 ode t=e=yr2 


giebt keinen neuen Term, dagegen 


= ya u 
(4) +2Ya-edtF eye ch ddr t=Z da 


a? 


und somit gemäfs (1), (3), (4) die Entwicklungen für die beiden Zweige (I) 


T,\ 2 MM 4 Ya 2ı/% 8 md 

(IIe) y-aRt+ı a Ve+zat: 
„As Me 1, rt... 

(ILd) yvz% ayc+ 


Für negative Werte von x wird der zweite T’erm und somit jede der 
beiden Reihen imaginär, es bestehen daher nur auf der positiven Seite der 
Abseissenaxe zwei, dem Ursprung zu sich mehr und mehr der Parabel 
y- 2 x? nähernde Zweige, deren ÖOrdinaten, stets sehr kleine Werte von 
x vorausgesetzt, durch Vermehren bezw. Vermindern der Ördinaten jener 


Parabel um den Betrag gr V: erhalten werden. Die Kurve hat also 
a 


im Ursprung eine Schnabelspitze (Fig. 53) und der von De Gua vergebens 
gesuchte analytische Ausdruck für die geometrische Zusammengehörigkeit 
beider Zweige derselben d.h. dafür, dafs 
jeder der Zweige sich durch die Spitze 
hindurch in den andern fortsetzt, lautet 
demnach 


5 


(II) y= Ax®+ Bat. 


Die Schnabelspitze. 
+X 53. Schafft man in 52. III die Wurzel- 


grölse weg, so folgen aus der nach Po- 
tenzen von y geordneten Gleichung 
(ITa) 4? — 2Aay + (A? — B’x)at = 0 
für &= 0 zwei Werte y=0, für y=0 vier Werte 2= 0, die Schnabel- 
spitze ist somit ein Doppelpunkt mit der Abscissenaxe als Wendetangente, 
in Übereinstimmung mit 47.h, da x = 0 als Wurzel auftritt bei 

# (x) = 0 vierfach, f„_, (2) = 0 doppelt, 


desgleichen in Übereinstimmung mit 47. m, sobald man die Gleichung nach 
Potenzen von & ordnet: 


Fig. 53. 


(IH) Bad — At +0: +2 Ay +0. 0, 
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in welcher y= 0 als Wurzel auftritt bei 


f„(y) = 0 doppelt, WW) = 0; ha) = 0, n_s(y) = 0 einfach. 


Aus der gleichzeitig nach beiden Variabeln geordneten Gleichung (TIIb) 
folgt fermer gemäfs 50. f, da das Aggregat der Glieder niederster Dimension 
sich auf „= 0 reduziert, dafs auch der zweite Zweig des Doppelpunkts 
die Abscissenaxe berührt. Die Schnabelspitze ist somit, wie schon Mau- 
pertuis aus geometrischen Betrachtungen riehtig erkannt hat (vgl. 9), auf- 
zufassen als Spitze I. Art, deren einer Zweig im Ursprung noch einen 


Wendepunkt besitzt, beide Zweige verlaufen somit auf derselben Seite der 
gemeinschaftlichen Tangente. 


534. Untersucht man die Kurven niederster Ordnung, für welche die 
Ordinate sich als steigende Potenzreihe der Abseisse darstellt, aber so, dals 
einer der Terme eine gerade Wurzel enthält, damit nur positive Werte von 
x reelle Ordinaten ergeben, so sind die einfachsten Fälle: 


3 N; 

a) y= aa + Bar oder (y— ar)? — Ba), 
eine Kurve dritter Ordnung mit zwei der Geraden „= «x im Ursprung 
sich nähernden Zweigen, deren Ördinaten durch Vermehren bezw. Ver- 
mindern der Ordinate jener Geraden um den Betrag Beyer erhalten werden. 
Die Kurve hat somit im Ursprung eine Spitze I. Art; dieselbe Singularität 


besitzen sämtliche höheren Kurven, für welche die Potenzreihe mit einem 
linearen Term beginnt, also 


y- an + Bam Vor, 


da sich wegen des durch die gerade Wurzel bedingten Doppelzeichens + 
beide Zweige der Kurve von entgegengesetzten Seiten her der Geraden 
y = «x nähern. 
3 2 2.5 
b) y= un? + Ba? oder (y— u?) = B’a?, 
eine Kurve fünfter Ordnung mit Schnabelspitze im Ursprung (vgl. 52. IH). 
* 


“ . r . u . [64 
Aufserdem schneidet die Kurve noch die Abscissenaxe im Punkt 2 = FE 


£ 1 3 7 j i 
ec) y= ax? + Pßrt oder (y?— da)? = daß? ary + Pia. 
Um die Annäherung dieser Kurve vierter Ordnung an die Parabel 
y = e°x zu ermitteln, sind diesmal die Zweige nach Potenzen von y zu 
entwickeln, daher 
y* 
LE = 7 
At 
eingesetzt 
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woraus die unterste Bestimmungsgerade 


U, SE | Vo 
aut — Laß ur 


d. h. die vorliegende Kurve vierter Ordnung hat im Ursprung eine Schnabel- 
spitze mit der Ordinatenaxe als Tangente. Die Schnabelspitze tritt somit 
bei den Kurven vierter Ordnung erstmals als Singularität auf. (Euler, 
Mem. de Berlin 1748, pg. 212.) 


Spitzpunkt. 


54, Unter denjenigen singulären Punkten, in denen sich die Teile eines 
Zweigs, abgesehen vom Grad der Krümmung, wie in einem gewöhnlichen 
Punkt vereinigen, schenkt De Gua noch eine kurze Beachtung dem Spitz- 
punkt, den er erstmals in der in 22. Fig. 12 beschriebenen Weise als Sonder- 
fall eines dreifachen Punkts auffafst (point triple & trois directions egales ou 
coineidentes et d’une multiplieite invisible), während Maupertuis ihn dureh 

das Zusammenfallen zweier Spitzen 1. Art 

und eines Doppelpunkts (point de double 

pointe, vgl. 22. Fig. 13), De Bragelongne 

durch das Verschwinden eines Knotens 

(Lemnisceros infiniment petit) nach Art 

der Fig. 54, also durch das Zusammen- 

ef fallen dreier Doppelpunkte entstehen lälst, 

was De Gua für geometrisch unzulässig 

erachtet, da er einen dreifachen Punkt 

nicht äquivalent drei Doppelpunkten an- 

r zusehen vermag. Mit letzterer Ansicht 
Fig. 54. steht somit De Gua im Widerspruch zur 
heutigen Auffassung, die mit derjenigen 

von Maupertuis und De Bragelongne übereinstimmt, insofern als, gestützt 


auf Betrachtungen über den Schnitt einer Kurve und ihrer ersten Polare, 


jeder kfache Punkt zu E ‘= 2 Doppelpunkten zu rechnen ist. 


Allgemeine analytische Theorie der algebraischen Kurven. 19 


C. Singuläre Punkte im Ursprung mit beliebiger 
Tangentenrichtung. 


55. Zur Ermittelung der Tangenten dreht De Gua die Ordinatenaxe 
um einen Winkel X @, bestimmt durch tgy = —, bis die Anzahl der im 
Ursprung zusammenfallenden Schnittpunkte der neuen ÖOrdinatenaxe U mit 


der Kurve den Bedingungen der Tangente genügt. Die Schnittpunkts- 
gleichung dieser U-Axe mit der geg. Kurve 


(1) fan =atlyten)+(y’+rey+ ge) 
+ PHP Hey + (le) +: -- 
ergiebt sich mittels 
nu, y= mu 
(vgl. 38) zu 
(2) ol) =a+ (bm+ cen)u+ (em? + fmn + gn?) u? 

+ (km? +im?n + kmn?+ 1m) +. - 


Ist daher der Ursprung ein kfacher Punkt, so mufs jeder Strahl durch den 
Ursprung die Kurve in diesem Punkt in & zusammenfallenden Punkten 
treffen d.h. für jedes beliebige m und » müssen sich k Werte u=0 er- 
geben, woraus folgt, dafs die k ersten Terme von (2) identisch verschwinden 
müssen, daher 

Satz: Ist das niederste Aggregat der nach steigenden Potenzen beider 
Variabeln geordneten Kurvengleichung von kten Grad, so hat die Kurve im 
Ursprung einen kfachen Punkt. 

Es ist somit der Ursprung: 

gewöhnlicher Kurvenpunkt für « — 0 

Doppelpunkt . ... „a=0 b=0, c= 

Dreifacher Punkt... . o=0,b=0,c=0d 


+? 
e=0, f=-0,9=0) usw. 

Soll die U-Axe für einen der Zweige des kfachen Punkts Tangente 
werden, so mufs sie die Kurve in 4 + 1 Punkten im Ursprung treffen; es 
mufs daher in (2) auch noch der Term «* d. h. das Aggregat der Glieder 
kter Dimension in (1) verschwinden, somit 

Satz: Das gleich Null gesetzte Aggregat der Glieder niederster Dimen- 
sion f, (x, 4) = 0 der nach steigenden Potenzen beider Variabeln geordneten 
Kurvengleichung giebt die k Tangenten des kfachen Punkts im Ursprung. 

Erstes Beispiel: Das niederste Aggregat von der zweiten Dimension: 


f(&, y) = (ey? + fay+ ge) + Hin + hkady + lad) + 
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Die Kurve hat im Ursprung einen Doppelpunkt (vgl. 50. e), dessen 
Tangentenpaar sich ergiebt aus 


ey? +fay+ ga? = 0 


als reell und getrennt, reell und zusammenfallend, imaginär konjugiert, je 


nachdem die Diskriminante f? — 4eg > 0, d.h. der Ursprung ist ein ge- 


wöhnlicher Doppelpunkt, eine Spitze I. Art oder ein isolierter Punkt I. Art, 
wie ihn schon Newton durch das Verschwinden des bei gewissen Kurven 
dritter Ordnung sich abspaltenden Ovals entstehen lälst. 

Zweites Beispiel. Das niederste Aggregat von der dritten Dimension: 

fay)ahf tief tkeytlat+::- 

Die Kurve hat im Ursprung einen dreifachen Punkt, dessen Tangenten 
sich ergeben aus 

hy +isy + key tie = 0. 
Je nach der Beschaffenheit der Wurzeln bestehen für den dreifachen Punkt 
folgende Möglichkeiten: 

a) Alle drei Wurzeln reell und verschieden: Gewöhnlicher dreifacher 
Punkt mit drei getrennten Ästen. 

b) Zwei Wurzeln imaginär konjugiert, die dritte reell: Ein gewöhn- 
licher Kurvenzweig mit einem darauf liegenden isolierten Punkt I. Art, 
Vielfachheit und Singularität also unsichtbar. 

c) Zwei Wurzeln reell und gleich, die dritte verschieden: Spitze I. Art 
oder Oskulation oder Embrassement oder isolierter Punkt Il. Art mit je 
einem weiteren, in anderer Richtung verlaufenden Zweig. 

d) Alle drei Wurzeln reell und gleich: Spitze I. Art oder Oskulation 
oder Embrassement oder isolierter Punkt II. Art, sämtlich mit je einem 


weiteren in derselben Richtung verlaufenden Zweig, oder endlich Spitzpunkt. 


56. Soll eine der Tangenten des %kfachen Punkts Wendetangente für 
den zugehörigen Zweig werden, so muls sie die Kurve im Ursprung in 
einem weiteren, also insgesamt in k + 2 Punkten treffen; es mufs also für 
den dieser Tangente zugehörigen Wert von x aus dem gleich Null ge- 


setzten Koeffizienten von «* auch noch der Koeffizient von «*+! verschwinden 
oder auf Gleichung (1) der Kurve übertragen: 


Satz: Ist eine einfache Wurzel des Aggregats der Glieder niederster 
Dimension f,(@, y) = 0 zugleich eine Wurzel des nüchst höheren Aggregats, 
so ist die durch diese Wurzel bestimmte Tangente eine Wendetangente für 
den zugehörigen Zweig des kfachen Punkts. 
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Beispiel: Soll einer der Zweige des Doppelpunkts der Kurve dritter 
Ordnung 


(1) f(& 9) = (ey? + fay + ga?) + (hy? + iny? + katy + 1a?) 

eine Wendetangente im Ursprung besitzen, so ergiebt sich dieselbe als ge- 
meinschaftliche Wurzel von 

(2) pP Hip + kay +ie— 0 

(3) ey? +fay+ ga —=0, 

wenn x = x gesetzt wird, gemäls 16. aus 


hd -+ie+kz+l 


fl 


er+fetyg . 
h2’-+ ng + a" F2 


E42 


(-Me+@-P)erı 


€ 


e 
(e- E ® E \ — N 2+ Fr 6- oh 
Du = Sur Perser 


als letzter Divisor, zu 
)— le? — 
( A a) Y ger e — fgh 


a ek+tfih—egh—efi 
mit der am Schlufs des hier nicht weiter ausgeführten Kettenverfahrens in 
den Koeffizienten von (2) und (3) sich ergebenden Bedingung, die einfacher 
durch Substitution des Werts (4a) in (3) erhalten wird und lautet 


e(gei — le? — foh)?’ + f(gei — le! — foh) (ek + f?h — egh — efi) 
+4(edk + fh—egh— efif—0. 
57. Ist eine Wurzel von f(x, y) = 0 aufser von f;,,(#,4) = 0 auch 
noch Wurzel von fi,,(&,4)= 0, so trifft die durch diese Wurzel be- 
stimmte Tangente den kfachen Punkt in k + 2 Punkten, sie ist also Flach- 
punktstangente des zugehörigen Zweigs (serpentement infiniment petit); ist 
dieselbe Wurzel auch noch Wurzel von /,3 y)=0, so hat der zu- 
gehörige Zweig im Ursprung einen Wendeflachpunkt (serpentement infiniment 
petit complique d’inflexion) u. s. w., daher 
Satz: Je nachdem die Anzahl der Aggregate niederster Ordnung, die 
eine einfache Wurzel -- gemeinschaftlich haben, eine ungerade bezw. eine 
gerade ist, berührt die durch diesen Wurzelwert bestimmte Tangente den 
zugehörigen Zweig, abgesehen vom Grad der Krümmung desselben, wie in 


einem gewöhnlichen bezw. einem Wendepunkt. 


Sauerbeck, Gua de Malves, 6 
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58. Sobald das Aggregat der Glieder niederster Ordnung mehrfache 
Wurzeln besitzt, die zugleich ein- oder mehrfache Wurzeln der nächst 
höheren Aggregate sind, ist die Beurteilung der Singularität des Ursprungs 
aus der vorliegenden Kurvengleichung auch mit Zuhilfenahme des analyti- 
schen Dreiecks im allgemeinen nicht mehr möglich, falls nicht die Gleichung 
eine ganz spezielle Form besitzt. Hier greift De Gua wieder zu dem er- 
probten Mittel der Transformation wie bei den Asymptoten (vgl. 39). Mittels 
der bekannten Gleichungen 


z=enu-+ : y= mu, 

wo - == « die betreffende mehrfache Wurzel des niedersten Aggregats, also 
die Richtung der Tangente des zu untersuchenden singulären Kurvenzweigs 
ist, bezieht er die geg. Kurve auf ein schiefwinkliges Koordinatensystem, 
das jene "Tangente zur Ördinatenaxe hat, Ursprung und Abscissenaxe da- 
gegen unverändert beibehält, führt aber wieder die Transformation nicht 
durch, da zur Ermittelung der betreffenden Singularität die Form der trans- 
formierten Gleichung, die er, wie folgt, auf Grund der gegebenen Be- 
dingungen ohne Schwierigkeit aufzustellen vermag, vollständig ausreicht: 
Hat nämlich ein gewisses Aggregat f,(x,y) = 0 eine mehrfache Wurzel 
- —=«, so mufls das entsprechende Aggregat g,(z, w) = 0 der transfor- 
mierten Gleichung p(z, u) = 0, die dieselbe Kurve wie f(,,7)=0 mit 
unveränderten geometrischen also auch unveränderten analytischen Eigen- 
schaften darstellt, sich ebenso oft durch . — 0 bezw. 2=0 teilen lassen. 

Man erhält alsdann für die Kurven vierter und fünfter Ordnung fol- 
gende Singularitäten (vgl. 40. 41. 42), je nachdem z = « als Wurzel vor- 
kommt bei 


a) f(@,y) = 0 doppelt, f, (x, y) = 0 einfach, 
V=r+luz Hu +) +wW+- ++ --- 
Die Kurve verhält sich nach dem analytischen Dreieck im Ursprung wie 


“++ 2=0 
oder 


W+0 WW +G )=0. 


Der Ursprung ist somit ein Selbstberührungspunkt, der als Doppelpunkt 

zählt und erst bei Kurven von der vierten Ordnung an auftritt, Deter- 

mination des Selbstberührungspunkts nach den Werten von € (vgl. 52). 
b) Ra, y) = 0, fs(m, y) = 0 doppelt, 


++ N ++ +Ä)+--- 
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Annäherung: u + 2? = 0, welche zerfällt 
entweder in 


(u? + O2) (uw? — Oz) = 0 
oder in 


(u? + 402) (u? — iC2) = 0. 
Der Ursprung ist somit entweder eine „Oskulation“ oder ein isolierter 
Punkt Il. Art. 
e) %(&,y) = 0 doppelt, f,(#,9) = 0, u (z,y) = 0 einfach, 
=?+(ug ++) +W2 +. +Aä)+Wr+- +2). 
Annäherung: 


we + ur = 0 oder @+rz=0 
und 


wWwetf?—-0 oder “tz=0. 
Der Ursprung ist ein Selbstberührungspunkt der Kurve von der Art, wie 
die I. kubische und die konische Parabel sich im Scheitel berühren. Dieser 
Doppelpunkt ist erst bei Kurven fünfter Ordnung möglich. 
d) a(a,y)=0, fs(x,y) = 0 doppelt, f,(z,y) = 0 einfach, 
0=- + +N ++ Yet +) 
Annäherung: +=0 
d.h. die Kurve hat im Ursprung einen Rückkehrflachpunkt, von De Gua 
wie in 24. wohl auf Grund der Regel in 56. als mit zwei verschwindenden 
Wendepunkten behaftet, richtig aufgefafst und als rebroussement du 2° ordre 
bezeichnet, nicht zu verwechseln mit rebroussement de la 2° espece, der 
Schnabelspitze. 
e) Ra, 9) = 0, 13(&,y) = 0, fala, y) = 0 doppelt, 
Der Ursprung ist wie bei d) Rückkehrflachpunkt. 
Ey) ha) =0, Alay) = 0 doppelt, aber imaginär 
konjugiert: 
Der Ursprung ist ein isolierter Punkt I. Art und zugleich Flachpunkt 
für jeden seiner beiden imaginär konjugierten Zweige. 
g) fa (®, y)=0 dreifach, 
0=-+t + +++ +) 
Annäherung: “+0, 
Der Ursprung ist somit ein Spitzpunkt (Lemnisceros infiniment petit) mit 
drei zusammenfallenden Tangenten, zählt als dreifacher Punkt und kann 
erst bei Kurven vierter Ordnung auftreten. 
h) /,(2,y) = 0 dreifach, f,(#, 4) = 0 einfach, 
0=.+ ur + +) tr +). 


6* 
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Annäherung: 

+ uz= 0 oder u + g=0 
und 

ur ++ ?=0 dr, + 2?=0. 
Die Kurve hat im Ursprung einen Selbstberührungspunkt in der Art wie 
1. kubische und konische Parabel sich im Scheitel berühren (Fig. 55) (vgl. e). 

i) f,(@,y) = 0 dreifach, fx (#, 4) = 0 

doppelt, 
0er HN) +++) 
Annäherung: + #=0. 
Der Ursprung ist ein Wendespitzpunkt 
(Lemniseeros infiniment petit complique 
-——— #7 dinflexion), von De Gua wie in der in 
23. beschriebenen Weise richtig auf- 
gefalst. 

k) fa(@,y) = 0, f, (&,y) = 0 dreifach, 
0 +er) tw + +). 
+Y Annäherung: 

Fig. 55. "rent. 


Der Ursprung ist Wendespitzpunkt (vgl.i). 
l) %(&,4) = 0 doppelt, f,(&, y) = 0 einfach, 
0= Wut) ++ +N+W+-- +7?) 
Annäherung: 


“tue + u?=0 
oder 


“ru +0 
oder 


(+0, 2) +0,.2)=0 (vgl. a). 
m) f(&,y) = 0, f(x, y) = 0 doppelt, 
0=ur+ N ++ HH +- +). 
Annäherung: 
uw + u: —0 oder “+ 2°=0 (vgl. b). 
n) (a9) = 0, fı(&, 4) = 0 doppelt, aber imaginär konjugiert: 
Die Kurve geht mit einem reellen Zweig durch den Ursprung, letzterer ist 


zugleich ein isolierter Punkt mit zwei imaginär konjugierten Wendeparabel- 
zweigen. 


0) f(x.) = 0 dreifach, 
= ur +) ++. +). 
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Annäherung: 
tu 0 oder “re-ı). 


Der Ursprung ist ein Spitzpunkt mit einem weiteren schneidenden Zweig. 

p) f,(&,y)=0 vierfach, 

= :t+@W@+-.- +). 
rt. 
Der Ursprung ist ein Rückkehrspitzpunkt (point de triple pointe), von De 
Gua wie in 24. richtig aufgefafst. 

q) fu(z,y) = 0 doppelt; besteht noch eine zweite Doppelwurzel dieses 
Aggregats, dann können folgende Fälle eintreten: 

1) beide Doppelwurzeln imaginär konjugiert: Im Ursprung liegen zwei 
isolierte Punkt ]. Art, er ist also ein vierfacher isolierter Punkt. 

2) beide Doppelwurzeln reell: Zwei Rück- 
kehrpunkte oder Spitzen I. Art in Juxta- 
position (Fig. 56). 

r) f, (2,9) = 0 doppelt, die beiden andern 
Wurzeln des Aggregats: 

1) imaginär konjugiert: Spitze I. Art mit 
isoliertem Punkt 1. Art. 

2) reell und verschieden: Spitze I. Art 
mit Doppelpunkt in Juxtaposition d. h. zwei weiteren in verschiedener Rich- 
tung durch die Spitze gehenden Zweigen u. s. w. 


Annäherung: 


Fig. 56. 


59, Sucht man die bei diesen Untersuchungen erhaltenen Singularitäten 
durch das rein geometrische Verfahren der Koinzidenz der einzelnen Zweige 
des entsprechenden mehrfachen Punkts zur Anschauung zu bringen, so führt 
dies nur in zwei Fällen zum Ziel: 

a) wenn die mehrfachen Wurzeln des niedersten Äggregats nicht zu- 
gleich Wurzeln der nächst höheren Aggregate sind, 

b) wenn eine einfache Wurzel des niedersten Aggregats auch wieder 
nur als einfache Wurzel der nächst höheren Aggregats vorkommt, wenn 
also einfache Zweige mit Wende- bezw. Flachpunkten auftreten. 

In allen anderen Fällen ist ohne Zuhilfenahme des analytischen Drei- 
ecks die Art und Weise, wie diejenigen Zweige eines mehrfachen Punkts 
sich vereinigen, deren Tangenten zur Deckung gebracht werden, nicht zu 
beurteilen; z. B. ist 58, h aufzufassen als Sonderfall der Kurve (Fig. 57) 


9(,u) = (2 — uun)(e bu) — cu) +(@— au)g(su) +42 u)= (0, 


deren Äste, von welchen der eine gemäls 56. eine Wendetangente besitzt, 
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durch ihre Vereinigung (Fig. 58) im Falle a=b=c=0 eher die Be- 
rührung einer Spitze Il. Art denn einer solchen I. Art mit einer konischen 
Parabel zu erzeugen scheinen; ferner 58, i als Sonderfall der Kurve (Fig. 59) 
p (2, u) = (2 — au) (2 — bu) (2? — cu) 
+(2— au)(z — bu) y(2,u) +4 (,%) = 0 
mit einer einfachen und zwei Wendetangenten im Ursprung, durch deren 
Deckung eher die Entstehung eines Rückkehr bezw. Flachpunkts denn eines 


+y 
Fig. 517. Fig. 58. 


Fig. 59 


Wendespitzpunkts vermutet wird. Hier trifft den Entscheid einzig das analy- 
tische Dreieck bezw. die Newton’sche Regel, deren hohe Bedeutung für die 
Geometrie an dieser Stelle besonders einleuchtet. 


Mehrfache und singuläre Punkte der Kurven bis zur V. Ordnung. 


60, Im Anschlufs an 55. giebt De Gua erstmals eine auf die Kennt-, 
nis sämtlicher analytischer Kriterien gegründete Übersicht aller, zum gröfsten 
Teil bis dahin unbekannten, mehrfachen und singulären Punkte der Kurven 
bis zur fünften Ordnung einschliefslich. Sie ist im Folgenden um die von 
De Gua nicht aufgenommene Schnabelspitze vermehrt und lautet: 

Kurven II, Ordnung. 

1 einfacher Punkt: Gewöhnlicher Ovalpunkt (point ordinaire). 
Kurven ILI. Ordnung. 
2 einfache Punkte: 1. Gewöhnlicher Ovalpunkt. 
2. Wendepunkt (inflexion). 
Doppelpunkte: 1. Gewöhnlicher Doppelpunkt (noeud, point de croix). 
2. Spitze I. Art (point de rebroussement de la 1° espece). 
3. Isolierter Punkt I. Art (point conjugue de la 1° espece). 


Se 
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Der einzige mehrfache Punkt mit reellen zusammenfallenden Tangenten 


d. h. die einzige Singularität ist die Spitze I. Art oder der Rückkehrpunkt. 


Kurven IV. Ordnung. 


3 einfache Punkte: 1. Gewöhnlicher Punkt. 


2. Wendepunkt. 
3. Flachpunkt (point de serpentement.). 


10 Doppelpunkte: 


or 


16 


Die drei Doppelpunkte der Kurven dritter Ordnung. 
. Doppelpunkt mit einer Wendetangente (noeud complique d’inflexion). 
. Doppelpunkt mit zwei Wendetangenten. 
. Isolierter Punkt I. Art mit zwei imag. konj. Wendetangenten. 
. Parabolische Selbstberührung von aufsen (Oskulation). 
. Desgleichen von innen (Embrassement). 
. Isolierter Punkt II. Art mit zwei konj. parabolischen Zweigen. 
10. Spitze II. Art oder Schnabelspitze (point de rebroussement de la 
2° espece). 
dreifache Punkte: 
1. Gewöhnlicher dreifacher Punkt (point triple ordinaire). 
2. Spitze I. Art mit einem hindurchgehenden Zweig in anderer Richtung. 
3. Isolierter Punkt I. Art auf einem gewöhnlichen Kurvenzweig. 
4. Spitzpunkt (Lemnisceros infiniment petit). 


> RN m 


Singularitäten: 
5 Doppelpunkte: Spitze I. und II. Art, Oskulation, Embrassement und 
isolierter Punkt LI. Art. 
1 Dreifacher Punkt mit zwei zusammenfallenden Tangenten: 2.. 
1 Dreifacher Punkt mit drei zusammenfallenden Tangenten: 4. 
Kurven V. Ordnung. 
einfache Punkte: 
Aufser denjenigen der Kurven IV. Ordnung noch 
5. Wendeflachpunkt (point de serpentement complique d’intlexion). 
Doppelpunkte: 
Aufser denen der Kurven IV. Ordnung noch 
11. Doppelpunkt mit einer Flachpunktstangente (noeud complique de 
serpentement;). 
12. Doppelpunkt mit zwei Flachpunktstangenten. 
13. Isolierter Punkt I. Art mit zwei imag. konj. Flachpunktstangenten. 
14. Doppelpunkt mit einer Flachpunkts- und einer Wendetangente. 
15. Rückkehrflachpunkt (rebroussement du 2° ordre). 
16. Berührung einer konischen und einer I. kubischen Parabel. 
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21 dreifache Punkte: 


Aufser denen der Kurven IV. Ordnung 
5. Dreifacher Punkt mit einer Wendetangente. 
6. Dreifacher Punkt mit zwei Wendetangenten. 
7. Dreifacher Punkt mit drei Wendetangenten. 
8. Spitze I. Art mit Wendezweig in anderer Richtung. 
9. Isolierter Punkt I. Art mit reeller Wendetangente und zwei konj. 
gewöhnlichen Tangenten. 
10. Isol. Punkt I. Art mit zwei konj. Wendetangenten und einer reellen 
gewöhnlichen Tangente. 
11. Isolierter Punkt I. Art mit zwei konjugierten und einer reellen 
Wendetangente. 
12. Parabolische Selbstberührung von aufsen (Oskulation) mit weiterem 
einfachen Zweig in anderer Richtung, desgleichen bei 
13. Parabolischer Selbstberührung von innen (Embrassement). 
14. Oskulation mit einem Wendezweig in anderer Richtung. 
15. Embrassement mit einem Wendezweig in anderer Richtung. 
16. Isolierter Punkt II. Art auf einem gewöhnlichen Zweig. 
7. Isolierter Punkt If. Art mit Wendezweig. 
18. Berührung von Spitze I. Art mit konischer Parabel. 
19. Spitze II. Art mit weiterem einfachen Zweig in anderer Richtung. 
20. Spitze II. Art mit Wendezweig in anderer Richtung. 
21. Wendespitzpunkt (Lemnisceros infiniment petit complique d’inflexion). 
8 vierfache Punkte: 


1. Gewöhnlicher vierfacher Punkt (point quadruple). 

2. Spitzpunkt mit weiterem Zweig in anderer Richtung, ein schein- 
harer gewöhnlicher Doppelpunkt. 

3. Doppelpunkt mit Spitze I. Art in Juxtaposition. 

4. Doppelpunkt mit isoliertem Punkt I. Art. 

5. Spitze I. Art mit isoliertem Punkt 1. Art. 

6. Zwei Spitzen I. Art in Juxtaposition. 

7. Zwei isolierte Punkte I. Art mit verschiedenen Richtungen, ein sog. 
vierfacher isolierter Punkt I, Art: 


(2? + a?y?) (x? + b?y?) = (), 


8. Zwei isolierte Punkte I. Art mit zusammenfallenden Richtungen, ein 
sog. vierfacher Punkt II. Art: 
(&* -r a?y?)” =(). 
9) Rückkehrspitzpunkt (point de triple pointe). 


Allgemeine analytische Theorie der algebraischen Kurven. 89 


28 Singularitäten: 
7 Doppelpunkte: 

Aufser denen der Kurven IV. Ordnung noch 15. und 16. 
dreifache Punkte mit zwei zusammenfallenden Tangenten: 
Spitze I. Art mit gewöhnlichem Zweig, ferner 8. 12—17. 19. u. 20. 
3 dreifache Punkte mit drei zusammenfallenden Tangenten: 

Spitzpunkt, ferner 18. und 21. 

Vierfache Punkte: 
5 mit zwei zusammenfallenden Tangenten: 3. 4. 5. 6. 7. 
IL. WEM. ar ee ee 
2 DIE NIOR 12 ee er a EB SUNG 9 


ic 


Dr 


Die Anzahl der hier aufgezählten Arten von Punkten weicht, abgesehen 
von der Schnabelspitze und ihren Kombinationen, von derjenigen, die De 
Gua angiebt, nur insofern ab, als dieser mehrere aus einer Gleichung sich 
ergebende Punkte, wie z. B. die äufsere und innere parabolische Selbst- 
berührung u, a. zu einer Spezies zusammenfalst. 


Bedingungen für die Existenz ausgezeichneter Punkte der all- 
gemeinen Kurven nter Ordnung im Ursprung und im Unendlichen. 


61. Auf Grund der seitherigen Untersuchungen sind nunmehr nach De 
Gua sämtliche Mittel gegeben, die umgekehrte Aufgabe zu lösen, die Frage 
nach den Bedingungen zwischen den Koeffizienten einer geg. Gleichung, 
damit die durch diese Gleichung dargestellte Kurve im Ursprung oder im 
Unendlichen ein vorgeschriebenes Verhalten aufweist. 

a) Im Ursprung: Soll z. B. die vorliegende Kurve 


e)sıutheWth@W)+: +,@y)=0 
einen Spitzpunkt daselbst besitzen, so müssen gemäfs 58, g aulser dem kon- 
stanten Glied sämtliche Koeffizienten der beiden niedersten Aggregate einzeln 
verschwinden, zu diesen 6 Bedingungen 
a=(, fi (, 2) => 0; f.(&, y) = Ü 
treten noch, damit f;(&,y) = 0 eine dreifache Wurzel besitzt, die beiden 
Diskriminanten aus 
h(a,y)=0, fl (@&,9)=0, fi (8; y)=0 
also insgesamt acht Bedingungen. 


b) Im Unendlichen: Soll sieh daselbst die Kurve z. B. verhalten wie 
die Parabel des Descartes (vgl. 42, m), so sind die beiden Diskriminanten aus 


nat, Awmy)=-0, Kay)-—o0 
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nebst ‘der Resultante von 
[2:18 y)=0, BC Yy) == () 


und der Bedingung, die man erhält, wenn man die gemeinschaftliche Wurzel 
der beiden letzten Gleichungen, die sich bekanntlich aus dem letzten Divisor 
des De Gua’schen Kettenbruchverfahrens ergiebt, in 


Mn\#, y) en 
einsetzt, die für die Existenz des vorgeschriebenen Verlaufs der Kurve im 


Unendlichen notwendigen und hinreichenden vier Bedingungen u. s. w. (vgl. 
auch 48.). 


Analogie zwischen den Kurvenzweigen im Ursprung und im 
Unendlichen. 


62. Die Erkenntnis, dals die höchsten Terme bezw. Aggregate der 
nach fallenden Potenzen der Veränderlichen geordneten Kurvengleichung die 
unendlich fernen Punkte, die niedersten die Punkte im Ursprung charakteri- 
sieren, veranlafst De Gua, die Beziehungen zwischen beiden Arten von 
Punkten näher zu untersuchen. 

Das Verhalten einer Kurve im Ursprung kann mit dem Verhalten einer 
anderen in einem durch seine Richtung gegebenen unendlich fernen Punkt 
nur unter genau denselben analytischen Voraussetzungen verglichen werden. 
Den eindeutig durch das Aggregat niederster Ordnung bestimmten Ursprungs- 
tangenten müssen daher festliegende Asymptoten entsprechen und da letztere 
am einfachsten durch den höchsten Term der nach fallenden Potenzen der 
Ordinate geordneten Kurvengleichung angegeben werden, wenn die Gleichung 
der Kurve auf ein schiefwinkliges Koordinatensystem bezogen ist, in welchem 
die Ordinatenaxe in die jeweilige Richtung der Asymptoten drehbar ist, so 
mufs, wenn einem Äfachen Punkt der Kurve (T) kAsymptoten einer 
Kurve (II) derselben Ordnung entsprechen sollen, das niederste Aggregat 
in (IT) mit dem höchsten Term in (IT) vom selben Grad %k sein, die Glei- 
chungen der beiden Kurven haben somit die Form: 


(D) wehrte Nt try) 
+ lb +b_,yirct +byanı + ba) = 0 
(IT) ve) tat Hr ++ 


er Pr+1 (2) tee + ge 7 Pu-1 (2) u + P„ (z) = (0. 
Da sich in beiden Systemen die Ordinatenaxen x = 0 bezw. 2= 0 ent- 
sprechen, so tritt für d, = 0 im einen System der Wert a,= 0 im andern, 


es entsprechen sich somit die Koeffizienten der höchsten Potenzen = des 
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niedersten Aggregats in (I) und diejenigen der niedersten Potenzen des 
höchsten Terms in (II), insbesondere wird 


für D, = 0 entsprechend a, = 0 
oder 


für ya0: «+ +. g=c 
m. a. W.: Der Ordinaten- bezw. Abseissenaxe als Ursprungstangente in (T) 
entspricht in (IT) eine Asymptote durch den Ursprung bezw. im Unend- 
lichen mit hyperbolischen bezw. parabolischen Ästen. Analog zeigt sich: 
a) Haben, den Bedingungen eines Wendepunkts der Kurve (I) im Ur- 
sprung entsprechend, die höchsten Terme 9,(2)=0 und 9,,,()=0 in 
(II) eine gemeinschaftliche Wurzel 2 = 0, lautet also (IT): 
(I) rt etrlrih Ha)urnnt 
+ (rt? +. ++ 1)... 
so verhält sich die Kurve (II) in der Richtung der U-Axe wie 
(II) ur. tun 0 oder wz+l=0 
d. h. wie die auf ein und derselben Seite der U-Axe nach entgegengesetzten 
Richtungen verlaufenden Zweige der kubischen Hyperbel und da dieser Ver- 
lauf der Äste aus demjenigen, durch welchen der gewöhnliche unendlich 
ferne Punkt der konischen Hyperbel charakterisiert wird, nur so zu er- 
klären ist, dafs ein Zweig der letzteren die Asymptote überschritten hat, so 
ist der dem Wendepunkt des Ursprungs (I) entsprechende unendlich ferne 
Punkt in (II) ebenfalls als Wendepunkt zu bezeichnen. Ist insbesondere die 
Abseissenaxe in (I) Wendetangente, fehlen also die konstanten Glieder in 
fi (*) =( und fir (2) = (0), so sind entsprechend die höchsten Potenzen 
in 9,(2)=0 und 9,,,(2) = 0 gleich Null zu setzen, (II) lautet daher 
(Ha) 0 (it dert un 
+ (Ar? 4. Hurt. 
und verhält sich in der Richtung der U-Axe wie 
(IIla) weh. Al Loami-2.5+2 0 oder + ?=0 
d.h. wie die unendlich fernen Äste der II. kubischen Parabel. Diesen Ver- 
lauf der Aste erhält man, wenn die Asymptote des hyperbolischen Wende- 
punkts schlielslich ins Unendliche rückt, der unendlich ferne Punkt von 
(II) ist somit als parabolischer Wendepunkt zu bezeichnen. 
b) Ist der Ursprung von (II) ein Flachpunkt, so mufs 2=0 auch 
noch Wurzel von Q,,5(2) = 0 werden, daher 
(MM) 0-(*t+.. +) Wet Herten 
+ Ar er ur 
(II) 7 a Be 7 Ye oder wWz+1=0. 
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Die Äste verlaufen somit in der Richtung der U-Axe wieder wie beim 
gewöhnlichen hyperbolischen Punkt, nur mit stärkerer Annäherung, ganz 
entsprechend wie der Flachpunkt, abgesehen vom Grad der Krümmung, sich 
vom gewöhnlichen endlichen Punkt nicht uuterscheidet. 

Ist wieder in (I) die Abscissenaxe Flachpunktstangente, so lautet (IT) 
entsprechend 
(Ha) (tr rt wer 

+ (Fri +..+ Dur, (+8 ie. + 1) ur 3 +.» 
(Ma) rk. uni. 0 oder Wrt=0 


d. h. die Kurve verläuft in der Richtung der U-Axe wie die Spitzpunkts- 
parabel, also, vom Grad der Krümmung abgesehen, in derselben Art wie 
die Zweige der konischen Parabel. 

Der unendlich ferne Punkt ist somit in beiden Fällen als Flachpunkt 
zu bezeichnen. 

c) Den Bedingungen einer Spitze I. Art im Ursprung der Kurve (I) 
entsprechend hat der höchste Term in (IT) die Doppelwurzel z= 0, daher 


(IT) = (2* —..+ 2?) grmk Be (Ar! +..4 1)ur-t-1 a 


Annäherung: 
(IT) wk.2- W100 ode w+l=0. 


Die Äste erstrecken sich somit zu beiden Seiten der U-Axe in der- 
selben Richtung, also einer unendlich fernen Spitze I. Art zu. 
Wenn die Abseissenaxe Rückkehrtangente in (IT) ist, so lautet (II) 


(Da) 0=-(H’+F +... Nett lernten. 
Annäherung: 


(IIa) wid guckt. drin 0 ddr ur —=0. 


Die Äste verlaufen somit in der Richtung der T-Axe nach Art der 
I. kubischen Parabel, der unendlich ferne Punkt ist sonach eine parabolische 
Spitze I. Art, da, verglichen mit dem parabolischen Wendepunkt a), der 
zweite Ast aus der entgegengesetzten Richtung wie dort sich der unendlich 
fernen Asymptote nähert, u. 8. w. 

Setzt man diese Betrachtungen fort, so bestätigt sich durchweg der 

Satz: Dieselben Kriterien, welche die verschiedenen einfachen, mehr- 
fachen und singulären Punkte im Ursprung, überhaupt im Endlichen, 
charakterisieren, charakterisieren auch die unendlich fernen hyperbolischen 
und parabolischen Punkte als ebensolche einfache, mehrfache und singuläre 
Punkte, nur beziehen sich jene Kriterien im ersten Fall auf die niedersten 
Aggregate, im letzten Fall auf die höchsten Terme der Kurvengleichung. 
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Für die Beurteilung gleichartiger endlicher und unendlich ferner Punkte 
besteht somit merkwürdigerweise eine Wechselbeziehung zwischen Aggregaten 
und Termen, d. h. zwischen ungleichartigen Ausdrücken bezüglich der Ord- 
nung der Kurvengleichung nach ihren Variabeln. 


63. Um somit die Singularität einer Kurve im Ursprung ins Unend- 
liche zu verlegen, ist algebraisch die Aufgabe zu lösen, die Gleichung der 
Kurve so umzuformen, dafs die höchsten Aggregate zu niedersten Termen 
werden und umgekehrt. Dies erreicht De Gua durch die Transformation 


ı Ms 
womit z. B. die Gleichung dritten Grads 


N) f(a,y) = 2 


VERS NLNSER, 


bs Pi N L 


übergeht in 


(u) 


welche Gleichung auf das analytische Dreieck gelegt zeigt, dals letzteres in 
Bezug auf (T) eine Drehung erlitten hat, indem die Ecken a und 2 sich 
vertauscht haben (vgl. 12.), und dafs dadurch die horizontalen Reihen in (I), 
welche die Aggregate darstellen, zu linksseitigen Parallelreihen geworden 
sind, welche die Terme angeben, genauer: Gleichung (II) hat nach Aggre- 
gaten (z, u) geordnet die niedersten Terme (y) zu höchsten Aggregaten, 
nach 2 geordnet die höchsten Aggregate («,%) zu niedersten Termen (w) 
und nach « geordnet die Terme der nach % geordneten Gleichung (TI) in 
derselben Folge zu Termen, nnr dafs die höheren Glieder dieser Terme (T) 
die niederen Glieder der entsprechenden Terme (II) bilden, so dafs hyper- 
bolische Zweige von (T), die in der Richtung der Ordinatenaxe verlaufen, 
in parabolische Zweige von (II) mit derselben Richtung übergehen und um- 
gekehrt. 
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64. Aber auch geometrisch findet De Gua eine Erklärung für die oben 
ausgesprochene Übereinstimmung endlicher und unendlich ferner Punkte, auf 
Grund der von Newton erstmals aufgefundenen Methode der Erzeugung der 
Kurven durch Abbildung (Genesis curvarum per umbras, vgl. 12.) und es 
gelingt ihm, die algebraische Transformation durch perspektive Betrach- 
tungen, wie folgt, zu interpretieren (Fig. 60): 

Legt man durch einen bel. Punkt $, das sog. Projektionszentrum, die 
Parallelebenen zur Ebene & der geg. Kurve und zur Projektionsebene ®, 
auf welche die geg. 
Kurve durch Strahlen 
von 5 aus abgebildet 
werden soll, so schneiden 
diese Ebenen die geg. 
Ebenen ® und & nach 
zwei zur Schnittgeraden 
letzterer parallelen Ge- 
raden g und f, von 
welchen erstere das Bild 
Fig. &0. der unendlich fernen 


Geraden in 3, letztere 
dasjenige der unendlich fernen Geraden von ® darstellt. Wählt man daher 


den Ursprung der geg. Kurve auf f, etwa als den Fulspunkt des von 8 
auf f gefällten Lotes SO = p, nimmt man ferner die Gerade f zur Ordi- 
natenaxe, die Projektion von p auf & zur Abscissenaxe und entsprechend 
in der Bildebene ® die Gerade g zur U- und die Projektion der X-Axe 
zur Z-Axe, so bildet sich der Ursprung O0 der geg. Kurve als unendlich 
ferner Punkt der Kurve ® und jeder ihrer unendlich fernen Punkte als 
Punkt der Ordinatenaxe U ab und es ist, wenn der projizierende Strahl SP 
des Kurvenpunkts P die Bildebene in P’ trifit, die Ordinate PB=y 
parallel der Ordinate P’B’= u des Bildpunkts P’. Daher, wenn $M =y 
die Entfernung des Projektionsmittelpunkts von der U-Axe bezw. vom Ur- 
sprung M der Projektionskurve bezeichnet, 


BO SO 
aus ASBOwADBB': BD"Dr 
woraus 
BO _ 80 jr BO _ 80 
= BOrBD SorDr "“@ Do”TME 
Ah; 
® i 
(1) n u z oder o=pg4.— 
Ä | N BP SB 0B so 
aus ASBPwASPP': 3 ee EL 


EPTSE”0D MR 


oder 


(2) a —- P oder Y zn » ” ie 


Hiermit beweist De Gua erstmals, wenn auch zunächst noch in einem 
Sonderfall, dafs lineare Transformation und projektive Abbildung identisch 
sind d.h. dafs die Überführung der Gleichung eimer Kurve durch lineare 
Transformation in eine andere Form gleichbedeutend ist mit der Abbildung 
der Kurve durch Zentralperspektive in eine andere Ebene des Raums. Da 
diese Art der Abbildung eindeutig ist d. h. da jedem Punkt der ursprüng- 
lichen Kurve auch nur ein einziger Punkt des Bildes zugeordnet ist und 
somit die Zahl der Schnittpunkte einer Kurve und einer Geraden auch in 
der Abbildung erhalten bleibt, so ändern sich die projektiven Eigenschaften 
der Kurven d. h. diejenigen, die durch Projektion nicht verloren gehen, also 
insbesondere die Eigenschaften der mehrfachen und singulären Punkte sowie 
die Ordnung der Kurve auch durch lineare Transformation nicht; nicht zu 
den projektiven Eigenschaften dagegen gehört die Mittelpunktseigenschaft 
(vgl. 30.), die somit auch durch lineare Transformation (wo im allgemeinen 
nur Doppelverhältnisse, nicht aber einfache übertragen werden) verloren 
geht ebenso wie die ursprüngliche Lage des Koordinatensystems. Zugleich 
folgt, dafs zwei durch lineare Transformation auf einander bezogene Kurven 
stets im Raum in zentralperspektive Lage gebracht werden können. 


65. Auf Grund dieser Ergebnisse ersetzt De Gua behufs Untersuchung 
des Verlaufs der Zweige unendlich ferner mehrfacher und singulärer Punkte 
die ursprünglich angewandte lineare Transformation (vgl. 63. bezw. 62.) 
durch das bequemere Hilfsmittel der projektiven Abbildung. Den Schritt 
zur Einführung homogener Koordinaten, die für diese Untersuchungen ein 
noch einfacheres Hilfsmittel abgegeben hätten, macht De Gua nicht, obwohl 
einerseits die Betrachtung des analytischen Dreiecks wegen der Vertauschung 
zweier Dreiecksseiten (vgl. 63, I und II) zur Einführung der dritten Seite 
des Dreiecks als neuer Koordinatenaxe, also auch zur Einführung einer 
dritten Variabeln, Veranlassung bieten, andererseits das bei linearer Trans- 
formation stattfindende Auftreten gleicher Nenner, durch deren Fortschaffung 
sogar zuvor konstante Glieder mit Variabeln behaftet werden, den Gedanken 


der Einführung eines Proportionalitätsfaktors d. h. einer dritten Variabeln 
nahe legen konnte (vgl. 12.). 


66. Beachtet man, dafs jeder Punkt eines Quadranten der Ebene & 
sich eindeutig in den entsprechenden Quadranten der Projektionsebene ® ab- 
bildet und dals gemäls dem Hauptgesetz der Zentralperspektive ent- 
sprechende Geraden beider Ebenen sich in der Schnittgeraden letzterer treffen, 
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dafs ferner jeder Zweig der Kurve &, wenn er die Ordinatenaxe f schneidet, 
sich abbildet mit der Projektion der in jenem Schnittpunkt an den Zweig 
Z gezogenen Tangente als Asymptote, welch letztere, falls der Zweig & die 
Ördinatenaxe selbst berührt, ins Unendliche rückt und den Verlauf der Bild- 
kurve parabolisch gestaltet, so ergeben sich durch Projektion der auf f an- 
genommenen mehrfachen und singulären Punkte die in 62. analytisch defi- 
nierten Gestalten der Zweige der entsprechend gleichbenannten unendlich 
fernen hyperbolischen und parabolischen Punkte, abgesehen vom Grad der 
Krümmung, wie folgt, wenn 


a) Die Ordinatenaxe / nicht Tangente in 2: 


. Hyperbolische gewöhnliche Punkte: Ovalpunkt, Flach-, Spitzpunkt (vgl. 22.) 


mit Ästen nach Art der konischen Hyperbel. 


. Hyperbolische Wendepunkte: Wende-, Wendeflach-, Wendespitzpunkt 


(vgl. 23.) mit Ästen nach Art der kubischen Hyperbel auf derselben Seite 
der Asymptote (Abseissenaxe) nach entgegengesetzten Richtungen. 


. Hyperbolische Rückkehrpunkte: Spitze I. Art, Rückkehrflach-, Rückkehr- 


spitzpunkt (vgl. 24.) mit Ästen nach Art der kubischen Hyperbel auf 


verschiedenen Seiten der Asymptote (Ordinatenaxe) nach derselben Rich- 
tung. 


. Hyperbolische mehrfache Punkte: Ein System von ebensoviel parallelen ge- 


trennten bezw. zusammenfallenden Asymptoten als die Vielfachheit angiebt 
mit ebensoviel hyperbolischen gewöhnlichen Punkten, Wende- und Rückkehr- 
punkten als der entsprechende endliche mehrfache Punkt derartige Zweige 
besitzt, z. B. besteht die hyperbolische Oskulation (vgl. 52.) aus vier 


beiderseitig den Enden einer Asymp- 


tote zustrebenden Ästen (Fig. 61) und 
kann daher ebensowohl durch Ver- 
einigung zweier hyperbolischer Spitzen 


IL. Art als zweier hyperbolischer 
Wendepunkte entstanden gedacht wer- 


den, das hyperbolische Embrassement 
ist dargestellt durch zwei Paare hyper- 
bolischer Zweige, die auf entgegen- 


Fig. 61. Fig. 82. Yig. 05, gesetzten Seiten einer Asymptote ent- 


5. 


gegengesetzten Richtungen zustreben 
(Fig. 62), während ein solches Paar allein die hyperbolische Schnabel- 
spitze darstellen würde (Fig. 63). 


Hyperbolische isolierte Punkte: Ein System paralleler Asymptoten in ima- 
ginärer Entfernung vom Ursprung u. s. f. 
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b) Die Ordinatenaxe f ist Tangente in 2: 
Parabolische gewöhnliche Punkte: Äste wie bei der konischen Parabel. 
2. Parabolische Wendepunkte: Äste wie bei der II. kubischen Parabel. 
3. Parabolische Rückkehrpunkte: Äste wie bei der I. kubischen Parabel. 
4. Parabolische Oskulation bezw. Embrassement: Vier Äste nach Art zweier 
sich die konvexe Scheitelseite zukehrender bezw. zweier parallel ge- 
stellter konischer Parabeln (Fig. 64, 65) u. =. f. 


e) Liegt umgekehrt auf der Ördinatenaxe f ein hyperbolischer bezw. 


/ 


ji 
= ——rX 
ns 
\ / 
+X 
+yY 
Fig. 64, Fie. 65. 


parabolischer Punkt, so projiziert sich dieser auf die Bildebene als der ent- 
sprechende parabolische bezw. hyperbolische Punkt u. s. w. 

67. De Gua hat somit erstmals gemäfs den Ausführungen 62. bis 66. 
die streng analytisch und synthetisch begründete heutige Auffassung der 
Identität der unendlich fernen und der endlichen Punkte d. h. dals die un- 
endlich fernen Äste einer algebraischen Kurve stets paarweise auftreten und 
sich in den unendlich fernen Punkten genau in derselben Weise vereinigen 
wie die in einem endlichen Punkt zusammentreffenden Teile eines Zweigs. 
Diese ganz hervorragende Leistung, durch welche De Gua die bis dahin 
bestandene Ausnahmestellung der unendlich fernen Punkte beseitigt, be- 
reichert er noch um zwei auf die gestaltlichen Eigenschaften der Kurven 
dritter Ordnung bezügliche interessante Anwendungen der projektiven Ab- 
bildung, welches Verfahren sich ihm als ein ausgezeichnetes Mittel dar- 
bietet, Eigenschaften einer Kurve aus dem Unendlichen ins Endliche und 
umgekehrt zu- übertragen: De Gua giebt den ersten rein synthetischen Be- 
weis der Newton’schen Genesis eurvarım tertii ordinis per umbras und ent- 
deckt den klassischen Satz über die Wendepunkte der Kurven dritter Ordnung. 


- 


Sauerbeck, Gua de Maives, i 
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Abbildung der Kurven dritter Ordnung nach De Gua. 


68. Untersucht man die von Newton aufgestellten Figuren der Kurven 
dritter Ordnung auf ihre Wendepunkte, so zeigt sich, dafs mit Ausnahme 
zweier der fünf divergenten kubischen Parabeln, nämlich der Spitze I. Art 
und des Folium des Descartes, sämtliche Arten dieser Kurven, falls sie 
nicht einen Wendepunkt im Endlichen besitzen, als Ersatz hierfür einen 
hyperbolischen Punkt aufweisen, dessen Äste auf derselben Seite der Asymp- 
tote nach entgegengesetzten Richtungen verlaufen, d. h. einen hyperbolischen 
Wendepunkt, von Newton noch als „branches hyperboliques a diamädtres“ 
bezeichnet (vgl. 29), da die Parallelsehnen zur Asymptote die Kurven nur 
noch in zwei Punkten schneiden, der zugehörige Durchmesser sich somit 
wie bei den Kegelschnitten bestimmt. Nimmt man also, da die fünf diver- 
genten Parabeln die einzigen Kurven dritter Ordnung sind, die parabolische 
Wendepunkte besitzen, die Ordinatenaxe f (Fig. 60) zur Wendeasymptote 
bezw. Wendetangente der abzubildenden Kurven, so entsteht durch Pro- 
jektion stets eine der fünf divergenten Parabeln, umgekehrt erzeugen letztere 
durch ihre Projektion sämtliche Kurven dritter Ordnung. 


Satz von De Gua über die Wendepunkte der Kurven dritter Ordnung. 


69. Auf Grund des Newton’schen Satzes: Hat eine Kurve dritter Ord- 
nung zwei Wendasymptoten, so mufs sie noch eine dritte haben (vgl. 29), 
ergiebt sich durch zentralprojektive Abbildung der diese drei unendlich fernen 
hyperbolischen Wendepunkte verbindenden unendlich fernen Geraden ins End- 
liche (Fig. 60) der 

Satz von De Gua: Hat eine Kurve dritter Ordnung zwei Wendepunkte 
im Endlichen, so besitzt sie stets noch einen dritten, der mit den beiden 
ersten auf einer (reraden liegt. 


70. Aufser diesem synthetischen Beweis findet sich Usages, pag. 314, 
ein analytischer 


Erster Beweis von De Gua (1740): 

Wählt man den einen der drei Wendepunkte zum Ursprung und die 
ihn mit dem zweiten Wendepunkt (0, a) verbindende Gerade zur Ordinaten- 
axe Y, so trifft diese die Kurve dritter Ordnung noch in einem dritten 
Punkt (0, b) und die Gleichung der Kurve lautet demnach für x = 0 


w-a)y-b)EyP—la+b)”+aby=0. 
Ist somit ec? der Koeffizient des linearen Gliedes in «, also aby — c?x das 


niederste Aggregat der nach beiden Variabeln geordneten Kurvengleichung, so 
mufs, da der Ursprung Wendepunkt sein soll, die aus diesem Aggregat sich 
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ergebende Wurzel y = - ur Faktor des nächst höheren Aggregats der Kurven- 
gleichung sein (vgl. 56); letzteres lautet daher, wenn wegen des Koeffizienten 
(a+ b) von 4° der andere lineare Faktor zu (a-+ b)y — rx genommen wird 


(la + Hy) (ya) (rl N 1 a 


und da die Koeffizienten des höchsten Aggregats bis auf denjenigen von 9°, 
der zu 1 angenommen wurde, beliebig gewählt werden können, so hat die 


Gleichung der Kurve dritter Ordnung mit einem Wendepunkt im Ursprung 
die Form 


Md) Fand’ tftt+geyt+hr— (a tb? + (r + ar» =) xy 
ve" „2 2 
zu 2 +aby— dxr=d0. 


Soll der Schnittpunkt (0, @) der Kurve mit der Y-Axe ebenfalls Wende- 
punkt sein, so ist die Bedingung hierfür, dals die beiden niedersten Aggre- 
gate der in diesen Punkt als Ursprung transformierten Kurvengleichung eine 
gemeinschaftliche Wurzel haben. Nach dem Taylor’schen Satz erhält man, 
indem man x konstant und y veränderlich, also de=0 und dy=«a nimmt, 
die transformierte Gleichung in der FOmDN 


1 0° I I 

(2) f(x, y+dy)=f(z, +2 4 Ay Eier n a dy® +57 a (2%), 
wo . 

eb :Ma+b)u+(r+° et N r+ 3? +2 fay+ ga? 

ae -_ - %a+b) +64 -+2fr 

ei er 

ey? 
somit 


8 2 

Fa, y) = aby— er —(a+b)? + (r er “ xy — 1 «? 

+yP’+fay + gay hat 

+a?b—2ala+bjy+ta (r + - Ze ei „) z+3ay+2afxy-+ age? 

+afc +3ay —(a+b)a’+a, 
oder nach Aggregaten geordnet 
a 3 

2) Fan) = (@-ad)y+ (er e+alr+ er a) r 


+ 2a —b)y’+ (+ 2af+- Sat) x2y-+ (a, — z) x” 


ab 
+4’+fay +gary + he? 
und daher nach der Methode der Stafielrechnung: 
7* 


100 II. Abschnitt. 


ef )V 
(a? — ab)y + (ar —A+a (r an or 2)\ x geht in 


ab 
Br ent ee ana teen 
ler tale) Er 
Veran 9 (are t fer 9) Ja0+ (ao 25)2° 
a 


. (af — +4 (r +- a a DO) a8 x 


somit der Rest 


(4) a9, lr Br tel (a f—e+alr +) 


a—ab ab 


[er—e&+a(r+° <9)]- =( 


ab 
die Bedingung, dafs der Schnittpunkt (0, a) der Kurve (1) mit der Y-Axe 
Wendepunkt ist. Formt man die Klammerfaktoren in (4) um, so findet man 
oo. )-— @— ab +) Haflr+df) 
ab(a—b) 
| a LE nd 
: b 


und (4) geht über in 
en an 


ab "ala—bh bla — b\ 
= (@?b’g — ber)(a— bi + [cla — ab +) +ab(r + y 1 
-[® +b(r+af)] 
= 1?b’(a— b)?g 
— (a — bdr — (bf+r)a®b—(af+r)(a —ab+°)b] 
+ Ha? — ab +) +ab’(af+r)(bf-+ r) 
(Aa) O0= atb!(ga — bE +tuftnbf+n) 
+ -ablaf+na+bf+nd) + dla —ab +2). 
Da diese Bedingungsgleichung für den Wendepunkt (0, a) sieh nicht 
ändert, wenn a mit 5 vertauscht wird, so hätte man (4a) auch erhalten, 
wenn man Gleichung (1) statt nach (O, a) nach (0, b) transformiert und für 
letzteren Punkt die Bedingung des Wendepunkts aufgestellt hätte, d. h. auch 


der dritte Schnittpunkt der Ördinatenaxe und der Kurve ist ein Wende- 
punkt q. e. d. 


Sonderfälle: Liegt der dritte Schnittpunkt (0, b) im Unendlichen, so 
fehlt die höchste Potenz y° in der Gleichung der Kurve dritter Ordnung, 
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letztere kann daher in diesem Fall für 2=0 in der Form genommen werden 
—ay-ayz—ayf+ay-=d. 

Ist ce? der Koeffizient des linearen Gliedes x, so mufs wieder, weil der Ur- 

sprung Wendepunkt sein soll, die Wurzel v-. x des niedersten Aggregats 


Faktor des nächst höheren sein; ist daher der andere lineare Faktor ay— rer, 
so lautet das Aggregat der Glieder zweiter Dimension 


— (ay—rx) (Y _ z x) af? + (r = ) zy — — x?, 
dann bestehen noch zwei Möglichkeiten, entweder der unendlich ferne Schnitt- 
punkt ist parabolischer oder er ist hyperbolischer Art: 

Erster Fall: Wird das Aggregat der Glieder dritter Dimension zu 
fay? + ga®y + ha? genommen, so folgt, da der Term fe —a=0 der 
höchsten Potenz 4? der nach fallenden Potenzen von 4 geordneten Kurven- 
gleichung die zur Ördinatenaxe parallele Asymptote x = : ergiebt, letztere 


aber für diesen Fall ins Unendliche rückt, dals f= 0, d.h. dafs das Glied 
fzy? in der Gleichung der Kurve fehlt. Diese lautet daher 


(1a) f(x, Yy) = gay h2?— ay® _ (r + 


woraus, wenn wieder in den Schnittpunkt (0, a) transformiert wird, 


e* 


3 
Te 
2 2 4, 
-I2y— —:r +a 7 — 2 
-) J a? y g z 


= ge’ — 20y + (r + “) + a 

= — 2a 

und somit die transformierte Gleichung 

(23) Fiay)=gery+n’—ay+ (r + n) xy+ (au _ 5) —aytarı=t, 


woraus die Bedingung, dafs dieser neue Ursprung (0, «) Wendepunkt ist, 
mittels der Staffelrechnung 


l ce? re? a 
— ady+t ars — a + (r + —)as nn (as = =) | 
|-ay’+r-ay | 


1 e° 
Ze 


7 a 


‘ ve e 
CUY + (as u =) FR 


d 

e? “ eiy s 
ns YH— oe > 
a ”Y a? 


als Rest: ag®=0 d.h 9=0, 


hiermit geht (1a) über in 


“n i e? 
(1#) V=har—ay+ (r + —) xy — 


rc’ . P 
zZ "+ay— da=0 
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Die Kurve verhält sich also im Unendlichen, gemäfs dem analytischen Drei- 
eck, wie die zweite kubische Parabel 
ha? — af=0, 


sie hat also im unendlich fernen Punkt der Y-Axe einen parabolischen Wende- 
punkt q. e. d. 


Zweiter Fall: Transformiert man die Gleichung der Kurve 
2 un 
(1b) fa)=fayP+gary+haer—ay’-+ (r+ -) Dr a +ay— r=0 


wieder in den neuen Ursprung (O0, «) mittels 


YF are 2_9 2): 2 
Dy  T0y rg 2ay+(r +4 c-+ua 


öy! zz 2fax y- 2a, 


so erhält man 
. 9 PR : 
Fay=fef? +gey+i—ay’+ (r + a + 2af ) xy 
+ (a g— 2) > —ay+talr+taf)e 

und die Bedingung, dals (0, «) ein Wendepunkt ist, ergiebt sich aus 
— 3 \—ay! ig ) | 2 BF. (© )a 
ay+lrtaf)ai—aytr+S+2af\ey+ (ao) yo tar)e 
as! _ Het) | 


(z a, a 
j +af) xy (as 7)e 


(re) aertan (Gran) 


als Rest: (es _ =) + = (+af) (Z tu f) =, 
oder 
(2b) af? +g)+flar+@)=0. 

Um die Art des unendlich fernen Punktes der Ordinatenaxe zu untersuchen, 
macht man die Asymptote x = 7 zur neuen Ördinatenaxe, transformiert 


a 6 
also (1b) in Bezug auf den neuen Ursprung Fz 0), wobei diesmal x ver- 


änderlich und y konstant, also da=7 und dy=0 zu nehmen ist, dann ist 


Of = e een e? 2rc! = 
zn fy + 202y + 3hr? + (r 4 =) = 5 
Def .; R Irc! 

Se 29y + bhx — =u 

o*f 

da? u Gh, 
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somit lautet die transformierte Gleichung 
4 7 1 0° f 
am) Fa)=ras)+ 1! jo de 731.98 a + EIWZ; LEE 


— fa? + gay + ha? + (r+# su 2) (+7). 2 


af ++ Nar te), _ 2efr—Baih 
+ _ ——— 5 BY 
f af 
ah + e*f{a’f+ r) 
a ers 
Infolge der Bedingung (2b) verschwindet somit das in y lineare Glied, die 
Kurve verhält sich daher, weil auch das Glied ay? fehlt, in der Richtung 
der neuen Ördinatenaxe, gemäls dem analytischen Dreieck, wie die kubische 
Hyperbel 


=(. 


PR En. a’h eReLEN 
der unendlich ferne Punkt der alten Ordinatenaxe ist somit ein hyperbol- 
scher Wendepunkt unter der Bedingung, dafs die beiden anderen Schnitt- 
punkte der Kurve mit der Ordinatenaxe ebenfalls Wendepunkte sind q. e. d. 

Hiermit sind sämtliche Sonderfälle des Hauptsatzes über die Lage dreier 
Wendepunkte direkt bewiesen, denn der weitere Fall, zwei Wendepunkte 
im Unendlichen und der dritte im Eindlichen, besteht nicht, es müssen als- 
dann alle drei Wendepunkte im Unendlichen liegen (vgl. 29). 


=0, 


tl, Des geschichtlichen Interesses wegen sei hier angeschlossen der 
acht Jahre später erschienene, mit Hilfe der Differentialrechnung geführte 

Beweis von Mac Laurin (1748): 

Sndy,=FP,y,=fF%@, y, = F'R die zu irgend einer Abseisse OF= « 


P K ı +X 
Fig. 66. 


gehörigen Ordinaten der auf schiefwinkliges System bezogenen Kurve dritter 
Ordnung (Fig. 66) 


Prlaa+b)P Hl +er+tN)ytgartrt+ke+l)=0 
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und 2, =04A, 2,= OB, x = 0C die Abscissen der aus 
ga+h+kr + I= 0 
sich ergebenden Schnittpunkte mit der Abscissenaxe, so ist gemäls 49. 
Ya = ala —n)E m) — 2) 
FP-FQ-FR=g-FA.-FB-.FC, 


woraus durch Logarithmieren und Differenzieren mit Beachtung, dafs 9 eine 
Konstante ist 


oder 


log FP-+logFQ@-+logFR=logy +logFA-+logFB+logFC 
(1) dFP dF® d nr dFAä dFB dFC 


FETFOTFRTFATFET FO 
Ändert man die Richtung der Ordinatenaxe, so dals nunmehr FP,, FQ,. 


FR, die zu OF= x gehörigen Ordinaten sind, so ist wie oben 


FP,-FQ-FRR=m: FA: FB: FC 


und daher 

\ dFP, ,dFQ, ar2 _ dFA  dFB , dFC 
roter FrarrFetr ro 
und somit aus (1) und N 

. AFP ,dFQ ,dFR a: dFQ, | AFR, 
(8) FPTFOTtTFER” +59 tr 


Läfst man OF=% um das Differential de=dOF= FF, wachsen oder, 
wie die Figur zeigt, abnehmen, und zieht durch F, die zur Ordinate F.P 
unendlich benachbarte parallele Ordinate, welche die Kurve 'in den zu 
P, @, R unendlich benachbarten Punkten P,, Q4, A, schneidet, so dafs 
PP, 9%: ER, als die unendlich kleinen Sehnen betrachtet werden können, 
durch deren Verlängerung die Tangenten PK, QL, RM der Kurvenpunkte 
P, Q@, R entstehen, so ist, wenn PG # FF, gezogen wird 


F,6@=PF=y . aso P@=dy=dPF 
und somit 


oder 


2:0 : PF BG _PG gr IPF _dOF 
GEF PER .RE N DES RE 


Führt man diese Betrachtung an sämtlichen sechs Kurvenschnittpunkten der 
Geraden FP und F’P, durch, so erhält man 


dFP _dOF dFP,_ dOF 
FP FK ER, FK, 
dFQ __dOF dFQ,__dOF 
FW FL eo. © F Tr 
dFR dOF dFR, dOF 


ER. EM FR“ TM' 
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wo K,, Z.,, M, die Schnittpunkte von OF mit den in P,, Q,. R, gezogenen 
Tangenten sind, und hieraus durch Addition unter Berücksichtigung von (3 


1 1 1 


1 Bi 1 
(4) ER T Fir Fin FK, + FL, +5 M, 


Läfst man die Gerade F’P, sich drehen bis sie mit FO zusammenfällt, 
dann wird 


FK = FA, FL=FBbB, FM, = FC 
und 


i 1 1 1 1 
(8) ERrtrEtFmratRBt FG 
somit, da sowohl das Axensystem als auch die Abseisse OF beliebig ge- 
wählt wurden und diese Betrachtung sich für jede algebraische Kurve in 
derselben Weise durchführen lälst, 

Satz von Mac Laurin: Zieht man von einem beliebigen festen Punkt 
(F) auf einer, eine algebraische Kurve nter Ordnung in n Punkten schnei- 
denden festen Geraden (OF') beliebige Transversalen, welche die Kurve in 
ebensoviel Punkten schneiden, so ist die Summe der reziproken Werte der 
auf der festen Geraden vom festen Punkt aus gemessenen Abschnitte, die 
durch die Tangenten in den Kurvenschnittpunkten einer solchen Transversale 
erzeugt werden, konstant, nämlich gleich der Summe der reziproken Werte 
der auf der festen Geraden durch die Kurvenschnittpunkte einerseits und 
den festen Punkt andererseits begrenzten Strecken. 

Oder, da die Summe der reziproken Werte von » Strecken durch die 
Anzahl der Strecken dividiert, das harmonische Mittel der Strecken dar- 
stellt, hier aber die Anzahl der Strecken stets dieselbe ist, so kann man 
auch sagen: Das harmonische Mittel aus den auf der festen Geraden durch 
die Tangenten in den Schnittpunkten der Transversalen einerseits und dem 
festen Punkt der Geraden andererseits begrenzten Abschnitte ist konstant. 

Dieser Satz von Mac Laurin ist die Verallgemeinerung der zweiten 
allgemeinen Eigenschaft sämtlicher algebraischer Kurven, die Newton in der 
Enumeratio aufführt. Sie betrifit die Asymptoten und lautet: 

Hat eine Kurve »ter Ordnung n Asymptoten, so sind die arithmetischen 
Mittel aus den Abschnitten, welche einerseits durch die Asymptoten anderer- 
seits durch die Kurve auf einer beliebigen Geraden abgeschnitten werden, 
gleich, m. a. W.: Die Summen der von den » Asymptoten und ihren zu- 
gehörigen Kurvenzweigen begrenzten Abschnitte einer eine Kürve ter Ord- 
nung in » Punkten schneidenden Geraden sind bezüglich des Schnittpunkts 
dieser Geraden mit ihrem zugehörigen Durchmesser auf beiden Seiten der 
Geraden gleich (vgl. hiermit den Sonderfall der konischen.. Hyperbel). 

Da jede der Tangenten PK, QL, RM die Kurve dritter Ordnung in 
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einem weiteren Punkt U, V, W schneidet, so ist in dem besonderen Fall, 
wenn die Verbindungsgerade UV zweier dieser Schnittpunkte, als feste 
Gerade betrachtet, die beliebig gewählte FP in $, die dritte Tangente RM 
in W’ und die Kurve in dem weiteren Schnittpunkt W” trifft, nach dem 
Satz von Mac Laurin 


1 1 1 1 1 1 
sitestwutetw 
somit 
SW'=- SW” 
d.h. es fällt W” und somit auch W mit dem Kurvenpunkt W” zusammen; 
die Schnittpunkte U, V, W der Kurve mit den in P, Q, A gezogenen Tan- 
genten liegen somit in einer Geraden und man erhält den weiteren 

Satz: Zieht man in den Schnittpunkten einer beliebigen Geraden mit 
einer Kurve dritter Ordnung die Tangenten, so liegen deren Schnittpunkte 
mit der Kurve ebenfalls in einer Geraden. 

Fallen die Schnittpunkte 7, V, W der Tangenten mit den jeweiligen 
Berührungspunkten P, Q, AR zusammen, werden also P, Q@, R zu Wende- 
punkten, so deckt sich die Gerade UVW mit der Geraden PQR d.h. die 
drei Wendepunkte liegen in einer Geraden, 


12. Dritter Beweis mittels des Schnittpunktrestsatzes. 
Ördnet man die vollständige Gleichung einer algebraischen Kurve 


nter Ordnung nach steigenden Aggregaten beider Veränderlichen, so ist die 
Anzahl sämtlicher Glieder der Gleichung 


1+2+3+-. ++ )-erantd, 


Da die Gestalt der Kurve von den Koeffizienten der Glieder abhängt, 
aber durch Division der Gleichung mit einem der Koeffizienten, meist dem- 
jenigen der höchsten Potenz einer der Variabeln, eben diese Potenz den be- 
stimmten Zahlenkoeffizienten 1 erhält, so ist demnach die Anzahl der noch 
willkürlichen Koeffizienten oder, da die Wahl eines Koeffizienten der An- 
gabe eines Punkts äquivalent ist, die Anzahl der beliebig zu wählenden 
Punkte, durch welche die Kurve nter Ordnung bestimmt ist 


Rn NR+2D | 1. n(n + 3) 
2 zZ zu 


Legt man daher durch die #»? Schnittpunkte zweier Kurven nter Ord- 


nung f(x,y)=0 und p(x,y)=0 eine beliebige dritte Kurve derselben 
Ordnung 


OO F@W)=-f+r:9=0, 
wo A ein von den Schnittpunkten der Kurven f und p durchaus unab- 
hängiger noch beliebig zu wählender konstanter Faktor ist, so genügen ge- 
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mäls dem Obigen zur eindeutigen Bestimmung der Kurve F, wenn dem 
Faktor A ein bestimmter Wert gegeben wird d. h. wenn die Kurve F' durch 
einen beliebigen, von den Schnittpunkten der Kurven f und @ verschie- 


denen Punkt aufserhalb gelegt wird, noch weitere "m rD — 1 Punkte, die 


unter den n? Schnittpunkten, durch welche F hindurchgeht, beliebig aus- 
gewählt werden können. Daraus folgt, dafs von den n* Schnittpunkten 
zweier Kurven »ter Ordnung durch u — 1 dieser Schnittpunkte die 
übrigen 


ne 2 = 1) „nn 


2 Eu 


Schnittpunkte mitbestimmt sind. 

Hat man somit zwei Kurven dritter Ordnung, die sich in neun Punkten 
schneiden, und legt man durch acht dieser Schnittpunkte und einen be- 
liebigen weiteren Punkt eine dritte Kurve dritter Ordnung, so geht diese 
auch durch den neunten Schnittpunkt der beiden ersten Kurven. Das ganze 
Kurvenbüschel dritter Ordnung, das man durch acht der neun Schnittpunkte 
zweier Kurven dritter Ordnung legen kann, schneidet sich also in einem 
einzigen weiteren Punkt, dem neunten Schnittpunkt der beiden geg. Kurven 
dritter Ordnung. Zieht man daher in den Schnittpunkten einer Geraden 4 
mit einer bel. Kurve dritter Ordnung die drei Tangenten, so können diese 
als zerfallende Kurve dritter Ordnung betrachtet werden und schneiden die 
geg. Kurve insgesamt in neun Punkten, nämlich in den drei auf g liegen- 
den Berührungspunkten und drei weiteren hiervon getrennten gewöhnlichen 
Punkten. Legt man also durch acht dieser Schnittpunkte eine neue Kurve 
dritter Ordnung, in diesem Fall die doppelt zu zählende Gerade 9 und die 
Verbindungsgerade zweier der drei gewöhnlichen Schnittpunkte, so muls 
diese neue Kurve dritter Ordnung auch durch den neunten Schnittpunkt 
gehen d. h. auch der dritte gewöhnliche Schnittpunkt liegt auf der Ver- 
bindungsgeraden der beiden ersten. Hiermit sind die Schlufsfolgerungen 
auf diejenigen am Ende des Mac Laurin’schen Beweises zurückgeführt. 

Auch in der Elementargeometrie läfst sich der Schnittpunktsrestsatz 
mit Vorteil verwenden, insbesondere da, wo es sich um den Nachweis han- 
delt, dafs drei Punkte auf einer Geraden liegen, wie z. B. beim Beweis vom 

Satg des Pascal. 

Bezeichnet man die’ auf einander folgenden Seiten eines einer Kurve 
„weiter Ordnung einbeschriebenen beliebigen Sechsecks mit den sechs ersten 
Ziffern der Zahlenreihe, so können die Geradentripel (1, 3, 5) und (2, 4, 6) 
als zerfallende Kurven dritter Ordnung betrachtet werden, durch sechs ihrer 
Schnittpunkte geht aber der Kegelschnitt, somit mufs die den Kegelschnitt 
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zur Kurve dritter Ordnung ergänzende Verbindungsgerade zweier der drei 


noch aufserhalb des Kegelschnitts liegenden Schnittpunkte auch durch den 
dritten gehen. 


D. Singuläre Punkte aufserhalb des Ursprungs. 


13. Verlegt man den Ursprung in den zu untersuchenden singulären 
Punkt (p, q) der Kurve f(z,y) = 0 mittels der Transformation 
w=p+: y-g9a+u, 


so gelten für die transformierte Gleichung 


(1) Fan) + (Gr + u) 
E 70°; Rs ; 2, 
art tn +, 


wo an Stelle von # und y überall die Werte 2 und % zu setzen sind, sämt- 
liche Schlufsfolgerungen in 55. 


Gewöhnliche Tangenten. 


74. f(»,g) = 0 ist die Bedingung, dals Punkt (p,g) auf der Kurve 
F(z, w) = 0 d.h. auf der Kurve f(x, y) = 0 liegt. Für irgend einen Wert 
p der Abseisse x erhält man aus f(p, 4) = 0 die zugehörige Ordinate y=y 
des Kurvenpunkts (9, q). 


Die Richtun ay früher = = der Tangente in diesem Punkt ergiebt 
& de n 8 8 


sich (gemäfs 55.), wenn wieder an Stelle von 2 und «, da die Richtungen 
der Koordinaten sich bei der Transformation nicht geändert haben, dx und 
dy gesetzt wird, aus 


ER EVER 
37 dat ;, dy=0 
ef 
dy__ 6% 
e da" 
0% 


wo in den partiellen Differentialquotienten für x und 4 die Koordinaten des 
Berührungspunkts (p, g) zu setzen sind. 


Maxima und Minima. 


75. Ist die Tangente des Punkts (x, y) parallel zur Abseissenaxe, hat 
also die Ordinate dieses Punkts im Vergleich zu den Ördinaten der nächst 


benachbart gelegenen Kurvenpunkte einen grölsten oder kleinsten Wert, so 
ist nach den früheren Bezeichnungen 
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m di . 0 
(1) -—= (0 oder 0 oder of =(, 
e7) da ex 
ist die Tangente parallel zur Ordinatenaxe, also die Abseisse ein Maximunı 
oder Minimum, so muls sein 


n dx ef 
(2) _——(0 oder =( oder ARE 
m dıy ey 
Es bestimmen sich somit die am höchsten und tiefsten gelegenen Punkte 
der Kurve bezüglich der Abscissenaxe aus 


ef 


fi®,y) = 0 - 0 
bezüglich der Ordinatenaxe aus 
ti, 
f(a,y) = 0 Frage 


vorausgesetzt, dals ein derart ermittelter Kurvenpunkt nicht beiden par- 
tiellen Differentialquotienten zugleich genügt (wie im Fall eines Doppel- 
punkts, siehe 76.). Die näheren Unterscheidungsmerkmale, ob ein Maximum 
oder ein Minimum statthat, giebt De Gua nicht an. Zur Aufsuchung der- 
selben ist aber auch seine Methode zu differenzieren, bei welcher dx und 
dy konstant genommen werden, also alle höheren Differentiale von x und y 
verschwinden, nicht geeignet, da jene Kriterien bekanntlich zunächst eben 
von jenen höheren Differentialen und zwar von denjenigen gerader Ordnung 
abhängen und sich aus der expliziten Form 
(8) y=9(«) 
der Kurvengleichung f(x, 4) = 0 leichter entwickeln lassen, wie folgt: 

Ist die Ordinate eines Kurvenpunkts (x, y) ein Extrem, so berechnet 
sich seine Abscisse gemäfs oben als Wurzel der Bedingungsgleichung 
(4) Bg()=0. er 
Nun muls im Falle des Maximum bezw. Mini- 
mum die Ordinate sowohl des unendlich be- 
nachbarten vorhergehenden als auch diejenige 
des unendlich benachbarten folgenden Kurven- 
punkts abnehmen bezw. wachsen d. h. für 
positive sowohl als negative Werte von dx 
mufls dy im Fall des Maximum negativ, im 


Fig. 87. 


Fall des Minimum positiv sein (Fig. 67). 
Für einen unendlichen benachbarten Kurvenpunkt ist aber 


y+dy=o(i+ dr) 
oder nach Taylor 
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= g' (2) gp" (x) q p” (&) en 
=o(a) + Er dc + a. dx’ + si da 


also mit Berücksichtigung von (4) der differentielle Zuwachs der Ordinate 
dieses Punkts 


[7 2) FF, a 
(5). ay- N a + 9 2 R 


Das Vorzeichen von dy hängt somit, da dx?” unabhängig vom Vorzeichen 
von dx& stets positiv ist und die höheren Potenzen von dx im Vergleich 
zur niedersten verschwinden, nur von denjenigen von @” (x) ab, es besteht 
somit ein Maximum bezw. Minimum, wenn für den aus (4) bestimmten 
Wert der Abseisse 9” (x) negativ bezw. positiv wird. Verschwindet jedoch 
9" (x), so bestimmt der Term 9” (x) dx? das Vorzeichen der rechten Seite (5), 
dieses Vorzeichen wechselt aber gleichzeitig mit demjenigen von dx infolge 
der ungeraden Potenz dieses Differentials, also besteht im Falle 9” (x) = 0 
weder Maximum noch Minimum, sondern ein Wendepuukt mit horizontaler 
Tangente (Fig. 68). Verschwindet auch noch @” (x), so erhält dy das Vor- 
zeichen von 9” (x), da da als gerade Potenz 
stets positiv ist, man hat also wieder Maximum 
bezw. Minimum, je nachdem 9”” (x) negativ bezw. 
positiv ist, und wieder Wendepunkt (höherer Art), 
wenn 9” («)= 0 wird, daher 
Satz: Die aus (x) = 0 zu berechnenden 
+XY Abseissen aller bezüglich der Abscissenaxe am 
Fig. 68. höchsten und tiefsten gelegenen Punkte der Kurve 
y=9(x) bestimmen nur dann solche Punkte, 
wenn die nächst höhere Abteilung, welche für den betreffenden Wert der 
Abseisse nicht verschwindet, von gerader Ordnung ist und zwar sind die 
Ördinaten dieser Punkte Maxima oder Minima, je nachdem diese Ableitung 
gerader Ordnung negativ oder positiv ist. 

Um diese bezüglich der Ordinaten geltenden Kriterien auf die implizite 
Form der Kurvengleichung f(x, y) = 0 zu übertragen, hat man diese tota 
nach & zu differenzieren, wobei d« und dy als variabel zu betrachten sind. 
Es ist, da das Verschwinden eines Integrals f(z,y)= 0 auch das Ver- 
schwinden seiner totalen Differentiale nach sich zieht: 


_sf _Of , Af dy 
ee 7 PR Tr 


at dyo d (of dy 
er (2%) Ts (% ) 


ef of ay, day ff , ff dy 
ur r döy da? ur ber yet 


ef dy 


+ dxdy de 
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Det AR 2) ay.of 
9x8 oyöz de" dy: Fr de? öy 
somit 
ef 5, Pf du, Pf (dy\? 
6) any _ das T Geo da opt (a2) 
(6, da? of 
0y 
und daher, mit, Berücksichtigung von (1) 
f 
RL a dy__ ög 
(7) Pl) = — TR 
ey 


Es entspricht somit dem negativen Wert von 9” (x) gleiches Vorzeichen, 
dem positiven Wert entgegengesetztes Vorzeichen der partiellen Differential- 


ng nf 
quotienten ai und A daher 
0% ey ä 
Satz: Die Ordinaten der mittels SE = () sich bestimmenden Punkte der 
n tr 
Kurve f(x, y) = 0 sind Maxima bezw. Minima, je nachdem a und ui für 


die betreffenden Koordinatenwerte gleiches oder entgegengesetztes Vorzeichen 
annehmen und nicht verschwinden. 
Analog ergiebt sich vertauscht: 


Die Abseissen der aus A =0 und f(z,y)=0 sich bestimmenden 


Kurvenpunkte sind Maxima bezw. Minima, je nachdem 5. und en für die 
betreffenden Koordinatenwerte gleiches oder entgegengesetztes Vorzeichen 
haben und nicht verschwinden. 

Verschwinden die partiellen Differentialquotienten, deren Vorzeichen die 
Kriterien für die Extreme abgeben, so handelt es sich entweder um Doppel- 
punkte oder um Wendepunkte und, wenn noch weitere Kennzeichen wieder 
auf Maxima und Minima im eigentlichen Sinne hinweisen, um Flachpunkte 
mit horizontaler Tangente, für die durch Bildung des vierten totalen Difie- 
rentials von f(x,y) = 0 zu untersuchen wäre, ob sie ihre konkave oder 
konvexe Seite der Abseissenaxe zukehren u. s. f. 


Doppelpunkte. 
76. Mit Berücksichtigung von (74) folgen aus (73, I) gemäfs (55): 
(1) fay)=0 50 0 


als Bestimmungsgleichungen eines Doppelpunkts der Kurve iz, y) = 0. 
Die Existenz eines solchen Punkts ist somit an eine Bedingung zwischen 
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den Koeffizienten der geg. Gleichung geknüpft, die sich durch Elimination 
von x und y aus den drei Gleichungen (1) ergiebt. 


Gemäls denselben Artikeln folgt ferner: Die Richtungen <* der Tan- 


dx 
genten eines ie ie car sind die Wurzeln der Gleichung 
(2) „; da? +2 PEL dedy - Ay 


wobei in den Ss a x und 4 die Koordinaten- 
werte des Doppelpunkts zu setzen sind. Je nachdem diese Wurzeln reell 
und getrennt, reell und zusammenfallend oder imaginär konjugiert sind, 
d. bh. je nachdem bei der Auflösung der quadratischen Gleichung (2) der 
unter der Wurzel auftretende Radikant, die sog. Diskriminante 
Auf E 

8) (Bein) - m 20 
ist der Doppelpunkt ein gewöhnlicher Doppelpunkt oder eine Spitze I. Art 
oder ein isolierter Punkt I. Art. Im Falle der Spitze besteht somit noch 
eine zweite Bedingung zwischen den Koeffizienten der geg. Gleichung. 

Die Spitzen I Art ergeben sich somit direkt als gemeinschaftliche 
Wurzeln der vier Gleichungen: 


» PER af 2 
4) f@y)=P0, 2 L =, - 0, () = =. .. Ba) 
mit zwei Bedingungen in den Koeffizienten. 

Um Selbstberührungspunkte der Kurve /(x,y) = 0 zu finden, muls ge- 
mäfs 58, a die Doppelwurzel von (2) noch einfache Wurzel des nächst 
höheren Differentials sein; man hat also aufser (1) noch weitere drei Be- 
stimmungsgleichungen: 


PR of n 0°’f (dy ef (dp? , Ef (ds? 

r ! 2 a u n BEL . ai 
(2) da T 3 oatoy (2) rs e d 1) Ei dy" ( ,) v 

i ct dy ef (dy 

y; ; 2 [= per 
(2 a) er +2 dxr0 m ( ') u ey? Ar \ 0 
Mr 0°f 0° SF. dy = 
So dx6y 77 oy° (2) gi 


wobei (6) die Ableitung von (2a) nach 2 ist; dann bilden die durch Ein- 


setzen des Wertes von a aus (6) in (5) und (2a) erhaltenen Eliminate 
d. h. die Resultante aus (6) und (5) und die ach a dargestellte Dis- 
kriminante von (2a) zusammen mit (1) ein System von fünf Gleichungen 
in x und 4, von welchen zwei zur Ermittelung der Selbstberührungspunkte 
genügen, während die anderen durch Einsetzen der gefundenen Koordinaten 
drei Bedingungen in den Koeffizienten der Kurvengleichung für das Auftreten 
eines Nelbstberührungspunkts der Kurve ergeben. 
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Die Art der Selbstberührung wird bestimmt durch Verlegung des Ur- 


sprungs in den ermittelten Selbstberührungspunkt und Untersuchung ge- 
mäls 58a. 


Bezüglich der Aufsuchung der Spitzen II. Art siehe das Verfahren von 
Euler (Mem. de Berlin 1749, pag. 216). 
Dreifache Punkte. 


17. Dieselben ergeben sich aus zwei der sechs Bestimmungsgleichungen: 


le ee A An ER 
EAN ar at a 


Das Auftreten eines dreifachen Punkts ist somit an vier Bedingungen in 
den Koeffizienten der geg. Kurvengleiehung geknüpft. 


Die Richtungen der Tangenten sind die Wurzeln der kubischen Gleichung 


ar; 3 r 
(2) Zu da? 79% . datdy + 3 -dedy® +5 Lay’ — 0 


mit der im zweiten Beispiel 55. gegebenen Determination. 
Handelt es sich um direkte Aufsuchung eines Spitzpunkts, so folgt aus 
der Bedingung der dreifachen Wurzel von (2) das Verschwinden der ersten 


; . : a da 
und zweiten Ableitung dieser Gleichung nach - Y. man hat also aufser den 


a (1) die weiteren: = 

ee 
9 EA ET Er 
@ a" “ (a) = 


Die durch Einsetzen von z aus (4) in (2 a) und (3) erhaltenen Eli- 
minate bilden mit (1) ein System von acht Gleichungen in & und y zur 
Bestimmung der Spitzpunkte, deren Existenz somit an sechs Bedingungen 
in den Koeffizienten der Kurvengleichung geknüpft ist. Die Richtung der 
Tangente eines Spitzpunkts (», g) ergiebt sich aus (4) zu 


Bi 
dy _ dwdy* 
de ef 

öy® 


fürc=p und y=q. 
Vierfache Punkte. 
78, In ähnlicher Weise wie der Spitzpunkt ergiebt sich die höchste 


Singularität des vierfachen Punkts, der Rückkehrspitzpunkt, aus einem 
Sauerbeck, Gua de Malves, 8 
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‘ en ET ; bir dy 

System von 13 Gleichungen, nämlich den drei Eliminaten von j., aus dem 
de xE 

vierten Differential 


a RR 3 = EEE. dl (3) DE (3) of = 
02 a xy ( X u ex®öy: ei] re oxöy: \de a: ey! FF =. 


; da : ö . 
und dessen drei Ableitungen nach ‚ den neun durch die partiellen Diffe- 
AB 


rentialquotienten von st bis dargestellten Gleichungen und der Kurven- 
gleichung f(a&,y) = 0. Das Auftreten eines Rückkehrspitzpunkts ist somit 
an 11 Bedingungen in den Koeffizienten der geg. Gleichung gebunden u. &. f. 
kfache Punkte. 

19. Dieselben bestimmen sich gemäfs dem Vorhergehenden aus der 

Gleichung der Kurve f(x, y) = 0 und den gleich Null gesetzten 
k+2)(k—1) Alk+i 
Ey INN Ar Tl. 


> > 
= “ 


partiellen ersten, zweiten »-- (k— 1)ten Differentialquotienten. Das Auf- 
; r ; in k-+1) 3 

treten eines k fachen Punkts ist somit geknüpft an A — 3 Bedingungen 

zwischen den Koeffizienten der geg. Kurvengleichung. 


Die k Tangenten des kfachen Punkts sind die Wurzeln des Aten Diffe- 
rentials 


f,(k\ er (AN. k\ of (dyıE _ 
+ er (a2) ran en a, 


dy 


und sind je nach der Beschaffenheit dieser Wurzeln reell und getrennt, teil- 
weise zusammenfallend und imaginär konjugiert u. s. f£ Die nähere Unter- 


suchung führt man durch Parallelverschiebung des Ursprungs in den % fachen 
Punkt. 


80, Auf die Äquivalenz eines k fachen Punkts mit der Anzahl der in 
ihm sich vereinigenden Doppelpunkte bezw. Spitzen I. Art geht De Gua 
nicht näher ein (vgl. 54.), obwohl diese Kenntnis für das richtige Verständ- 
nis der geometrischen Erzeugung eines kfachen singulären Punkts unent- 
behrlich ist. Da der kfache Punkt die höchste Singularität einer Kurve 
(k + 1)ter Ordnung darstellt, so kann diese Kurve neben dem Afachen 


Punkt keinen Doppelpunkt mehr besitzen. Der kfache Punkt vereinigt 
somit in sich die Maximalzahl 


k+1-) KFI-2) _ik-1 


2 2 


von Doppelpunkten der Kurve (k + 1)ter Ordnung, daher 


Satz: Der kfache Punkt ist äquivalent Em Doppelpunkten. 
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81. Für die eben benützte Maximalzahl von Doppelpunkten einer Kurve 
nter Ordnung €, sei hier des historischen Interesses wegen der erste von 
Mac Laurin herrührende Beweis angeschlossen (Geom. organica, pag. 187). 
Es scheint, dafs Mae Laurin ähnlich wie später De Bragelongne zunächst 
empirisch auf diese Zahl kam, indem er wohl in den ihm bekannten Maximal- 
zablen 1 und 3 der Doppelpunkte der Kurven dritter und vierter Ordnung 
die Anfangsglieder der arithmetischen Reihe zweiter Ordnung 1,3, 6,10--, 
in welcher das (n — 2)te Glied die höchste Zahl von Doppelpunkten einer 


C,, darstellt, vermutete, denn er beweist die Richtigkeit der von ihm zu 
(rn —1) (a — 2) j ö RE 
5 — angenommenen Maximalzahl von Doppelpunkten einer ©, ın- 


direkt, indem er durch diese Doppelpunkte eine € 


„—, Jegt, dann können zur 


RR -3+N R-9In+) 
o EZ Ua De u 


2 


eindeutigen Bestimmung von € 


ng, Wozu 


Punkte erforderlich sind (vgl. 72.), aufser den vorhandenen Doppelpunkten 
der C,, die für C,_, einfache Punkte sind, weitere 


n— 2a +1) Mm M{n—1) 
ee Aue ee 


F 


einfache Punkte auf C, beliebig gewählt werden, die zusammen mit den als 
Schnittpunkten von C, und C,_, doppelt zu zählenden Doppelpunkten die 
(Gesamtzahl 
2. (n — een, In—3ı=-n (n gr 2) 

aller Schnittpunkte dieser beiden Kurven ergeben. Besitzt also (, einen 
Doppelpunkt mehr, so kann C/,_, nur noch durch weitere (n — 2) — 1 ein- 
fache Punkte der €, hindurchgehen, die Gesamtzahl aller Schnittpunkte 
beider Kurven wäre alsdann 


(em 


> 


241)+n-3=-n@- +1 
was unmöglich ist. 

Man bezeichnet die hier von Mac Laurin erstmals benützten Kurven, 
welche dureh die Doppelpunkte gegebener Kurven hindurchgehen, nach dem 
Vorgang von Herrn von Brill, als adjungierte Kurven. Sie spielen in der 
analytischen Geometrie, soweit es sich um Schnittpunktsätze handelt, eine 
wichtige Rolle, so dienen sie insbesondere zur direkten Ermittelung der 
Maximalzahl von Doppelpunkten einer €, und sind mit dem von Clebsch 
begründeten Begriff des Geschlechts algebraischer Kurven eng verknüpft. Es 
zeigt sich nämlich, dafs, wenn unter den m -n Schnittpunkten zweier alge- 
braischer Kurven m- und nter Ordnung (m > n) d Doppelpunkte der Kurve 
niederer Ordnung sich befinden, eine gewisse Anzahl p dieser Schnittpunkte 

S* 
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durch die übrigen m» — p Schnittpunkte mitbestimmt ist (vgl. 72.) und 
zwar ist diese Zahl 
(a) »— run u 
merkwürdigerweise durchaus unabhängig von der Ordnung m der anderen 
Schnittkurve, vorausgesetzt, dals m > n ist; die Zahl p repräsentiert somit, 
auch wenn €, mit den verschiedensten Kurven mter Ordnung in ein Schnitt- 
verhältnis tritt, dennoch stets eine einzig und allein ©, angehörige Eigen- 
schaft und wird daher von Glebsch als Geschlecht der Kurve bezeichnet. 
Da » sich nicht ändert, so ist p ein Minimum, wenn d ein Maximum 
ist, und umgekehrt. Soll C,, nicht zerfallen, so kann » nie negativ werden; 
man erhält also für den kleinsten Wert » = 0 die Maximalzahl der Doppel- 
punkte einer Kurve »ter Ordnung zu 


(n — 1) (n — 2) 
(b) D= 5 . 


Als Geschlecht der Kurve bezeichnet man daher auch den Unterschied 
zwischen der höchst möglichen und der wirklich vorhandenen Zahl von 
Doppelpunkten. Eine Kurve, welche die Maximalzahl von Doppelpunkten 
besitzt, heifst Kurve vom Geschlecht Null, auch rationale Kurve, da sich 
ihre Koordinaten explizit als rationale Funktionen desselben Grads einer 
neuen Veränderlichen darstellen lassen, so dafs an Stelle der ursprünglichen 
Gleiehung f(x, y) = 0 die neuen Gleichungen treten 


s=9,M)  y=p@). 


Wendepunkte und Flachpunkte. 


82. Gemäls 55. folgt für 73.1, dals für jeden Wendepunkt das erste 
Differential eine Wurzel des zweiten sein mufs. Die Richtung der Wende- 
tangente bestimmt sich aus dem ersten Differential zu 


of 

| SC AIEEEN 1. 
(1) ae Ödf 
ey 


und die Koordinaten der Wendepunkte ergeben sich daher nach Substitution 
dieser Wurzel (1) in das zweite Differential aus den beiden Gleichungen: 


af (of: ot af af, 0% fon? 
(2) L (ef) 2.24.88. 2, (I) no 
I) ZRH 


= “nr 7 ” rn Fr 
PERRNGEN dwey Ey 6m | dy® 


(3) fa,y)=0. 


83. Ist (1) auch noch eine Wurzel des dritten Differentials, besteht 
also aufser (2) noch die Gleichung 
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a ee 
(4) 0x3 (z u. ö 02: 0y (5) Er: T3 dröy: Öy F x Ay! (2) zu 
so ergeben sich aus den Gleichungen (4), (2), (3) die Koordinaten des 
Flachpunkts mit einer Bedingung zwischen den Koeffizienten der Kurven- 
gleichung (3), u. s. w. 


Vergleich der analytischen und der Differentialmethode bezüglich 
der Aufsuchung besonderer Kurvenpunkte. 


84, Während nach dem damaligen Stand der Wissenschaft für die Er- 
mittelung ausgezeichneter Kurvenpunkte auf differentiellem Weg eine ein- 
heitliche Methode fehlte und die Untersuchung fast jedes einzelnen Falles 
das Aufsuchen neuer Hilfsverfahren erforderlich machte, so dafs man schliefs- 
lich deren fünf besafs: 

1. das schon von Leibniz eingeführte Differentialdreieck zur Bestim- 


; da 
mung der Tangentenrichtung m 


2. das ebenfalls von Leibniz angegebene und später von Fontenelle 
(Geom. de Inf, Paris 1727) genauer begründete Verfahren zur Unter- 
suchung der Konvexität und Konkavität, das zu den Kriterien d’y = 0 
bezw. oo für Wende- und Rückkehrpunkte führte, 

3. das ebenfalls von Leibniz aufgefundene und von De 1l’Hospital 
weiterhin bekannt gemachte Verfahren zur Ermittelung der Maxima und 
Minima, 

4. das von Bernoulli und De Y’Hospital angegebene und von Saurin 
weiter entwickelte Verfahren zur Ermittelung unbestimmter Werte, 

5. die Methode der Subtangentenkurve von De YHospital, ein zweites 
Verfahren zur Ableitung der Kennzeichen für Wende- und Rückkehrpunkte, 

gelingt es De Gua, die Kriterien für sämtliche besonderen Kurven- 
- punkte eindeutig und hinreichend in einfachster Weise mit gänzlicher Ver- 
meidung des Begriffs des Unendlichkleinen einzig und allein mit Hilfe der 
Analysis des Descartes ebenfalls in Differentialausdrücken sogar der im- 
pliziten Form der Kurvengleichung aus einer einzigen Transformation 
F(u,2)=0 in 73, I. allgemein zu entwickeln. 

Die anschliefsenden kritischen Vergleiche der streng begründeten Regeln 
De Guas mit den aus den Prinzipien der Differentialrechnung abgeleiteten, 
aufser für mehrfache Punkte nur noch für Wende-, Rückkehr-, Flach- und 
Spitzpunkte bekannten, meist ungenügenden Kriterien (Usages pg. 268 ff.) 
bilden einen glänzenden Beweis für die Überlegenheit der Analysis des Des- 
cartes gegenüber der Differentialmethode in analytischen Fragen, die nicht 
wie die Quadratur und Rektifikation, ihrem Wesen nach die analytische 
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Behandlung überhaupt ausschliefsen, weil die auftretenden Differential- 
ausdrücke- wirkliche Differentiale d. h. unendlich kleine Zuwachsgröfsen dar- 
stellen, während sie bei den Untersuchungen De Guas die Rolle unbestimmter 


Grölsen im Sinne der Methode der unbestimmten Koeffizienten von Des- 
cartes übernehmen. 


Doppelpunkt. 
85. Das im Journal des Sgavans 1703 erstmals von Saurin angegebene 


ö ; _ d 0 } i i 
Kriterium für die Doppelpunkte nn en} scheint von ihm bei Tangenten- 


bestimmungen zufällig aufgefunden worden zu sein, wenigstens begründet er 
dasselbe erst nachträglich (Acad. de Paris 1723) durch die Existenz einer 
Doppelwurzel der Kurvengleichung für x sowohl als y mit Benützung der 
Huddeschen Regel, die er mit dem Prozefs der Differentation nach zwei 
Variabeln identifiziert (vgl. 17.). Eine eigentliche differentielle, auf den Be- 
griff des Unendlichkleinen gestützte Ableitung des obigen Kriteriums aus der 
Eigenschaft des Doppelpunkts, dafs jede durch ihn gehende Gerade zwei un- 
endlich benachbarte Punkte verbindet, ihr Richtungskoeffizient also un- 
bestimmt ist, so lange sie nicht durch einen dritten unendlich benachbarten 
Punkt geht d. h. zur Tangente wird, giebt Saurin nicht. Seine Auffassung 
des Problems auch für k fache Punkte ist durchweg algebraischer Natur und 
die Berechnung der Tangenten aus dem Akten Differential eine induktive 
Verallgemeinerung des De Y’Hospitalschen Verfahrens der wiederholten Diffe- 
rentiation zur Ermittelung unbestimmter Werte. 

Hiermit verglichen gebührt der strengen Ableitung der De Gua’schen 
Kriterien der Vorzug. Nichts destoweniger ist das Saurinsche Kriterium 
für Doppelpunkte eindeutig und hinreichend und stimmt mit demjenigen 
von De Gua überein, sobald es in der Form geschrieben wird 


0-de+0-dy=0, 


wodurch ein etwaiger Irrtum, wie er bei der Form —- möglich ist und u. a. 


von Guisnee thatsüchlich begangen wurde, als ob dx und dy selbst ver- 
schwinden würden, ausgeschlossen ist. 

Über die Unvollständigkeit bezw. Ungenauigkeit der Kriterien mehr- 
facher Punkte siehe 9, 11. 


Wende- und Rückkehrpunkte. 
86. Die Zweideutigkeit und Unvollständigkeit der von Leibniz und De 
Hospital aufgestellten Differentialkriterien d’y = 0 für Wende- und d’y = © 
für Rückkehrpunkte bringt schon Guisnee zum Ausdruck (Acad. de Paris 
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1706, pg. 50); auch De Gua weist auf die bestehenden Schwierigkeiten hin 
z. B. für den‘ Fall einer vertikalen Tangente, wo das Kriterium d’y = © 
nicht nur einen Rückkehrpunkt, sondern mit gleichem Recht einen Wende- 
oder einen gewöhnlichen Berührungspunkt bezeichnet, so dafs für diese drei 
Arten von Punkten in dieser besonderen Lage überhaupt kein differentielles 
Unterscheidungsmerkmal zu bestehen scheint, da auch der erste Differential- 


quotient 7 — w ist. Aber selbst wenn die Differentialkriterien für die 
Wende- und Rückkehrpunkte in möglichster Vollständigkeit und Eindeutig- 
keit aufgestellt werden, eine Aufgabe, der sich erstmals De Gua unterzieht, 
so ermangeln sie der Einfachheit und Übersichtlichkeit, durch welche sich 
die Kriterien De Guas auszeichnen. 

Zur Lösung der letztgenannten Aufgabe benutzt De Gua das Verfahren 
von De /’Hospital (vgl. 7.): Nimmt man die vom Ursprung aus gemessenen 
Abschnitte, welche die Tangenten einer Kurve auf der Abseissenaxe erzeugen, 
die sog. Bubtangenten 
(1) w=+ly dep —-2)=-+ (u z _ x) = + ydz 
wo (2, y) die Koordinaten des Berührungspunkts sind, zu neuen Ördinaten 
(unter Beibehaltung der zugehörigen Abscissen der Berührungspunkte), so 
bilden die erhaltenen Endpunkte eine neue Kurve, die Subtangentenkurve, 
welche die Beziehungen zwischen den Abscissen und Subtangenten der 
Punkte der ursprünglichen Kurve graphisch darstellt. De l’Hospital findet 
nun, dafs für Wendepunkte Maxima und Minima der Subtangente, für Rück- 
kehrpunkte solche der Abscisse auftreten, und bestimmt, obwohl seine für 
Maxima wie für Minima ohne Unterschied aufgestellten Kriterien dy = 0 
oder oO keine näheren Angaben enthalten, wann der eine oder der andere 
dieser Werte zu nehmen ist, das Kriterium für 


d subtang 2 
Wendepunkte aus - = =0 udy=0 
= d subtang 2 
Rückkehrpunkte aus — nn om d’y == 00. 


Dieser nicht zu verleugnenden Willkürlichkeit gegenüber giebt De Gua 
folgende scharfe Begründung: 

Da die beiden einem Wendepunkt unendlich benachbarten Punkte einer 
Kurve dieselbe Subtangente haben, die jedoch von derjenigen durch die 
Wendetangente abgeschnittenen nur unendlich wenig verschieden ist, so ent- 
spricht jedem Wendepunkt der ursprünglichen Kurve ein bezüglich der Ab- 
scissenaxe höchst oder tiefst gelegener Punkt der Subtangentenkurve, be- 
du 


stimmt durch — = 


7 0; dagegen gehören zu den unendlich benachbarten 
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Punkten eines Rückkehrpunkts verschiedene Subtangenten, die eine hezüg- 
lich der dem Rückkehrpunkt selbst zugehörigen Subtangente, die wegen des 
Zusammenfallens der beiden Tangenten des Rückkehrpunkts doppelt zu 
zählen ist, um dasselbe Differential gröfser als die andere kleiner, den Rück- 
kehrpunkten der ursprünglichen Kurve entsprechen daher die Maxima und 


Minima der Subtangentenkurve bezüglich der Ordinatenaxe, bestimmt durch 
n- 00. Entwickelt man daher unter Berücksichtigung der für Maxima 


und Minima bestehenden Einschränkung, dafs dz konstant ist, das Differen- 
tial der Subtangente 


d ydz EN, — dy(dydze— dady— ad’y)— yda—adyyd’y _, ydadıy 
| day dy® dy: 
’ ee 
(2) zu — dr n dı, 
3 


so folgt für Wendepunkte d?y —= 0, für Rückkehrpunkte d?y = 00 im Ver- 
j dy? 
gleich zu : ‚ welch letzterer Wert, an dessen Stelle wegen des konstanten 
1 (dy\? nn A N 

dx auch rar: genommen werden darf, im allgemeinen, wenn keine be- 

sondere Lage vorliegt, für Wendepunkte sowohl wie für Rückkehrpunkte 

endlich ist (für letztere zunächst $) und daher nicht in Betracht kommt. 
Zugleich ergiebt sich aus (2), dafs die geg. Kurve in einem bestimmten 

Punkt (x, y) die konvexe oder die konkave Seite der Abscissenaxe zuwendet 

je nachdem der Zuwachs der Subtangente (auf der Abseissenaxe gemessen) 

positiv oder negativ ist d.h. da dx konstant und dy? 


stets positiv ist, je 
nachdem 


yd’y oder a 


<oD. 
da? > 


87. Eine Ausnahmestellung nehmen zunächst diejenigen Wendepunkte 


2 Ana ne di; 
ein, welche die Ordinate zur Tangente haben, für welche also T = 00 und 


1 1 i i j E ; ß 
somit auch - m (3) = x ist. Da in diesem Fall die beiden dem Wende- 


punkt unendlich benachbarten Punkte auf der Ordinate des Wendepunkts 
liegen, so gehören zu einer einzigen Abseisse & drei zusammenfallende Sub- 
tangenten % und da erst die beiden nächsten, um ein weiteres Differential 
entfernten Kurvenpunkte mit den Abseissen 2 + dx und x — dx wieder 
gleiche Subtangenten besitzen, die jedoch von derjenigen des Wendepunkts 
selbst um unendlich wenig verschieden sind, so entspricht diesem besonderen 
Wendepunkt der geg. Kurve ein Rückkehrpunkt der Subtangentenkurve. 
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Die Richtigkeit dieser Schlufßsfolgerung wird bestätigt beispielsweise 
durch die Aufstellung der Subtangentenkurve der Kurve dritter Ordnung 


(3) f(x, Y) = a? (x tr a) I: (y ai a)” PEN 0, 


die in (a,a) einen Wendepunkt mit der Tangente = a besitzt. Setzt 
man den Wert von 

1 BEER. ER 

de 3(y— a)? 


in den Ausdruck für die Subtangente 


so ergiebt sich die Subtangentenkurve 9 (z, «) = 0 durch Eliminätion von 
x und y aus dem System: 


(3) (y— a)’ = a?(a — a) 

.„_ 399 OD’ — ar 
(4) uU = Er ug 
(5) o=?2. 


Um jedoch die Natur des dem Wendepunkt (a, «) entsprechenden Punkts 
der Subtangentenkurve zu ermitteln, verlegt man den Ursprung in letzteren 
Punkt. Für = a und y=a muls also sein «= 0 und 2=0; man er- 


hält daher die transformierte Gleichung der Subtangentenkurve durch Elimi- 
nation von £& und y aus 


(3) (y— a) = u(& — u) 

Pr Lu UU- az 
a Se a® 

(5) z+tu=z, 


wie folgt: Aus (4”) + (5) ergiebt sich 
a (u +z)=3y(y— u)? 


oder | 
a? (u + 2) = 3y(y— a)? — 3a(y— a)’ + 3a(y— a) 
= 3(y— a)’ + 3aly— a)” 
— 302 +3aV az 
oder 
a (u — 22) = 3 Vatz? 
oder 


(u — 22)? — 2702 = 0 


d. bh. der Ursprung ist ein Rückkehrpunkt. 
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Die Differentialkriterien eines Wendepunkts, dessen Ordinate Tangente 
ist, lauten somit 


Y_ 


dy 
= 00 —. > “ 
dia” 


und X, 
dz 


sie sind dieselben wie für den gewöhnlichen Ovalpunkt und den Rückkehr- 
punkt, wenn die Ordinaten Tangenten sind, und doch müssen für diese drei 
durchaus verschiedenen Arten von Punkten auch differentielle Unterschiede 
bestehen, die eben, wie es scheint, in dieser Form der Darstellung der Diffe- 
rentiale nicht zum Ausdruck kommen. Die einzig mögliche Erklärung für 
diese Erscheinung besteht somit darin, dafs die Differentialquotienten je nach 
der Art des betreffenden Punkts von verschiedener Ordnung 00 werden. 


Vergleicht man diesbezüglich die Scheitel der drei Parabeln 
Tu ge 1° =ı 2° u 2 


und bildet man die Quotienten 


dy 1 BR, dy 1 ee : dy 1 BR 
de [322 deze _2 de ! 
2x0? 3.03 303 
dy —1 ı dy —2 5 d’y — 2 4 
> == === x%2 ee ee a “E) "n m—— = xo 3 
da? 3 dx? 5 de? d ? 
4x? 9x3 x 
woraus allgemein (oder auch durch Ableitung von 4” = Aa”) für den 
Ovalpunkt Wendepunkt Rückkehrpunkt 
ungerade gerade ungerade 
d Yy gerade d Y ungerade d Y ungerade 
— Em xD ä == ——ı 05 
dx de dz 
ungerade ungerade gerade 
d’y \ gerade d’y ungerade d’y =e _ ungerade 
de! dx? de? : 


so ergiebt sich aus dieser Tabelle der Exponentialbrüche von © die Art 

d*ı 
der aus I 
dx” 


diese Punkte auch noch der erste 


— 00 bestimmten Punkte der Kurve f(z,y) = 0, falls für 


4 , 
I _ 00 wird. 


eg 2 TE 
Differentialquotient L 


Dagegen. bestimmen sieh aus 
d’y ( 
7= X und —— 
da? d 
die Rückkehrpunkte, deren Tangenten parallel der Abseissenaxe sind, und aus 


dey dy 
En Ö und rg 


die Wendepunkte, deren Tangenten parallel der Abseissenaxe sind, letztere 


erhält man nach dem De Gua’schen Verfahren (vgl. 82.), weil u —= (0 und 
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, 


somit, wenn kein Doppelpunkt bestehen soll, H nicht ebenfalls verschwinden 


darf, aus 


en 
f(,y)=0 und — = 0) 


und entsprechend ergeben sich diejenigen Wendepunkte, welche die Ordinate 
zur Tangente haben, aus 


N RR o*f at 
fa, y)=0 und a 0) 
so z. B. hat die oben behandelte Kurve dritter Ordnung 


fa,y)= (y — 4) a? (2 — a) = 0 

zufolge 
ns 
Au) 


den Wendepunkt (a, a) mit der Tangente & = «. 
88. Die Übereinstimmung der in 87. entwickelten Differentialkriterien 


der Wendepunkte mit den von De Gua in 82. aufgestellten ergiebt sich aus 
dem in 75. als Gleichung (6) entwickelten zweiten er Differential 


(1) 0= u dx? +25 z 98 rdy +2 aa? +57 ray: 
Demgemäls ist für Wentanie 
OF gu Ba a deay +? y® 
(1a) dy=— er 7, — 0 
ey 


und somit, da bei beliebiger Lage des Wendepunkts a. nicht verschwindet 


oder unendlich wird 


(2) dar + 2501 dudy+ on — dp —=0 


und daher auch das Integral 


(3) ZT a2 + 2 u 


also besteht thatsächlich die von De Gua erstmals aufgestellte Bedingung 
einer gemeinschaftlichen Wurzel des nach seiner Methode gebildeten ersten (3) 
und zweiten Differentials (2). 

Als Beispiel für den Nachweis der Übereinstimmung seiner Methode 
der Aufsuchung von Wendepunkten an beliebiger Stelle mit derjenigen von 
Leibniz bezw. De l’'Hospital behandelt De Gua die verlängerte Cyeloide, deren 
Differentialgleichung lauten möge 


(3a) (Ta—32)de —3VY2ax — dy=0. 
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Nach De Gua ist somit 


(4) — Bd —3- Ze — —; dedy = 0 


oder da gemäfs der Voraussetzung dx endlich ist 


(4a) Y?ax — da +(a— a)dy= 0 


und somit durch Elimination von dx und dy aus (3a) und (4a) 


V2 ana! Ta—32 
2— a  3V%an—a®’ 
7 
woraus = eg eb, 


Nach De l’Hospital erhält man 
dy _Ta—3x 


de "s3Yy2ac— a: 


— (Ta—32) 2a — 2x) 
—— 3 yY2ar — x? — 


Ey 1 ayraz a: 0 
da 3 200 — a! vw 
somit 8(2us — a) + (Ta —3r)(a—x)=0, 
7 
woraus zu 


Verschwindet 2 was nicht blofs bei Rückkehrpunkten, sondern bei 


sämtlichen mehrfachen Punkten, ferner bei den schon oben (vgl. 87.) unter- 
suchten Oval- und Wendepunkten statt hat, deren Tangenten der Ordinaten- 
axe parallel sind, so folgt aus dem vollständigen zweiten Differential (1), dafs 


a +2: day + 5 = 
und somit der aus (1) berechnete Wert für d?y, nümlich 
Dan da +2 u day + 55 du’ 0 
(1 a) öf FT: 


d. h. unbestimmt, worin sich eben die Allgemeinheit des De Gua’schen 
Kriteriums ausdrückt, dals es ein allen Arten von Doppelpunkten gemein- 
sames Kriterium ist. Um den Wert des Bruches (1a) für die einzelnen 
Fälle des Doppelpunkts zu ermitteln, benützt De Gua drei besondere Kurven 
dritter Ordnung, nämlich mit 
1. Doppelpunkt im Ursprung: 
+a®—y)=0 
öf 


of 
—— — 32° + Dax 3 —=6br + 2a 
da 3x" + 2aa gi € 
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of V Ge of 
ao == = + 20 — Ron = 
dy 2ay=+t2ax Yi1+ z PELIT 0 
Gm > I af 
day Fe _30 +20 =] ai — — I. 
dx = x = ey 
2ayı un 2 


2=0 
Da der unbestimmte Bruch (1a) seinen Wert durch Division des 
Zählers mit dx® nicht ändert, so ist der Zähler desselben 


Z=6r +2a— 2a N = 6r 


al... 25, 
und da öl + 2ax 
9 6: 3 ; 
so folgt dy=+ - =+- d.h. endlich. 


2. Rückkehrpunkt im Ursprung: 


> — al + y)”? = 0 


= = 3er? — 2a = 32° —2Va- 8 = AR AR RR 
a 3 a(x + y) = 3a Va-x 0 Zu 6 a 
of E58 ö°f 
s = —- 2ale +y)= —-2Ya-@2=0 = — 2a 
ey ( nn Y) V 0x ’Yy 
8 = 
dy 32° — 2 Yu? 2 Ya f 0° 9a 
—_— a —| ZI oo wm Zi 
dx 4.8 a ey? 
—2Yya:a® | 2 ya 
2 =) 
somit 


Z = (6x — 2a) — 4a(— 1) — 2a (— 1)? = 6x 
und daher 


68 —3 
d’y= _ 


%.102.4 
— 2Ya-x? Va:x? 


= © 


e= 


in Übereinstimmung mit der Forderung von Leibniz bezw. De 1’Hospital. 
3) Isoliertem Punkt im Ursprung: 


®— ala + y) = 0 


ef = 2 Dam of — fr 5) 
re 3% 2ax a 60 — 2 
ef eo . 0° 
24 = — 2uay=+ 242 Y —1 3 = 0 
ey = a ox60y 
dy 302 —2a | m of 

a ee -— e uni 
da ae ii 

+?a a 1 


somit ie, 
7 = (62 — 2a) — 2a (+ V- i) = 67 
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und da 
IN art 
Er + au y — 1 
e=0 
so folgt 
62 sy —1i . 
Ey —— ne ee. d. h. imaginär. 
+2aeyVy —1 “ ; 


Hiermit stellt also De Gua mit Hilfe der eigenen Differentialmethode 
die Kriterien für die Doppelpunkte im nächst höheren zweiten Differential 
d?y auf, wobei sich in Übereinstimmung mit der Subtangentenmethode zeigt, 
dals d?y nur im Fall der Koinzidenz der Tangenten unendlich wird. Um 


i : dı Ö : r : z 
also die Art eines aus n = bestimmten mehrfachen Punkts einer Kurve 


: P j da 
f(x, y) = 0 festzustellen, ist zu untersuchen, ob für diesen Punkt ie end- 


lieh, unendlich oder imaginär wird, dem entsprechend ist der Punkt ein ge- 


: ’ 1 de 2 d? 
wöhnlicher Doppel-, ein Rückkehr- ‘oder ein isolierter Punkt. Wird 4 


dx” 
ebenfalls unbestimmt, so giebt das dritte Differential d’y den Entscheid, da 
es sich alsdann um einen dreifachen Punkt handelt, in welcher Weise möge 
im Folgenden nur für die höchste Singularität des dreifächen Punkts durch- 
geführt werden. Jedenfalls zeigt die vorstehende kurze, auf wenige aus- 
gezeichnete Punkte beschränkte differentielle Untersuchung, dals, wenn schon 
die auf d?y gegründeten Kriterien grofse Schwierigkeiten zu überwinden 
bieten, vollends, sobald es sich um implizite Funktionen höherer Ordnung 
handelt, die übersichtlichen eindeutigen und hinreichenden Kriterien De 


Guas, die (vgl. 55 und 73 ff.) für jeden beliebigen vorliegenden Fall nach 
analytischer Methode rasch aufgestellt werden können, den Vorzug verdienen. 


Spitzpunkt und Flachpunkt. 


89. Die Unvollständigkeit und Zweideutigkeit der von Maupertuis (vgl. 9.) 
für Spitz- und Flachpunkt aufgestellten Differentialkriterien zeigt De Gua 
mittels der Subtangentenkurve. 

Da im Spitzpunkt drei Tangenten sich vereinigen, so gehören zur Ab- 
seisse des Spitzpunkts drei gleiche Subtangenten, die, beliebige Lage des 
Spitzpunkts vorausgesetzi, weder Maxima. noch Minima sind. Dem Spitz- 
punkt entspricht daher ein Wendepunkt der Subtangentenkurve, dessen 
Ordinate Tangente ist, somit bestehen gemäls 87. die Bedingungen 
d Vz) = © und d* Pr zei. *) = © 


dy 
oder 


(1) d’y = 00 und Ey —= © 
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aus welchen sich zusammen mit der Gleichung der Kurve f(z,y) = 0 die 
Spitzpunkte derselben ermitteln. Voraussetzung ist dabei noch, dafs für 


’ z du h iR 
einen solehen Punkt d’y, analog -—, von der Ordnung des Exponential- 
ve de’ oO 


ade 
bruchs aaa unendlich wird. 


Schneidet eine gewöhnliche Tangente die geg. Kurve beiderseitig in 
noch je einem Punkt und vereinigen sich diese beiden Punkte mit dem Be- 
rührungspunkt der Tangente, so entsteht der Flachpunkt. Vom Berührungs- 
punkt aus gerechnet ändert daher nach beiden Seiten hin, auf Grund dieser 
Entstehung, die Tangente erst beim übernächsten Punkt ihre Richtung d. h. 
zu drei unendlich wenig verschiedenen Abseissen gehört nur eine Subtangente 
oder: dem Flachpunkt entspricht ein Wendepunkt der Subtangentenkurve 
mit einer zur Abscissenaxe parallelen Tangente, wofür gemäfs 87. die Be- 
dingungen lauten 

d BE = (0 und ge (ZEN) - Ö 
dy dy 
oder 
(2) ey=0 und ey=0O 


welches Ergebnis auch. aus der Überlegung folgt, dals die Ordinaten von 
vier konsekutiven Kurvenpunkten, nämlich 

Y 

y+dy 

y+dy+dly+dy)=y+ 2dy+ dy 
y+23dy+ dy+dly+2dy+ dy)=y+ 3dy+ 3d’y + d’y, 

wenn diese Punkte auf einer Geraden, der Tangente, liegen sollen, dem Pro- 
portionallehrsatz zufolge eine arithmetische Reihe y, y-+ dy, y+ 2dy, y+ 3dy 
bilden müssen, was nur möglich ist, wenn gleichzeitig 
(2) Ey 0 und Py=0. 
Die Existenz eines jeden aus den Gleichungen (2) und der Gleichung der 


Kurve f(x, 4) = 0 bestimmten Flachpunkts ist somit an eine Bedingung 


zwischen den Koeffizienten der gegebenen Gleichung geknüpft. 


IV. Abschnitt. 


Übungen. 


Untersuchung der Kurven dritter Ordnung y° = 2° — ax? + b?x. 
Verhalten im Ursprung. 
90. Man erhält 
für = 0 drei gleiche Werte y = 0 
»„ 9=0 drei verschiedene Werte z (x? — ax +1”) —= 0 
d. h. der Ursprung ist ein Wendepunkt mit der Ordinatenaxe als Tangente. 
Die Abseissenaxe schneidet die Kurve aufser im Ursprung noch in zwei 
weiteren reellen Punkten falls a? > 45°. 
Mehrfache Punkte, 


91. Eine Kurve dritter Ordnung kann höchstens einen Doppelpunkt be- 
sitzen. Derselbe ergiebt sich aus 


(1) (a,y)=-yP —-z@®— ar +)=0 
& öf in 2.2 v a2 __ 
(2) rin 32° — 2a + —=-0 
« of Ei 2.8 __ 
(3) a äy— (Od 


welches System sich reduziert auf 

(@? — ar +) —0 

3° —- Bar +=0 
woraus entweder oder 

32° — 2a + =0 32° — 2a Hi =0 

(@) u. 805 \ 
20] 2 —-act+t—=0| 
Der erste Fall ist nur möglich, wenn b=0, alsdann verschwindet der 
Wendepunkt, an seine Stelle tritt ein Doppelpunkt mit zwei zusammen- 


fallenden Tangenten = 0 d.h. ein Rückkehrpunkt, dessen Tangente die 
Ordinatenaxe ist. 
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Im zweiten Fall ergiebt sich der Doppelpunkt als gemeinschaftliche 
Wurzel zweier quadratischer Gleichungen (5). Die Bedingung hierfür ist 
das Verschwinden der Resultante dieser Gleichungen, die sich berechnet auf 

2? — ac + 0° 32° — 3a +0? |3 

30° — 3as + 30° | 
ax — 2622? — ax + D2- 


«& «4 d 
6} h® 
Ye | 
a 
(2b® a Eu 
( rg a) 2 -+-b 
( D> ) 352 ( D ) 
— — HI — — dd 
Ne he 
4 
= I ee 
8 
oder 
(6) (2b +a)(2 —a)=0 


Hieraus folgt: 

1) für b=0 geht der letzte Divisor «= — 2b? = 0, der die gemein- 
schaftliche Wurzel der Gleichungen (5) darstellt, über in ax — 0, woraus 
entweder 2= 0 d. h. der erste Fall (4) oder a= 0, woraus 


oder Be 
W-)ray+)=0 


also ein Zerfallen der Kurve in eine Gerade und einen auf ihr liegenden 
isolierten Punkt 1. Art. Es ist somit nur möglich 


2) dafs 2 +ta=0 oder a=+ 2b 
und daher die gemeinschaftliche Wurzel aus 
di au. 0 ee 
iu ——— zu = —. 
4 2 


In- beiden Fällen + 2b ergiebt sich derselbe Punkt der Abseissenaxe als 
Doppelpunkt. Die Tangenten desselben bestimmen sich aus dem zweiten 
De Gua’schen Differential 
Gydy? + (2a — 6r)da? = 0 für ı--, y=-0O 

zu da? = 0 
d.h. zwei mit der Ördinatenaxe zusammenfallende Tangenten, also ein 
Rückkehrpunkt. 

Wendepunkte. 

92. Eliminiert man = als gemeinschaftliche Wurzel des ersten und 
zweiten Differentials nach De Gua aus 


Sauerbeck, Gua de Malves. 1) 
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0 (£ $ , o 2 

(7) du,=3sy- ne — 32? — 2ar +0’) = 0 
£ lay\2 : . 
(8) d, = 3y (2) + (a — 3%) — () 


entweder mittels der Staflelrechnung oder durch Einsetzen des Werts aus 


(7) in (8), so folgt 


(9) y[3yP (dr — a) — (38? — 2ar + 0°) — 0 
woraus entweder 

a) y=0 
und somit wegen (1) 0= x(a? — ax + 0°) 


also aufser dem Ursprung zwei weitere reelle Wendepunkte auf der Abseissen- 
axe unter der Voraussetzung a? > 45°; oder mit Berücksiehtigung von (1) 

b) 3a — ax? + b’r) (38 — a) — (30° — 2ar + WW 0 
vereinfacht 
(10) (a? — 30)? — aba + = 
eine. quadratische Gleichung, deren Diskriminante 

+ (120° — 34°) S 0 

je nachdem «a? z 40° d. h. werden im Fall a) die beiden aufserhalb des 


’ 


Ursprungs liegenden Wendepunkte der Abseissenaxe imaginär, so erhält man 
hierfür aus (10) die reellen Abseissen zweier anderer Wendepunkte. Um 
zu untersuchen, ob diese neuen Wendepunkte ebenfalls imaginär sind, oder 
reell werden können, hat man ihre Ordinaten 4 zu berechnen. Dies ge- 
schieht durch Elimination von x aus dem System 

(10) (a? —3 v?) ee — abe + t=0 

(1) F—- a + — PO 

nach dem Kettenbruchverfahren wie folgt: 


: : ) j x a(4b°— a‘) 
(3) —ada+ it — an + Vin —y | at \ } 
4 


ab* 
3 2 | | 
ZZ GTTUTEEEPEVTF HH — HH 
a? — 3b? a? 36°" | 


4b’ a! „ , Db’(at — abi) 
tage TI 

4b’— a? „ atb’(db?—a) , ab'(db’— a) 
"amt I Tar-gn ® (a? — 30) 
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4 


3b*(ab?— a?) ab*(4b? — a) en . 
(ar BR He warst a +9 ) geht in 

2 _ HN. aber pi (a I, EEE RL 
(a 3b )% ab’c+b 3b*+(4b?— a?) 2: | 3 bi (4b? — a‘) 


2_9701.2_f... \ar—30N-x 
3 ansann—an 
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ala? — 6b (a? — 8b3)?y* | 4 
Han) et 
nn. — ?) s\f., se (at — 36? )? 
& REF ) a -( (a? - 353)? +) | a) Ba — a?) 
ab* ea), [7 en 6b8 } (a” — 35%? ei. (a* a 
(11) + +( (a® — 359° er 1E 2 BETT (4b! a | 3b’ab?—ua? 
oder durch Reduktion 
br (ab? — a) + a®b‘ (4b? —ad){a? — 619) @ rg AN. 
_ NT a ' 3@_ 378 je en BE 2 (a — 6)? 2) y? + - (a? ah )y 
2 __ 35: 3 
a (a >“ Pi y _ 0, 


3b!(4b! — a 3Y 
woraus schliefslich 


(1 1 a) b® (4 bh? er a?)" nu ab* (4 h°? Sur a?) (2 a =: D°) I + (a? en 5?) ‚ y® =) 


d. h. eine in 4° quadratische Gleichung, die höchstens zwei reelle Wurzeln 
liefert und da die Kubikwurzeln der letzteren, d. h. die Ordinaten 4, selbst 
wieder reell sind, so folgt, dals die geg. Kurve dritter Ordnung endliche 
reelle Wendepunkte höchstens in der Zahl drei besitzt, einer derselben liegt 
stets im Ursprung. 


Miltelpunkte. 
93. Sie bestimmen sich gemäfls 30. aus 
(1) f(a, 1 u — a +Vr)=0 
c GR... j 
(13) 7 = by =0 
x Pi y® ‘ 
of a 
(1 4) exey =. 


ur re y= 0, welche Werte in (1) eingesetzt, die Bedingung ergeben 
(15) a (9b? — 20°) = 0 
also entweder 4 —= 0, womit auch 2 = O0 d.h. der Ursprung ist Mittelpunkt 
oder 24° = 9b?, dann bleibt x = 2 der Mittelpunkt liegt alsdann auf der 
Abscissenaxe. 

Unendliche Zweige. 

94. Da das Aggregat der Glieder höchster Ordnung 

P—=0 

eine einzige reelle Wurzel y— x = O besitzt, so hat die Kurve auch nur 
ein Paar hyperbolische Zweige in der Richtung y = x. Soll die Asymptote 


durch den Ursprung gehen, so mus y—xz=0 eine Wurzel des nächst 
gy# 


Ü 
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niederen Aggregats sein, was nur möglich ist, wenn «= (0) wird, b aber 
endlich bleibt, da sonst die Kurve zerfällt. Die Annäherung der Kurve 
an die Asymptote erfolgt alsdann gemäfs. 40.a nach Art der konischen 
Hyperbel. 

Um die Lage der Asymptote, deren Richtung y = x ist, zu ermitteln, 
verlegt man den Ursprung in den Schnittpunkt (0, g) der Asymptote mit 
der Ordinatenaxe, weil alsdann nur 4 zu ändern ist. Dies geschieht mittels 
der Transformation 

y-y-q ode y=-a+ty), 
womit die Gleichung der Kurve, wenn die neue Ordinate y' wieder mit y 
bezeichnet wird, übergeht in 

y+l)’=a®?— an + ba 

oder nach Aggregaten geordnet 
(16) ga)Er - HI +ar +3 Var =0. 
Soll also die Asymptote durch den neuen Ursprung gehen, so muls y=x 
eine Wurzel des Aggregats zweiter Dimension sein, somit 


N sg t+a—0, woraus -— = 
d. h. die Asymptote schneidet die Ordinatenaxe in der Entfernung — = Be 


alten Ursprung. 
Hat auch noch das folgende Aggregat die Wurzel y= x, ist also 


3 ; 9 
(18) 2 2 bWr=0 woraus a —-30—0, 


so wird unter dieser Bedingung die Asymptote zur Wendeasymptote, die zu 
ihr parallele Sehnenschar besitzt daher einen Durchmesser nach Art der 
Kegelschnitte, da jede Sehne der Schar die Kurve nur noch in zwei end- 
lichen Punkten schneidet (vgl. 29.). Letzteres Ergebvis folgt auch, wenn 
die Ordinatenaxe um den neuen Ursprung gedreht wird, bis sie mit der 
Asymptote zusammenfällt, wobei (16) übergeht in 


1. 6° p 10°’p 
F(z, DET E ET? + ayza da? + a7 3a 0, 
: & ; 
wo an Stelle von x, y, dx, g die Werte nu, nu, 2, — z zu setzen sind 


(m -=n weil — 1), somit 
Y 
1? G 
ne a ek N a  : 
F (2, ”) Nu ana + - zmu— gg nu + an b’n-w 
+ (—3n?u + 2anu— ber +— (-6nu +2)°+-— (-— 6) 2? 


(19) =3n?.2u + (an? — 2anz-+n- Lee Tr +23— a8 +, +! 


Übungen. 133 
woraus für z= 0 sich ergiebt 
N (992 g a’ 
3 (3 -e)u+ 5 = 0 


d. h. zwei Schnittpunkte fallen naturgemäls ins Unendliche und der dritte 
BR 


ebenfalls, sobald In (ab’— a) 
(18) 3 — d=0. 


Ist aber @— 0, so folgt «= 0 d.h. die Asymptote geht durch den Ur- 
sprung in Übereinstimmung mit 94, oben. 

Klassifikation. 

95. Nach den von Newton in der Enumeratio gemachten Angaben, die 
später zuerst von Stirling, dann von Nicole bewiesen wurden (siehe Ab- 
schnitt I), läfst sich durch geeignete Wahl des Koordinatensystems die 
Gleichung einer beliebigen Kurve dritter Ordnung auf eine der vier Normal- 


formen bringen 
L. sy +y=aR+ba?+cr+d 


11. zy=a®r+ba+er+d 
IH, Yard +be+cr td 
IV. yza®+ba+ca+d 


(vgl. hierzu 114 ff... Nun hat die Gleichung (19) der auf eine ihrer Asymp- 
toten als Ordinatenaxe bezogenen vorliegenden Kurve dritter Ordnung 


= 


(3b? — a’)n a® 


3 U > D— ur? n- b’z+ 57 


F(2,u) = 3n?. zu +3n- Pu — 2an-zu+ 


bereits eine Form, die der Normalform I am nächsten U) 
kommt, da somit, wenn die bestehende teilweise 
Übereinstimmung nicht gestört werden soll, nur 
noch zwei Bestimmungen über die Lage des Ko- 
ordinatensystems beliebig getroffen werden dürfen, 
nämlich eine Verschiebung des Ursprungs auf der 
Ördinatenaxe und eine Drehung der Abscissenaxe Z, 
so wird man, um die vollständige Übereinstimmung 
mit der Normalform I zu erreichen, jene Verschie- 
bungs- und Drehungswinkelgrölse so wählen, dafs / 
die Glieder 2° und zw verschwinden. Geht man 
daher (siehe Fig. 69) mittels Fig. 6%. 


uv=p+y-+ m& und z= NK 


zu den neuen Koordinaten x, y über, so lautet mit (p-+y), nz, mx an 
Stelle von u, 2, dw die transformierte Gleichung 
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1oF 1.0824 1o’F 
ER _ md os _L _ du 4 — —_— re 
B(a,y)=F(su+7 2, te zu du?, 
wobei 
OF " Bi «* 
ee er + Ins — 2ane+n (1° — ) 
CU b 
OL 6n°? 
u 
2”’F 
— = 0, 
du‘ 
somit 
(x, y) = In’: : +)? + 3nPar(p + y) — Zantz(p + 9) 
1° 
+n( ih 2 — ana? ’-Dinc+ 5, 
P ; } a PR «a? 
+ - (p+y) + 3nda? — Lan’ +n (v _ 5)) mi 
- 6n®m? 
> q R g - 2/0 N a? 
(20) =3ntıy? + 3n(1+ 2m) eyt+ 2n’(öpn—a)ay-+n (° —_ 5) Y 


+n’(1 + 3m + 3m)? + n? (np — a+ 6bmnp — 2 um) x? 
2 2a 
+n (30°7° — Banp +1? +m (u — - 5)) stn (B° - -5) p»+ 5, 
und daher 
3(1+2m)=0 und 2m? (3pn — u) = 


woraus die einzig möglichen Werte 


R 1 j it 
"zZ und De 
mit welchen die transformierte Gleichung (20) übergeht in 
— (6? 1 3b? — a? a (9b? — 2a?) 
8 , \ 
a Se — —— 24: = 
Pay)=ay +2 un ya Tg tr as 
oder 
30° — a? T- o& a? — 35° ai? a? 95°) ) 
ee EN N RR 
(21) xy er In? y 12 N 18n? 2 + s81n® 


Da das Glied x? in (21) unabhängig sowohl von den Koeffizienten der geg. 
Gleichung (1) wie von n stets negativ ist, so sind (vgl. Opuscula Newtoni 
Enumeratio, pag. 258. 5) sämtliche durch Variation der Konstanten « und 
b entstehenden Kurven dritter Ordnung 


(1) w— a? — an? + b°r 
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defektive Hyperbeln dritter Ordnung d. h. Hyperbeln, die zum Unterschied 
gegen die konische Hyperbel nur eine einzige Asymptote besitzen, die ent- 
weder gewöhnliche Asymptote oder Wendeasymptote sein kann. 


Die Kassinoide 


(1) (2? 4 y?)> — 21° (2? — y) nr 2er — et, 


Ursprung und Axen. 

96. Da x und x nur im Quadrat vorkommen, so erhält man für jedes 
beliebige # bezw. y zwei Wertepaare + 4 bezw. + x d. h. die Kurve liegt 
zu beiden Axen symmetrisch. Wegen des fehlenden Zeichenwechsels in der 
nach 4° geordneten Gleichung 
(1a) Mr2( Hd) + — 20a + 2a — u= 0 
sind jedoch die beiden zu einem bestimmten x gehörigen Werte y° von ent- 
gegengesetztem Zeichen, von den vier Wurzeln % selbst sind also nur zwei 
reell, die beiden anderen imaginär d. h. die Parallelen zur Ördinatenaxe 
schneiden die Kurve stets nur in zwei zur Abseissenaxe symmetrischen 
Punkten. 

y=0 giebt aus + — 2! +2 — d=0 


j 1 9 
die vier Wurzeln Ze =t 1 = + v2 1? —aR, 


man erhält also vier bezw. zwei symmetrisch liegende Schnittpunkte auf 
der Abseissenaxe, je nachdem AS 20°, ist 4° = 206? oder «= 0, so fallen 
zwei der vier Schnittpunkte in den Ursprung, letzterer ist also ein Doppel- 
punkt und ist a? = b?, so liegen auf der Abseissenaxe zwei zum Ursprung 
symmetrische Punkte I. Art (+ «a, 0). 

Ordnet man die geg. Gleichung nach x, also 


1b re Nr Hi — = 0 
y Y 


so zeigt sich je nach dem Wert von % ein Zeichenwechsel oder nicht d. h. 
die beiden Wurzeln x? können sowohl gleiches als entgegengesetztes Vor- 
zeichen haben m. a. W. die Parallelen zur Abseissenaxe treffen die Kurve 
entweder in vier reellen oder vier imaginären oder zwei reellen und zwei 
imaginären Punkten. 


z=0 giebt as +2? +2 — = 0 
die vier Wurzeln Ya ta Yv-ı Ya + Va! — 20°, 


man erhält also, und zwar unter der Voraussetzung a? > 25° nie mehr als 
zwei reelle zum Ursprung symmetrische Schnittpunkte auf der Ordinaten- 
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axe; ist a? < 25°, so schneidet die Kurve die Ordinatenaxe überhaupt nicht 
und ist a = 2b? oder «= 0, so fallen die beiden reellen Schnittpunkte in 
den Ursprung, letzterer ist alsdann ein Doppelpunkt (siehe oben). Man er- 
hält demnach zunächst folgende gestaltliche Verschiedenheiten der vorliegen- 
den Kurve: 

a? < 2b?, so schneiden die Parallelen zur Abseissenaxe die Kurve in je 
vier Punkten, die Kurve besteht somit aus zwei getrennten Ovalen ohne 


Wendepunkte, jedes von der auf der Abseissenaxe semessenen Länge 
’ L} Lee) Ss 


+aF y30° — a? (Fig. 70). 

a? = b?, so wird diese Länge null d.h. die Kurve besteht nur noch 
aus zwei isolierten Doppelpunkten (+ a, 0). 

a? = 2b? oder 4—= 0, so vereinigen sich die Ovale zu einer Lemnis- 
kate mit Doppelpunkt im Ursprung, siehe 97. 

a? > 2b?, so verschwindet die Lemniskate und die Kurve wird zu einem 
Oval mit vier Wendepunkten, siehe 99. 

Doppelpunkte, 


97, Gemäls dem Vorhergehenden tritt ein Doppelpunkt im Ursprung 
auf, sobald 2b? = a? oder «= 0, die entstehende Lemniskate hat alsdann 
die Gleichung 
(2) Yard) =0. 


Die Tangenten des Doppelpunkts ergeben sich aus dem Aggregat der Glieder 
zweiter Ordnung zu 

@-)at+n)=0, 
jeder dieser Faktoren kann aber zugleich als Wurzel des fehlenden Aggre- 
gats der Glieder dritter Dimension betrachtet werden, daher sind die 
Winkelhalbierenden des Axenkreuzes Wendetangenten des Doppelpunkts im 
Ursprung. 


Nach dem allgemeinen Verfahren erhält man die Doppelpunkte aus 


of 2 2 3 ; 
(4) en -4yryrd)=0 


x =0 in (3) giebt aus (4) entweder y=0 oder y=-+ by—1i 

£=+YVb?— y? in (3) giebt aus (4) y=0 oder b=0, allein für 
b=0 würde aus der geg. Gleichung folgen 2° +y?= 0, was unmög- 
lich ist. 

y=0 in (4) giebt aus (3) entweder =0 odr z=+b. 

y=+Y-b°’— a? in (4) kommt als imaginär nicht in Betracht. 
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Daher kann es sich nur um zwei Fälle handeln, den Ursprung und die 
Punkte + Db der Abscissenaxe. 
1. Für den Ursprung folgt aus der geg. Gleichung (1) 
a? (26° — a?) = 0 
d. h. die Bedingung, unter welcher der Ursprung Doppelpunkt wird, ist 


entweder 22? = a? oder a =. 
2. Für die Punkte +5 der Abscissenaxe folgt als Doppelpunkts- 
bedingung aus (1) in Übereinstimmung mit dem Früheren 
a—V”=0 oder a? = D2. 
Zur Feststellung der Art der gefundenen Doppelpunkte dient das zweite 
Differential nach De Gua. Es ist 


a ER 3 a, BT 2 Reh 2 
FF CE. +9? — 0°) day say te + 3,4? + ?) 


daher 
5) LE +3 +bN)dy + Arydady + (3a + yP— Wa 0, 


woraus für 


(58) ld 2 El da +dy®=0 d.h. konjugierte Punkte 
(5b) v= 0, Y bien dx? a dy® Pe, 0 oder = u + i; 


d. h. der Ursprung ist im letzteren Fall ein wirklicher Doppelpunkt mit 
den Winkelhalbierenden des Axenkreuzes als Tangenten. 
Da in (1) Glieder dritter Dimension nicht auftreten, so wird man auch 


ns j i ! e da A 
das dritte Differential d, auf die Wurzeln —” untersuchen. Es ist 


dx 
Dee SO DI 
a a I 


somit 
d, = xda? + yda’dy + adedy? + ydy, 
welche Gröfse für = 0, y= 0 identisch verschwindet, die Wurzeln (5b) 
von d, können daher auch als Faktoren von d, betrachtet werden d. h. die 
beiden Tangenten des Ursprungs sind Wendetangenten; 
für c=+b, y=0 wird d, = 24b (da? + dy?)de, 
also sind auch für diese beiden Punkte die Wurzeln (5a) von d, zugleich 
Wurzeln von d,, die isolierten Punkte + 5 der Abseissenaxe können daher 
als Schnittpunkte je zweier imaginär konjugierter Wendetangenten betrachtet 


werden und da 


d, = 24dy! + 48da’ay? + 24dat = 24 (da? + A?)* 
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so sind für diese Punkte die Wurzeln von d, sogar noch Wurzeln von d,. 
Würde man also mittels der Taylorschen Reihe und den Werten + b, 0, 2, u 
an Stelle von x, y, dx, dy die Gleichung der vorliegenden Kurve auf einen 
der beiden Punkte + 5b der Abseissenaxe als neuen Ursprung beziehen, so 
liefse sich die transformierte Gleichung, da das konstante Glied und das 
erste Differential, letzteres identisch, verschwinden, mit 2 + u (= da? + dy?) 
durchdividieren d. h. die transformierte Gleichung spaltet sich in zwei qua- 
dratische Faktoren oder die vorliegende Kurve zerfällt in zwei Kegelschnitte. 
Thatsächlich geht (1) für a? = b? über in 
rat) +! 
= (+ y+2d2 +09)? + yi— 2b + 0°), 
die Kurve zerfällt also in zwei Kreise vom Halbmesser O0 mit den Mittel- 
punkten + 5 auf der Abseissenaxe oder in vier imaginär konjugierte Gerade 
y=+t(c+b)YV-i wd y=-+(e-b)Y-1. 

Da bei Herstellung der auf einen der Doppelpunkte (+ 5,0) als Ur- 
sprung bezogenen transformierten Gleichung das zweite Differential d, d. h. 
das Aggregat der Glieder zweiter Dimension in (2, z) identisch verschwindet, 
wenn b= 0 ist, wss2=0, u = (0, a = OÖ nach sich ziehen würde, so folgt, 
dafs alsdann die Kurve im Ursprung einen dreifachen Punkt hätte, alleın 


unter dieser Voraussetzung verschwindet auch d, identisch und die Gleichung 
der Kurve reduziert sich auf 


(2? + yr = 0 
d. h. die Kurve wird zu einem isolierten vierfachen Punkt II. Art mit zwei 
zusammenfallenden Paaren imaginär konjugierter Tangenten. 
Wendepunkte und Flachpunkte. 
98. Bildet man die Bedingungsgleichungen, dafs für Wendepunkte : 2 aus 


d, berechnet, eine Wurzel von d, und für Flachpunkte auch noch eine Wurzel 
von d, ist, so kommt, beginnend mit dem einfacheren d,, durch Einsetzen von 
dy=—i- f- (HP Mi de=i- en = ya ty? +0) 

ser HN ++) ty — 0) 
= ady (2° a3 y? + 0?) (22 ae y _ v?) RR ad (x? 4 y Ps b?)> 
= ya ++) HP ++ (+ 9°) 
+ay (+ PN) ya yP+ N) + ala + pP DR) 
— 2 y ya +++ ala +? 09)°) 
= yet y)+ 28 ya?) +6 la’ +y”)) 
6) E23 aya Hy) Hy + 2 — ar) + bt) 0 
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4, za (+34 8°) (+ B— Aatye (a? + y°+ 0°) (+ y°— 0°) 
+ PB +y— 0%) (a + y?’+ 02°? 
— (+ HPA + yP+ 0%) (a +? 0°) 
+y?(a+ 024 20%) (24 yP+09) 
— (2° + 9) {a (0 + PD + yP (ar ty? + 09°) 
+0 (Hy (a + yE+ 09?) 
+22 pP (4-0) (24 0°) (24 yP+09) + (a4 yP+09)) 
= (++) Hr HH?) 
20H) HE lat PP pP ar+ pP) ty?) HBbtary? 
(+ PH) + RR) 
+ b2a8 (a2 4 y9)? — 29° (0? + y%) + bt + A02y?) 
De lad + N? + 20° (a4 y) + bt — Ab°a? 
N Get MH HF) HU) = 0. 


Da der gemeinschaftliche Faktor beider Differentiale d, und d,, die ge- 

schweifte Klammer, nach 4° geordnet: 
y* + 2 (a? 4 b?) y? . (2° 2. b*)° 0 

wegen des fehlenden Zeichenwechsels für alle Werte von x nur negative 
Wurzeln y°, also nur imaginäre Wurzeln y ergiebt, ausgenommen für 
=—b°=0 oder = +D, in welchem Fall y= 0 und aus der Kurven- 
gleichung (1) die Bedingung a? = b? folgt, so kommen als Flachpunkte nur 
die Punkte (+ b, 0) in Betracht, allein für diese Koordinaten verschwindet 
ef 


sowohl 3% als er die betreffenden Punkte erfüllen also Bedingungen, die 


den mehrfachen Punkten, nieht aber dem Flachpuukt als einfachem Kurven- 
punkt zugehören: sie sind nach den obigen Untersuchungen isolierte Punkte 
I. Art. Die geschweifte Klammer liefert somit als Faktor von d, über- 
haupt keinen Flachpunkt. Von den übrigen Faktoren des Differentials d, 
würde y= 0 mit der eckigen Klammer in d, kombiniert den Ursprung als 
Flachpunkt ergeben unter der Bedingung 25? — a? —0 oder «= 0 ge- 
mäls (1), dieser Punkt genügt jedoch wieder den Bedingungen mehrfacher 
Punkte, er ist gemäfs den Untersuchungen in 97. ein Doppelpunkt mit 
Wendetangenten. Da endlich die Faktoren @ + y?=0 und ?=0, der 
eckigen Klammer (6) zufolge, sich gegenseitig bedingen und gemäls 97. 
einen vierfachen isolierten Punkt‘ II. Art ergeben, so bleibt nur noch zu 
untersuchen, ob der letzte Faktor x = 0 des Differentials d, einen Flach- 
punkt bestimmt. Für diesen Wert folgt aus der eckigen Klammer (6) ent- 
weder y=0 oder y=+b. Der erste Fall ist als ausgeschlossen bereits 
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erledigt. Im zweiten Fall dagegen verschwindet nur . r nicht I; die 
0% 04 


Punkte (0, + 5b) der Ordinatenaxe sind somit thatsächlich Flachpunkte mit 
Tangenten parallel der Abseissenaxe, unter der aus (1) folgenden Be- 
dingung 
3 +2? —- d=0 

oder 

39 - aA)(? +0)—=0 
die sich, da a? -+ b® nie verschwinden kann, wenn die Kurvengleichung 
reelle Koeffizienten haben soll, reduziert auf 
(7) a? — 308. 
Die Kurve hat alsdann das Aussehen eines elliptischen Ovals ohne Wende- 


punkte (siehe unten). 


99. Da die geschweifte Klammer in d, entweder imaginäre Punkte 
oder Doppelpunkte liefert, so bestimmen sich die Wendepunkte der geg. 


Kurve aus dem anderen Faktor von d, und der geg. Kurvengleichung, 
also aus 


(1) +2 —- HR — = 0 

d. bh. wenn @=z und „"=u gesetzt wird, analytisch als die Schnittpunkte 
zweier Parabeln 

(Tb) + u? +0?e@—u)=0 

(8) (2 + w? — 2V? (2 — u) + 20? — at = 0 

da in beiden Gleichungen (7b) und (8) die Diskriminante der Glieder höchster 


Dimension verschwindet. Berechnet man die Schnittpunkte direkt aus (7a) 
und ( 1) mit 


"+yf=v und "—f=w, 
so folst 
g a? (a? — 25°) a a?— 2b? 
Ö a ee 
2 fr? 2 13.__9n8% 
’ a atlat—— 25°) a a®— 2b 
10) nn 7 3 


daher besitzt, die geg. Kurve 


1. keine Wendepunkte, wenn a? < 25°: die Kurve besteht aus zwei ge- 
trennten Ovalen; 


2. zwei Wendepunkte im Ursprung, wenn a? = 2b?: die Kurve ist 
eine Lemniskate; 


3. vier zu beiden Axen symmetrische Wendepunkte, wenn 
y I , 
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a a?— 2b? _ a°la® — 2b?) 
al, ge 
oder 
34 +20 — at>o0 
oder 


(30? — a?) (a? + 0?) > 0 
oder da «a? + b? stets positiv, also auch 
3% —-a’>0 
d.h. a? < 30°; 

4. keine Wendepunkte, dafür zwei Flachpunkte, wenn a’=3b?, die 
Kurve bildet ein elliptisches Oval. 

Vertauscht man in (7 a) die Werte x und y d.h. bezieht man die 
durch (7a) dargestellte Kurve auf ein Koordinatensystem mit vertauschten 
Axen, so zeigt sich, dafs die neue Gleichung 
(11) (+ pP)? — (a — yP) = 0 
einen Sonderfall der Gleichung (1) und zwar wegen a = 0 die Gleichung 


einer Lemniskate mit dem Parameter 2 2 statt b darstellt. Die Wende- 


punkte der Kassinoide sind somit die Schnittpunkte mit einer zur Abscissen- 
axe der Kassinoide senkrecht gestellten Lemniskate. 


Variation der Gestalt. (Fig. 70.) 


100. Da a sowohl als b nur in gerader Potenz in (1) vorkommen, so 
hängt die Gestalt der Kassinoide auch nur von den absoluten Werten dieser 
beiden Konstanten ab. Auf Grund der vorher- 
gehenden Untersuchungen erleidet somit die 
Kassinoide für a = 0 bis © folgende stetig in 
einander übergehende Verwandlungen: 


a= (0) eine Lemniskate, 

a?’ <b? zwei Ovale ohne Wendepunkte, 

a? = b? zwei isolierte Punkte I. Art, Fig. 70. 

a® > b? die ursprünglichen Ovale obne Wendepunkte, 

a? = 2b? die ursprüngliche Lemniskate, 

a? > 2b? ein Oval mit vier zu beiden Axen symmetrischen Wende- 
punkten, die zunächst einen grölfsten Abstand von der ÖOrdi- 
natenaxe erreichen, dann sich derselben wieder nähern, 

a? = 3b? ein elliptisches Oval mit zwei durch Vereinigung je zweier 
Wendepunkte entstandenen Flachpunkten in den Schnitt- 
punkten mit; der Ordinatenaxe, 

a? > 3b? ein elliptisches Oval ohne Wende- und ohne Flachpunkte, 
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a? = 00 dann geht Gleichung (1), da Gröfsen, die von niederer Ord- 
nung © sind, gegen solche von höherer Ordnung vernach- 
lässigt werden dürfen, über in 


a 
oder 


+ - A) + H+a)=0 


d. h. die Kassinoide zerfällt in zwei Kreise mit unendlich grofßsen Halb- 


messern, der eine reell, der andere imaginär oY — 1. 


101. Um den genauen Wert von a? zu ermitteln, für welchen die 
Wendepunkte der Kassinoide eine grölste Entfernung von der Ördinatenaxe 
haben, ist in dem Ausdruck (9) für x? die Gröfse «a als variabel zu be- 
trachten, dann wird x” und somit auch x ein Maximum, wenn 


de? —4a’--4ab? 


a 
Pa ah 


d ar ie L° s OÖ 
ee Je—20 A ee 
6 ] E 3 Aa 


oder 


% 


2 (a? — 0°) (2. Ve = »*) ER, 


somit, da «a? > 2b? sein muls (siehe 100.) 


oder 
dat — Ba’b? — It = 0 


woraus, da a? stets positiv ist, die eindeutige Bedingung sich ergiebt 


a’ — (1 + 2 0) b° 


und daher der Maximalabstand der Wendepunkte von der Ordinatenaxe aus 


a DP/L „5 1./ va/ı fi): , .\flıcr 

9) 2--7(3V7+1)5 v7 -1)+5 V3 5 V7+ 1)(; V7- 1) 
AR 
tete 


Untersuchung der Kurven vierter Ordnung: 
(1) Y — Gary? — Bad? + ar = 0 
(2) A — ary + by? —=0. 


und 


102, De Gua behandelt die vorliegenden beiden Kurven vierter Ord- 


nung nur zwecks der Untersuchung des gegenseitigen Verhaltens der sich 
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im Ursprung durchschneidenden Zweige in Bezug auf Konvexität und Kon- 
kavität. Hierzu benötigt er die parabolischen Näherungskurven im Ursprung, 
die sich bei der gegebenen Form der Gleichungen (1) und (2) aus dem 
analytischen Dreieck nicht oder nur teilweise bestimmen lassen, weshalb die 
Richtung der Koordinaten entsprechend zu ändern ist. 


103, Ändert man bei der Kurve (1) die Richtung der Ordinaten durch 
die bekannte Transformation 


e=nu-+: y—= mu 
so lautet unter Berücksichtigung von 


ef of 
PA A 


asp 
zu — o d" f 
0% bay? -+ 2a®x ER Az 20” = = (0 


die Gleichung der transformierten Kurve (1a) 


dx" 


F(z,u) zmtut — 6 am!n- WW — a!(8m!—ın?) W— 2a mu —anu)set a0. 


Berührt somit die Ordinatenaxe einen der Zweige des Ursprungs, der ein 
Doppelpunkt ist, da die Glieder niederster Ordnung von der zweiten Dimen- 
sion sind, so müssen sich für 2 = 0 drei Werte « = 0 ergeben, das Glied «* 
muls also verschwinden, daher 

nt, 


woraus die Richtungen der Tangenten des Doppelpunkts 


in Übereinstimmung mit dem, aus dem Aggregat niederster Dimension von (1) 
ar — Bad = 0 


sich bestimmenden Tangentenpaar des Doppelpunkts im Ursprung 


(« —2Y2-y)(e + 2y2.y)=0. 


Gleichung (1a) auf das analytische Dreieck gelegt ergiebt, dafs die 
Kurve sich im Ursprung verhält wie 
an - zu — banm!- u? = 0 
oder 
u(ag — 3m?u?) = 0 


oder (da # = O nur die Eigenschaft des Doppelpunkts ausdrückt, unter allen 
schneidenden Geraden auch von der Abscissenaxe in zwei Punkten getroffen 
zu werden) wie die beiden konischen Parabeln 


(3) g= u u 


FD 


er n NE 
von welchen die eine auf die durch m = ——, die andere auf die durch 
> 


> 
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m=— Ir bestimmte Doppelpunktstangente als Ordinatenaxe bezogen ist, 


Beide Parabeln verlaufen somit, da ihr Parameter vom Vorzeichen von m 
unabhängig ist, in denselben Quadranten beider Koordinatensysteme, sie 

kehren daher beide der positiven Seite der gemein- 
+, Y samen Abseissenaxe die konkave Seite zu, wodurch 


die Gestalt des Doppelpunkts eindeutig bestimmt ist. 
(Fig. 71). 


„Y 104. Bei Kurve (2) handelt es sich um einen 
dreifachen Punkt im Ursprung mit dem Tangenten- 
tripel 


asy — by’ = 0 
oder 


Fig. 71. Y (v ez Vv* i x) (v = Ve » :) =(. 


Da die geg. Gleichung (2) aus dem analytischen Dreieck für einen der 
Zweige des dreifachen Punkts die parabolische Näherungskurve 


= — ay=0 


ergiebt, welche die Abscissenaxe zur Scheiteltangente hat, so ist für die 
diesmalige Transformation zur Aufsuchung auch der übrigen Nüherungs- 
parabeln eine Richtungsänderung der Abscissen 
vorzuziehen. Um jedoch die Koordinaten « 
und 2 in der gewohnten Verbindung mit m 


+Y(Z) 


und # beibehalten zu können, vertauscht man 
Abscissen- und Ordinatenaxe des neuen Systems, 
dann lauten die "Transformationsgleichungen 
(Fig. 72) 


x = mu yznu- 2, 


wodurch Gleichung (2) mittels der Ableitungen 


2 — — an? + 3by} age = 6ly 
Fig. 72. at gi 
"U _g on 
öy” dy 


übergeht in (2a) 
D(z,u) Emtut + (bn? — am?n) + (3bn? — am?) u2 + 3bn- u +ber= 0. 


Soll daher die U-Axe einen der Zweige des Ursprungs berühren, so müssen 
sich für z= 0 vier Werte « = 0 ergeben, der Koeffizient von 4° mufs also 


Übungen. 145 
verschwinden und bestimmt dadurch die Richtungen des Tangententripels 
im Ursprung: 

bn? — am?n = 0 


n (r — ve . „) (n 1 V a . m) = (), 


Nach dem analytischen Dreieck verhält sich nun die Kurve im Ursprung 
wie die konische Parabel 


mu + (Ibn? — am?)z= 0, 


daher sind die auf die Tangenten des dreifachen Punkts als jeweilige Ordi- 


natenaxen und Scheiteltangenten bezogenen Näherungsparabeln der Zweige 
des dreifachen Punkts 


= 7 " 2a 
frn= U- m: ::: VL 
b m 


2 


oder 


m? 


ie ur Gy 
yw— —. MM . . . Mm — 2 
h m! 


von welchen die erste und dritte der negativen, die mittlere der positiven 
Z-Axe die konkave Seite zukehren, wodurch die Gestalt des dreifachen 


zm nr 


Fig. 73. Fig. 74. 
Punkts, die sich, wenn alle drei Näherungsparabeln nach derselben Seite 


der Abscissenaxe konkav wären, wesentlich ändern würde (Fig. 74),  ein- 
deutig bestimmt ist (Fig. 73). 


Untersuchung der Kurve dritter Ordnung; 
(13 ap +ey—=er+td. 


105. Die durch diese Gleichung dargestellten kubischen Hyperbolismen 
(Opuse. Newt. Enum., pg. 26) behandelt De Gua, um zu zeigen, dafs, behufs 


Ermittelung des aus der vorliegenden Gleichung (1) auch unter Anwendung 
Sauerbeck, Gua de Malves, 10 
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des analytischen Dreiecks nicht unmittelbar zu. ersehenden Verlaufs der 
Zweige eines unendlich fernen mehrfachen Punkts, bezüglich seiner Asymp- 
toten ein ähnliches Verfahren anzuwenden ist, wie das in 104. beschriebene, 
durch welches die Gestalt endlicher mehrfacher Punkte bestimnit wurde, nur 
treten an Stelle der konischen Näherungsparabeln. die konischen hyperboli- 


schen Asymptotenkurven. Der Koeffizient der höchsten Potenz der nach & 
geordneten Gleichung (1): 


(1a) Y—$)at+ey—d=0 
ergiebt die zur Abscissenaxe parallelen Asymptoten 
y+Ye=0 und y-Ve-0, 


also einen unendlich fernen Doppelpunkt in der Richtung der Abscissenaxe. 
Bezieht man die Kurve durch Parallelverschiebung zur Ordinatenaxe um die 
Strecke g mittels der Gleichungen 


s=z y=u+tal=y+dy) 
auf jene Asymptoten als neue Abscissenaxen und. bildet man 


BR 54 , ia A ef _ 
so lautet die transformierte Gleichung 
F(ia,u)zwW2— ea tem d+(2u+eo)g+gfz=0 


oder, nach z geordnet, 


(2) Feuz(W+2u+®— )zeteuteg—d =-0 
woraus, wenn «= (0) Faktor des Koeffizienten von # werden soll, die Be- 
dingung 
P—c=0 
und daher die eine oder andere der Asymptoten Abscissenaxe, je nachdem 
a=+Ve 
in Übereinstimmung mit dem direkten Ergebnis aus (1), Da nach dem 
analytischen Dreieck die Kurve in den unendlich fernen Punkten der neuen 
Abseissenaxe sich verhält wie die konischen Hyperbeln 
29-u teg —-d=0 
oder 
zeire 
20.7“ 
so ist für die Asymptote (Z-Axe) in der Entfernung von der X-Axe 


uz= 


8) u Ve . die Näherungskurye uz = — eVe+d 
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(4) q= — Ve «+ die Näherungskurve uz = — rt e i 

2 Ye 

jenachdem d Z eYe oder d? z ce? verläuft die erste dieser zwei Hyperbeln 
im I. und III. bezw. II. und IV. Quadranten des ersten Koordinatensystems, 
die zweite Hyperbel dagegen befindet sich stets im II. und IV. Quadranten 


> 
N 


+Y +Y 
Fig. 75. 


Fig. 76. 


des zweiten Koordinatensystems; man erhält daher für die kubischen Hyper- 
bolismen nur die durch die Figuren 75 und 76 dargestellten zwei Arten 
des Verhaltens der unendlich fernen Zweige in der Richtung der parallelen 
Asymptoten. Die Hyperbolismen selbst sind kräftig eingezeichnet. 


Untersuchung der parabolischen Kurven: 


(1) y=a+be+tc+ter +: +p". 


106. Mit der Beschreibung der durch diese Gleichung dargestellten 
parabolischen Kurven allgemeinster Art befalst sich erstmals Newton, des- 
halb, weil die nach Potenzen von x fortschreitende Reihe für y ihm die 
Interpolation der Reihen, die Quadratur der Kurven nebst einer ganzen An- 
zahl anderer für die damalige Zeit schwieriger Aufgaben zu lösen gestattet. 
Er beschränkt sich jedoch auf die blofse Angabe, dafs diese Kurven sich 
im Unendlichen verhalten wie 

y— pa" 


und abgesehen vom Grad der Krümmung, nur in zwei Typen auftreten, ent- 
10 * 


148 IV, Abschnitt. 


weder wie die gewöhnliche konische Parabel oder wie die I. kubische 
Parabel (Wendeparabel), je nachdem n gerade oder ungerade ist. 


öf .. 2, Tue Ä 
Da A nie verschwindet, so besitzen die Kurven keine mehrfachen 


Punkte, auch keine Tangenten parallel zur Ordinatenaxe, dagegen bestehen, 
wenn die vorliegende Kurve »ter Ordnung ist, » — 1 Kulminationspunkte 
bezüglich der Abseissenaxe, deren Abseissen sich berechnen als die Wurzeln 


der Gleichung 
(2) Teb+ 2% + 3er +. tnp- a0. 


Da ferner alle höheren partiellen Differentialquotienten nach %y, vom 
zweiten einschliefslich an, verschwinden, so reduzieren sich die höheren 
Differentiale nach De Gua auf 


soll daher der aus 


dy . ; ; i 
berechnete Wert von n eine Wurzel des zweiten, eine solche des zweiten 


und dritten Differentials u. s. f. sein, so ist dies nur möglich, wenn die be- 
treffenden Differentiale verschwinden, daher bestimmen sich die 


23 
(A) Wendepunkte aus f(z,y) = 0, A, 


02° 
72 Pr 
(B) Flachpunkte aus f(o,y) = 0, — = (, au =(0 


o*f o°f e'f 
Wendeflachpunkte aus f(x, 4) = 0, 0 7m, Zum 
erstere ohne, Flachpunkte mit einer und Wendeflachpunkte mit zwei Be- 
dingungen in den Koeffizienten der geg. Kurvengleichung. 
Für die parabolische Kurve dritter Ordnung z. B. ist 


0, 


(3) y=a+tbz+tca+ ex 
o?f 
(4) A 2c+ber=0, 
sie besitzt somit einen Wendepunkt mit den Koordinaten 
u e ER Ibee — 2e? 
u 7 Su Se "7, 
Für die parabolische Kurve vierter Ordnung hat man 
(5) =a+br ten + end + fat 


of ‘ B -); a Won 
(6) Fr Ba 2cH+ bex-+ 12fx =(, 
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‚die Kurve besitzt daher zwei reelle getrennte Wendepunkte oder zwei zu- 
sammenfallende d. h. einen. Flachpunkt oder gar keinen Wendepunkt, je 
nachdem die Diskriminante 


3a 8/S 0. 


Die Abseisse des Flachpunkts berechnet sich unter vorstehender Be- 
dingung aus (6) zu 
e 
4f 


in Übereinstimmung mit dem Wert, der sich ergiebt aus 
g ’ 


= — 


a BE | 
(7) bet uf. 


Zugleich folgt aus (A) bezw. (B), dafs die parabolischen Kurven » ter Ord- 
nung höchstens n — 2 reelle Wendepunkte und höchstens n — 3 reelle 
Flachpunkte besitzen und dafs jeder Wendeflachpunkt eine ungerade, jeder 
Flachpunkt eine gerade Anzahl von Wendepunkten in sich vereinigt. 


Systematik der Kurven II. und IH. Ordnung. 


107. Die Aufzählung der Kurven zweiter und dritter Ordnung, die sich 
auf Betrachtungen der Diskriminante d. h. derjenigen Funktion stützt, die 
das reelle Gebiet vom imaginären trennt, giebt De Gua Anlafs zu einem 
erstmaligen, rein analytischen Beweis des steten Verlaufs einer algebraischen 
Kurve im ganzen Gebiet ihrer Ebene; Soll ein bis dahin reeller Zweig in 
einem seiner Punkte plötzlich aufhören d. h. die eine der beiden Koordi- 
naten dieses Punkts imaginär werden, so ist dies nur möglich, wenn diese 
Koordinate, etwa die Abscisse, sich aus der Gleichung der Kurve in einer 
der drei Formen berechnet: 


+ Va R R+Va—b 
ee gr er Sa, 
+YVa—b 


wo R,Q, a, b reelle Grölsen sind, % ein gerader Wurzelexponent und b> «a 
ist. Hieraus folgt, dafs imaginäre Koordinaten nur konjugiert und in 
gerader Anzahl auftreten können und da der Übergang von b<a mb>a 
nur durch b= a hindurch statthaben kann, für welchen Fall sich je zwei 
gleiche Werte 


== () Pike « u 


Q 
ergeben, so setzt sich die Kurve an der Grenze zwischen reell und imaginär 
vom ursprünglichen Endpunkt aus stets reell fort entweder in der Rich- 
tung der Abscisse dieses Punkts oder erstreckt sich der Zweig ins Unend- 
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liche oder ist jener Endpunkt ein mehrfacher Punkt, was ebenfalls mit 
einem Aufhören der Kurve im Widerspruch steht. 


Einteilung der Kurven II. Ordnung. 


(1) ay)=e +fayt+g+byterta=0. 
108, Da das Aggregat der Glieder höchster Dimension 
(2) ey? + fay + ga? = 0 
2<o 


je nachdem 4eg — f” zo zwei reelle verschiedene oder zwei reelle gleiche 


” ” * * . 7 * “ * “ 
oder zwei imaginär konjugierte Wurzeln Z hat, so ergiebt sich eine Drei- 


teilung der Kurven zweiter Ordnung hinsichtlich ihrer unendlich fernen 
Punkte. 


Erster Fall. 


109. Im Falle der Doppelwurzel von (2) bestehen folgende Möglich- 
keiten: 


a) Die Doppelwurzel ist Faktor des linearen Aggregats, dann hat (1) 
die Form: 


(«2 + By)? + Alax + By) = B 


(er 00+ 44 VE 4) (w+r00+4-VErn)-o 


d. h. die Kurve zerfällt in zwei Gerade. 

b) Die Doppelwurzel ist kein Faktor des linearen Aggregats, dann 
läfst sich die Gestalt der Kurve am besten diskutieren, wenn ihre Gleichung 
durch besondere Annahme des Koordinatensystems auf die möglichst ein- 
fache Form gebracht wird. Ändert man daher die Richtung der Koordi- 


naten ab in diejenige nach dem unendlich fernen Punkt der Kurve mittels 
der bekannten Transformation 


oder 


s=nu+2=(s+ d«) y= mu 
und 
Ö 0° 
Fefy+2ga+e erg 


so lautet die transformierte Gleichung 
(3) Flz, u) = (em? + fmn + gn’)w? + (bm + en + fmz + 2gnz) u 
+a+tet+tg®=0; 


soll daher die neue Ördinatenaxe die Kurve in einem unendlich fernen 
Punkt treffen d.h. für z2=0 ein Wert «= 00 sich ergeben, so folgt 


em? + fmn + gan? = 0, 
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woraus sich mit Berücksichtigung von 4eg — f?= 0 der Winkel des neuen 
Koordinatensystems bestimmt zu 


womit ” übergeht in 
(2, u) = = (dm ten — — NE + 2gnz) wtuautez tg: 
4 j* Mi 
— (bm +cen+ = —_Nn: :) urutrez + gz 
= (bm+en)uta+cz+gy? 
ap. b = 
Me Le „on ut ut c2+ 93° 


oder, wenn an Stelle von % und z wieder die Koordinatenbezeichnungen y 
und & genommen werden 


(4) Fa,yy=zg9g®+caethyta=0. 
Um das konstante Glied zu entfernen, verschiebt man den Ursprung in 
den Schnittpunkt der Kurve mit der Ördinatenaxe d. h. setzt 

N Yy +P, 


dann wird aus (4), wenn die neuen Ordinaten y’ wieder als y geschrieben 
werden 

0=g®+cea+hy+p)ta=g tea thy+thpta 
und somit aus 


hprta=0 
die Verschiebungsgröfse 


POEHEER.. 
a 


und daher die neue Form der Kurvengleichung 
(5) v(ay)zg®rteathy=0. 
Endlich läfst sich noch durch Drehung der Abscissenaxe das lineare Glied 
in x wegschaffen, dies geschieht durch die Transformation 

= nu yzmu+z(=y+dy), 
wobei der einfachen Rechnung wegen die Abscissenaxe als U-Axe und die 
Ördinatenaxe als Z-Axe bezeichnet wird, unter Benutzung von 


ey 


dy =h, 


womit (5) übergeht in 
v(su)egd + ehmt+enau+hs=0, 
welche Gleichung sich, wenn die Drehung der Abscissenaxe um die aus 


hm-t en = 0 
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bestimmte Winkelgröfse . = — en. erfolgt, vereinfacht in 

gn?u? -+hz2= 0 
und daher, wenn die Ördinaten wieder mit % bezeichnet werden, die ein- 
fachste Form besitzt 
(6) D(a,y)zg+hy=0. 
Aus dieser Gleichung folgt: Die Ordinatenaxe, die nach dem unendlich 
fernen Punkt der Kurve weist, ist ein Durchmesser der Kurve, da für alle 
negativen Werte von 4, und die Kurve verläuft, wenn g und h gleiches 
Vorzeichen haben, nur in der Richtung der negativen ÖOrdinatenaxe, sich 
stets zwei gleiche, aber entgegengesetzte Werte von x ergeben. Die durch 
den Koeffizienten der höchsten Potenz von y dargestellte, zur Ordinatenaxe 
parallele Asymptote bezw. das Asymptotenpaar hat die Gleichung 


0-zs+h=0 oder == 
d. h. die unendlich ferne Gerade ist Asymptote. Die Kurve heilst Parabel. 
Zweiter Fall. 


110. Im Falle zweier reeller und getrennter Wurzeln von (2) erhält 
man eine einfachere Form der Kurvengleichung, wenn die Richtungen der 
Koordinaten in diejenigen der Asymptoten abgeändert werden. Man er- 
reicht dies, indem man zuerst die Ordinatenaxe in die Richtung der einen 
Asymptote dreht, mittels 


z=nu-+ 3% y= mu 
und alsdann die Abseissenaxe parallel der anderen Asymptote stellt, mittels 
v=Äkr+s g=h-r, 
also durch die gleichzeitige Transformation 
e=ns+ (nk+h)r=(x + de) 
yams+tmk-r =(y+dy), 


wo nunmehr r und s die den Asymptoten parallelen Koordinaten sind. Mit 
Benutzung von 


TR Ä 0° f d8f 

ri ae da 29 6204 : 
of _ | it ER 

Zn ayrierd zz 


lautet die transformierte Gleichung 
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(7) fr, )= (em? + fmn + gn?) s? 
+ ((fm + 29) (nk + m) + (2em + fnmk)rs 
+ (g(nk +M? + fink + h) mk + m?k?) r® 
+(bm+en)s+(enk+M+bmk)r+a=0, 

soll daher jede der Koordinatenaxen die Kurve in einem unendlich fernen 


Punkt treffen d. h. sowohl für s= 0 ein Wert r = ® als auch umgekehrt 
für r=0 ein Wert s= © sich ergeben, so muls sein 


g(nk +RY? + (nk + h)mk + ml? = 0 
em? + fmn + gn? = 0, 
. Pi j ‚ j; ! 
woraus sich die beiden Drehungen = und 7 bestimmen. Dann geht (7) 


über in die Form 
(8) A-rss+B:r+C0.s+a=0, 


verschiebt man daher noch den Ursprung in den Schnittpunkt der Asymp- 
toten mittels 


r=r+Pp s=s+4g 


und bestimmt p und g durch die Bedingungen, dafs die Koeffizienten der 
linearen Glieder »” und .s’ verschwinden, so erhält man, wenn die neuen 
Koordinaten r und s’ wieder mit x und y bezeichnet werden: 

(9) zy+ K=0 

als einfachste Gleichungsform derjenigen Kurvengattung zweiter Ordnung, 
für welche 4ey — f?< O0 d.h. derjenigen Kurven, welche zwei reelle ge- 
trennte Asymptoten besitzen. Diese Kurven heifsen Hyperbeln. Der Ur- 
sprung des Koordinatensystems ist Mittelpunkt der Kurve, da alle Geraden 


y=4x je zwei gleiche und entgegengesetzte Werte sowohl von x als von 
4 ergeben. 


111. Da gemäls den früheren Untersuchungen in 32. alle Kurven 
zweiter Ordnung, für welche 4eg — f? S O0 ist, einen Mittelpunkt be- 
sitzen, so hätte sich im vorliegenden Fall für die Ableitung einer einfachsten 
Gleichungsform noch ein weiterer Weg geboten: die Bezugnahme auf die 
Durchmesser der Kurve als Koordinatenaxen. Transformiert man daher den 
Ursprung in den Mittelpunkt der Kurve, dessen Koordinaten gemäfs 32. sind 


_.bf— 2ce _.ef—?2bg 
Pop = gi 
mittels 2 +p=(x + dx) y+qg=(y+dy) 


an Stelle von z und y, so lautet die transformierte Gleichung (1) 
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Fe y)zey +fay+ge+by+er+a 
+(fy +29 + pP +Rey+fe+b)ator® +fpg +90? 
Ze? + fxy+gad EB 2 Kae De ei 1 Bas run 20 Bali JAN 


4eg—f* 
er elteg— + glbf— ce) +Fflef— 20g) „ 
4eg—f? 
a gbf — 2ce)’+ nz 2ce) ZEN 
(eg) 


(10) zep+feytge®+L=0, 


Die linearen Glieder verschwinden somit in Übereinstimmung mit der Eigen- 
schaft des neuen Ursprungs als Mittelpunkt, dafs jede durch ihn gehende 
Gerade in zwei zu ihm symmetrischen Punkten schneidet, sich also für 
y=ıx aus (10) eine sowohl in x wie in y rein quadratische Gleichung 
ergeben muls. Behält man die ursprüngliche Richtung der Abscissen bei, 
ändert dagegen diejenige der Ordinaten mittels 


w=nu+?z y=mu 
unter Benutzung von 
6F ‚ a ER 
35 fy Hr 29% EB) 


so kann die transformierte Gleichung 
p(z, uw) = (em? + fmn + gn)u + (fm + 2gn)su+g®+L=V0 
wenn die neue Ordinatenaxe U um die aus 


(11) fn + 2gn = zu EN 


’ 


ins 


bestimmte Winkelstellung zur Abscissenaxe gebracht wird, vereinfacht 
werden in 

D(z,u)= (em? + fmn +) +g®+L=0 
oder nach Einsetzen von (1 1) 


PP. R 
s nr u + NER + L = Ü 


oder 


(12) u Dp4r+c- 


oder, wenn die Abseissen und Ördinaten wieder mit & und % bezeichnet 
werden, unter Berücksichtigung von 4eg — f?<0 


(128) ®—A-P+Cl=0. 


Da für jedes beliebige & zwei gleiche und entgegengesetzte Werte 
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aber für y nur wenn y u zwei ebensolche Werte = + yA P— CC 


sich ergeben, so folgt, dafs die Koordinatenaxen konjugierte Durchmesser 
sind, dafs die Kurve mit vier Ästen sich ins Unendliche erstreckt und nicht 
geschlossen ist. Sie ist eine Hyperbel. 

Ihre Asymptoten sind, da die Faktoren des höchsten Aggregats in 
(12a) als Faktoren des fehlenden linearen Aggregats betrachtet werden 
können, die Ursprungsgeraden 

x — YA: y-0 und e+YA:y=0. 


112, Für die allgemeine Gleichung (1) können unter der Bedingung 


4eg — f?<O d.h. wenn sie eine Hyperbel darstellt, noch folgende Sonder- 
fälle eintreten: 


a) Einer der Faktoren des höchsten Aggregats sei Faktor des linearen 
Aggregats, also die Gleichung von der Form 
(ea +By)yetdy)+hkleatßy)ta=0, 
dann geht die eine der Asymptoten durch den Ursprung, nämlich 
er + By=d. 
Verschwindet noch das konstante Glied, so zerfällt die Kurve in das 
Geradenpaar 
(ax + By)ye+öy+R)=0. 
b) Beide Faktoren des höchsten Aggregats seien zugleich Faktoren des 


linearen Aggregats, was nur möglich ist, wenn letzteres verschwindet, dann 
hat (1) die Form 


er + fey+g®+a=0 
oder 


(ax + By)(ya+dy)+a=0 


d. h. beide Asymptoten gehen durch den Ursprung, liegen aber nicht sym- 
metrisch zum Axenkreuz, ihre Gleichungen lauten 


ex + By=0 und yaet+ödy=0. 

Dritter Fall. 

113. Im Falle imaginärer Wurzeln von (2) d.h. imaginärer Asymp- 
totenrichtungen ist nur die in 111. behandelte Art der Transformation mög- 
lich. Die auf konjugierte Durchmesser als Koordinatenaxen bezogene Glei- 
chung der Kurve (12) lautet alsdann mit Berücksichtigung von 4deg— f?>0: 
(12b) +AP+l=0, 
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was nur möglich ist, wenn C negativ ist. Da sich die reellen Werte der 


Abscissen nur zwischen +YVC und diejenigen der Ordinaten nur zwischen 


+YS sich bewegen, so ist die Kurve eine geschlossene. Sie heilst Ellipse, 
im Sonderfall Kreis. 

Bezüglich der allgemeinen Gleichung (1) kann hier nur der eine 
Sonderfall eintreten, dafs die imaginär konjugierten Linearfaktoren des 
höchsten Aggregats gleichzeitig Faktoren des linearen Aggregats sind d.h. 
dafs letzteres überhaupt fehlt, dann lautet die Gleichung der Ellipse 

try tg®ata=d. 


Sie hat zwei imaginär konjugierte Asymptoten, deren reeller Durchschnitts- 
punkt der Ursprung ist. 


Einteilung der Kurven III. Ordnung: 
1) fa)zhyp+iny+kary+iotey +foy+ga+byterta=0. 


114, Da das Aggregat der Glieder höchster Dimension als Gleichung 
dritten Grads mit reellen Koeffizienten entweder eine oder drei reelle 


u 7 . . .. a . . 
Wurzeln z besitzt, denn imaginäre Wurzeln können mur konjugiert d. h. 


in gerader Anzahl auftreten, so erstreckt sich jede Kurve dritter Ordnung 
mit mindestens zwei, höchstens sechs Zweigen ins Unendliche. Die Kurven 
dritter Ordnung sind somit keine geschlossenen Kurven und es ergiebt sich 
hinsichtlich des Verhaltens im Unendlichen auf Grund der Wurzeln der 
Gleichung 
hy? +iay’ + kady + ia = 0 
folgende Vierteilung: 
I. Fall: Drei reelle verschiedene Wurzeln. 

Il. Fall: Drei reelle Wurzeln, zwei derselben gleich. 

III. Fall: Eine reelle Wurzel, die beiden anderen imaginär konjugiert. 

IV. Fall: Drei reelle gleiche Wurzeln. 

Da an der Lage des Koordinatensystems, auf welches die allgemeine 
Gleichung (1) bezogen ist, insgesamt vier Änderungen vorgenommen werden 
können, für jede-Axe eine Drehung und eine Parallelverschiebung, so ist es 
möglich, durch geeignete Wahl dieser Transformationen stets vier Glieder 
der allgemeinen Gleichung zu eliminieren. 


I. Fall. 
115. Giebt man den Ordinaten die Richtung = einer Asymptote und 


setzt also 
zenu-+?: y=mu, 
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so verschwindet das Glied «° bezw. y°, wenn nach vollzogener Trans- 
formation die neuen Koordinaten im Folgenden durchweg wieder mit x und 
% bezeichnet werden; verschiebt man ferner den Ursprung in den Schnitt- 
punkt von Abscissenaxe und Asymptote mittels 


z=.{+p 
und ordnet die transformierte, neu bezeichnete Gleichung nach fallenden 
Potenzen von y, so muls das. konstante Glied des Faktors der höchsten 
Potenz %° verschwinden, damit sich dieser Faktor, weil er die zur Ordinaten- 
axe parallelen Asymptoten darstellt, auf x = 0 reduziert. Die allgemeine 


Gleichung (1) verliert somit das Glied 4°. Nunmehr dreht man die Ab- 
seissenaxe mittels 


= nu y=mu+3% 
um eine Grölse —, die sich eindeutig aus dem gleich Null gesetzten Koeffi- 
zienten von xy? ergiebt, wobei zu berücksichtigen ist, dafs diesmal in der 
transformierten Gleichung « und z mit den vertauschten Koordinaten x und 
y zu bezeichnen sind (vgl. 109, 5), endlich verschiebt man die neue Ab- 
scissenaxe um eine Strecke q, die sich eindeutig aus dem gleich Null ge- 
setzten Koeffizienten von x% bestimmt, nachdem y = y’ -+ g gesetzt wurde, 
dann erhält man in Bezug auf dieses neue Koordinatensystem als Gleichung 
der allgemeinsten Kurve dritter Ordnung mit drei reellen und getrennten 
Asymptoten von verschiedener Richtung 
(Ta) La? + Ja? +62? + By+ Cr +A=0, 
die durch Umstellen und Division mit J die Newtonsche Normalform I 
annimmt: 
(T) ap tey-ar+be ter td. 
In Bezug auf diese Normalform ist somit der Fall I. charakterisiert: durch 

«> 0: Unter dieser Bedingung haben die Kurven (1a) drei reelle ver- 
schiedene Asymptoten: 

=0 y+Ya:x—0 y-Ya-z=0 

also eine Asymptote mehr denn die konische Hyperbel und werden daher 
von Newton als Hyperbolae redundantes bezeichnet. 

Das Verhalten dieser Kurven in den unendlich fernen Punkten der 
Ördinatenaxe wird nach dem analytischen Dreieck angegeben durch 


zyP +ey—=0 oder ayte=( 


” * € ur * 
eine Hyperbel, deren Ordinaten y= — = gemäfs der nach % quadratischen 


Gleichung (1a) die Summen der Ordinaten 4, + %s der endlichen Schnitt- 
punkte darstellen, in welchen die zur Ordinatenaxe parallelen Geraden die 
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Kurve trefien. An Stelle des geradlinigen Durchmessers, der durch Ver- 
bindung der Mitten einer Parallelschar von Sehnen entsteht, welche die 
Kurve in drei endlichen Punkten schneiden, tritt somit in diesem Fall, wenn 
der dritte Schnittpunkt ins Unendliche rückt, die Hyperbel 


xy + S — (0 
als Durchmesser. 

Innerhalb der durch (I) dargestellten Kurvengattung dritter Ordnung 
kann selbst wieder eine Unterseheidung getroffen werden, einmal hinsicht- 
lich gemeinschaftlicher Faktoren der beiden höchsten Aggregate, sodann hin- 
sichtlich vorhandener Wendeasymptoten (vgl. 29.) oder Mittelpunkte (vgl. 33.). 

Da der Faktor = 0 des Aggregats dritter Dimension in (T) zugleich 
Faktor von ba? ist, auf welches Glied sich das Aggregat zweiter Dimension 
reduziert, so bestehen hier 

1. Kurven mit einer Asymptote durch den Ursprung, die hier Ordi- 
natenaxe ist. Diese Kurven haben unter den drei Asymptoten 

&) keine Wendeasymptote, wenn e ale (), 


b) eine Wendeasymptote, wenn e= 0, daher ihre Gleichung 
year + ter td, 


6) drei Wendeasymptoten, wenn aufser e=0 noch b?— 4ac= 0, 
daher die Gleichung dieser Kurven von der Form 


ay? = a(ax + PB)’ +d. 


2. Kurven mit drei Asymptoten durch den Ursprung, sobald b=0, 
da alsdann nicht nur der zweite, sondern gleichzeitig auch der dritte Faktor 
des höchsten Aggregats als Faktor des verschwindenden Aggregats zweiter 
Dimension zu betrachten ist. Diese Kurven, bei welchen somit das Dreieck 
der drei Asymptoten zum Punkt zusammenschrumpft, haben die Gleichung 


za? +ey=ar+c&+d 
und sie besitzen 


a) keine Wendeasymptote, wenn e=# 0, und einen Mittelpunkt oder 
nicht, je nachdem d = 0 oder nicht, 

b) eine Wendeasymptote, wenn e= 0, aber keinen Mittelpunkt, da die 
Gleichung dieser Kurven, wenn auch noch d= (0 wäre, zerfallen würde, 

6) drei Wendeasymptoten, wenn außer e=0 noch dac—=0 d.h. 
ce=0, da für «= 0 zwei Wurzeln des höchsten Aggregats gleich würden 


(vgl. 116.). Diese Kurven haben keinen Mittelpunkt und ihre Gleichung 
lautet 


2y? = ax? + d. 
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116. Für a = 0 hat das Aggregat der Glieder höchster Dimension in (T) 
die Doppelwurzel y„=0. Die Gleichung dieser Kurvengattung kann daher 
als Sonderfall von (I) betrachtet. werden und lautet; 


(I) pP tey=bar+cr+d. 
Bezüglich gemeinschaftlicher Faktoren, Wendeasymptoten und Mittelpunkte 
ist analog 115. folgende Unterscheidung möglich: 

1. 5=#0, dann haben die beiden höchsten Aggregate nur einen ge- 
meinschaftlichen Faktor «= 0. Nach dem analytischen Dreieck verhalten 
sich diese Kurven in den unendlich fernen Punkten der Ördinatenaxe wie 


say +ey=0 oder zy=—e die konische Hyperbel 
und 


ap —b=0 oder J=br die konische’ Parabel. 


Die durch (II) dargestellten Kurven besitzen daher nur eine endliche 
Asymptote, die Ordinatenaxe. Dieselbe ist 

a) eine gewöhnliche Asymptote, wenn e #0, 

b) eine Wendeasymptote, wenn e= 0; die Annäherung dieser Kurven 
an die Ordinatenaxe erfolgt nach Art der kubischen Hyperbel 


op —=d. 


2.b=0, also sämtliche Faktoren der beiden höchsten Aggregate ge- 
meinschaftlich, dann ergiebt sich aus der nach 4 bezw. x geordneten 
Gleichung: 
sp +ey— (a+d)=0 


Yy+Y)W—-Vo)c+(ley -d)=0, 


dafs diese Kurven drei Asymptoten besitzen, nämlich die Ordinatenaxe und 
zwei Parallelen zur Absceissenaxe; letztere sind 

a) reell und getrennt für c>0. Je nachdem ein Mittelpunkt vor- 
handen ist oder die Ordinatenaxe Wendeasymptote wird, können hier selbst 
wieder Kurven unterschieden werden 


«) ohne Wendeasymptote und ohne Mittelpunkt, wenn e 4: O und 
de0, 

ß) mit Wendeasymptote und ohne Mittelpunkt, wenn e= 0 und d =F 0, 

y) ohne Wendeasymptote und mit Mittelpunkt, wenn e#=0 undd=0, 

b) reell und zusammenfallend für e—=0, also nur zwei endliche 
Asymptoten, die eine derselben doppelt zu rechnen. Hier finden sich nur 
Kurven ohne Mittelpunkt und 

«) ohne Wendeasymptote (Ord.-Axe), wenn e = 0, 


160 IV.: Abschnitt. 


ß) mit Wendeasymptote, wenn e=0, also ihre Gleichung diejenige 
der kubischen Hyperbel 


e) imaginär konjugiert für ce <O d.h. sie verschwinden; bezüglich 
Wendeasymptote und Mittelpunkt. dieselbe Unterscheidung wie bei a). 

Die letzten drei durch «= 0 und b=0 charakterisierten Gruppen 
von Kurven dritter Ordnung stehen mit den Kegelschnitten in nahem Zu- 
sammenhang. Aus ihrer Gleichung 


(Ila) pP +ey=cr+d 
folgt - N 
—e+ Yıca’ + 4de + e 
Y en A = a 2 
oder 5 BR 
zn =’ 


wo mit n die Ördinaten der Kegelschnitte 


2nte® =4cr+Ada+ e? 
oder 


— pP t+dae—en=0 
bezeichnet sind, d. h. man erhält die Ordinaten y der durch (IIa) dar- 
gestellten Kurven dritter Ordnung durch Division der Ordinaten zugehöriger 
Kegelschnitte mit den bezüglichen Abseissen und zwar sind diese Kegel- 
schnitte gemäfs 108 ff.: 

Hyperbeln für e>0 wegen 4-c-(—1)<O 

„ 40-)=0 
„ 4.(—c).(-1)>0, 
daher heifst Newton die vorliegenden drei Kurvengruppen dritter Ordnung 
Hyperbolismen der Hyperbel bezw. der Parabel bezw. der Ellipse. 


III. Fall. 


117. Dafür, dafs das Aggregat der Glieder höchster Dimension in (D) 
zwei imaginär konjugierte Wurzeln besitzt, ist die Bedingung a <( 0, die 
Gleichung dieser Kurven lautet daher | 

ze trey=—ar+ba+ck+d. 
Die Kurven besitzen nur noch eine reelle Asymptote, die Ördinatenaxe, also 
eine Asymptote weniger denn die konische Hyperbel, weshalb sie Newton 
als defektive Hyperbeln bezeichnet. Diese Asymptote ist 

a) gewöhnliche Asymptote für e=# 0, 

b) Wendeasymptote für e — 0; 


Parabeln fürrce=0 


Ellipsen für e<0O 


sie bestimmt somit zwei Gruppen von Kurven, die nach den Vorgängen 115. 
und 116. in entsprechende weitere Unterabteilungen gespalten werden können. 
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118, Hier können mit Bezug auf gemeinschaftliche Faktoren der höchsten 
Aggregate folgende drei Sonderfälle unterschieden werden; 

A. Die dreifache Wurzel des höchsten Aggregats ist kein Faktor der 
nächst niederen Aggregate. 

Um den einfachsten Ausdruck der Gleichung dieser Kurven zu erhalten, 
die zunächst in der allgemeinsten Form 


(1) Aptinfe +kiy+t+i te +feytg®trbyt+eata—0 


vorliegen möge, giebt man den ÖOrdinaten wie früher die durch die drei- 
fache Wurzel des höchsten Aggregats bestimmte Asymptotenrichtung mittels 


zent: y= mu, 


dann verschwindet in der transformierten Gleichung, wenn man sie nach 
fallenden Potenzen von # ordnet, die höchste Potenz «°, weil eine Wurzel 
4 — ©© wird und wenn man sie nach Aggregaten abnehmender Dimensionen 
ordnet, das Glied #2 nebst ue?, weil <=0 eine dreifache Wurzel des 
höchsten Aggregats werden mufs, Verschiebt man noch die Z-Axe sich 
selbst parallel mittels 


rq B 
u-u-t4; 


wo q eindeutig aus dem gleich Null gesetzten Koeffizienten von « sich be- 
stimmt, und dreht man ferner die Z-Axe mittels 


vw=muv4+t w = nv 


. . Br m . . . . . 
um eine Winkelgröfse —-, die sich eindeutig aus dem gleich Null gesetzten 


Koeffizienten von xy ergiebt, wenn man zuvor v» und durch die üblichen 
Koordinatenbezeichnungen x und y exsetzt, dann geht (1) über in die von 
Newton als Normalform II aufgestellte Gleichung 


(III) Yard +ba+ca+d, 


wo noch durch Parallelverschiebung der ÖOrdinatenaxe mittels = x -+p 
das in x quadratische oder lineare oder konstante Glied eliminiert werden 
kann, je nachdem p aus dem gleich Null gesetzten Koeffizienten von x’ 
(hier eindeutig) bezw. x° oder dem verschwindenden konstanten Glied be- 
stimmt wird. 

Dies ist die Gleichung der fünf divergenten Parabeln, deren Verhalter 
in dem unendlich fernen Punkt der Ordinatenaxe, einem Wendepunkt, de 
das lineare Glied der in % quadratischen Gleichung (IIT) fehlt, nach den 
analytischen Dreieck angegeben wird durch die zweite kubische Parabel 


2 3 
y’= ax”. 
Sauerbeck, Gua de Malves. 


11 
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B. Die dreifache Wurzel des höchsten Aggregats ist eine einfache 
Wurzel des Aggregats der Glieder zweiter Dimension. 

Um die Gleichung dieser Kurven möglichst einfach zu gestalten, giebt 
man den Ördinaten wieder die durch die dreifache Wurzel des höchsten 
Aggregats in (1) bestimmte Richtung und verschiebt die Abseissenaxe sich 
selbst parallel, dann verschwinden, wenn in der transformierten Schlufs- 
gleichung die Koordinaten wieder mit & und % bezeichnet sind, die Glieder 
pP, ay?, xy, damit 2= 0 eine dreifache Wurzel des höchsten Aggregats 
wird, ferner das Glied y°, weil <= 0 eine einfache Wurzel des Aggregats 
zweiter Dimension sein muls, endlich das in % lineare Glied und (1) geht 
über in die von Newton als Normalform III aufgestellte Gleichung 


(IV) ay=ar: +b2+ca+d. 


Durch Drehung der Abseissenaxe und Parallelverschiebung der Ordi- 
oO I») 
natenaxe können noch die Glieder bx? und cx weggeschafft werden wie 
folgt. Mittels 


ef ”r 
nu yz=mu- 2 —-=—ı 


oY 
geht (IV) über in 
p(2,u) = an’u? + bn’u? — mnu? + onu +d— nuz = 0 
oder 
= au +Hnlın -— m) +enu+d—nu=0 


und das Glied mit «? verschwindet, wenn die Drehung der Abseissenaxe 
erfolgt um die aus 
bon—m=0 


un. M a none 
bestimmte Winkelgrölse el: Die Parallelverschiebung mittels z= 2° +p 
v7 a 


liefert das in # lineare Glied 
enu — pnu = (e _ p) nu, 


welches verschwindet, wenn die Verschiebung der Ordinatenaxe um p =c 
statt hat. Dadurch nimmt (IV), wenn 7 und # durch die Bezeichnung x 
und % ersetzt werden, die einfachste Form an 


(IVa) y = ar +d. 


Der einzige Vertreter dieser Kurvengruppe ist die Parabel des Des- 
cartes, deren Verhalten in dem unendlich fernen Punkt der Ordinatenaxe 
nach dem analytischen Dreieck angegeben wird durch 


die konische Parabel a” — ay=0 oder y= ur” 
und 
die konische Hyperbel >» + + eo. aymd. 
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C. Die dreifache Wurzel des höchsten Aggregats ist eine Doppelwurzel 
des Aggregats der Glieder zweiter Dimension. 

Transformiert man die diese Kurven darstellende allgemeine Glei- 
chung (1) wieder so, dafs die Ordinaten die durch die dreifache Wurzel 
des höchsten Aggregats bestimmte Richtung annehmen, so verschwinden in 
der transformierten Gleichung, nachdem die neuen Koordinaten wieder mit 
x und % bezeiehnet sind, die Glieder z°y, zy°, »° aus denselben Gründen 
wie im Falle B, ferner die Glieder 4° und zy, weil &= 0 nunmehr eine 
Doppelwurzel des Aggregats zweiter Dimension ist, und (1) geht über in 
die von Newton als Normalform IV aufgestellte Gleichung 


(V) y-afr+b®tertd, 
welche noch durch Parallelverschiebung der Abscissenaxe um das Glied bx? 
dureh geeignete Drehung dieser Axe um das Glied ex und durch Parallel- 


verschiebung der Ordinatenaxe um das konstante Glied vereinfacht werden 
kann und alsdann übergeht in die Gleichung der ersten kubischen Parabel 


(Va) y= ar. 


119. Mehr Möglichkeiten hinsichtlich gemeinschaftlicher oder mehrfacher 
Wurzeln der höchsten Aggregate der allgemeinen Gleichung dritten Grads, 
durch welche weitere ein neues Verhalten im Unendlichen aufweisende 
Kurvengattungen bestimmt würden, bestehen nicht oder es erfolgt ein Zer- 
fallen der Kurve Auf die Einteilung der einzelnen Kurvengattungen in 
Unterabteilungen geht De Gua deshalb nicht nüher ein, weil sie nach den 
verschiedensten Gesichtspunkten z. B. bezüglich des Vorhandenseins eines 
Mittelpunkts, eines Doppelpunkts, von Maxima und Minima hinsichtlich der 
Koordinatenaxen u. s. f. durchgeführt werden kann und in der Enumeratio 
Newtons bereits bearbeitet vorliegt. 

An den obigen beiden Beispielen der Aufzählung der Kurven zweiter 
und dritter Ordnung zeigt somit De Gua erstmals die einzige streng analy- 
tische, auf das Auftreten mehrfacher und gemeinschaftlicher Wurzeln der 
höheren Aggregate der Kurvengleichung gegründete Methode, nach welcher 
die Systematik der Kurven jeder beliebigen Ordnung mit Schärfe durch- 
geführt werden kann. 


11* 


Anhang. 


Biographische Notizen 


nach Poggendorff, Handwörterbuch der exakten Wissenschaften. 


De Bragelongne, Christophe Bernard — geb. 1688 in Paris, Abbe, Doyen et 
Comte de l’Eglise royal de St. Julien de Brioude, Mitglied der Akademie der 
Wissenschaften zu Paris, gest, daselbst am 20. Februar 1744 (Eloge siehe Mem. 
de l’acad. royale de Paris 1744). 


Clairaut, Alexis Claude — geb. 13. Mai 1713 in Paris, las schon im zwölften 
Jahre eine Abhandlung über neue Kurven, die sich am Schlufs der Abhandlungen 
seines Vaters Jean Baptiste Clairaut in den Miscell. Berol. T. IV. 1734 gedruckt 
findet, von seinem achtzehnten Jahre an Mitglied der Akademie der Wissensch. 
zu Paris, Teilnehmer an der französischen Gradmessung in Lappland 1736-1737, 
gest. den 17. Mai 1765 in Paris (Eloge siehe M&m. Paris 1765). 


Oramer, Gabriel — geb. den 31. Juli 1704 in Genf, Professor der Mathematik 
und Philosophie an der Akademie daselbst, gest. den 4. Januar zu Bagnols bei 
Nismes. 


Descartes, Ren& — geb. 1596 in La Haye in der Touraine, aus altem Adels- 
geschlecht, beschäftigte sich von Kindheit an mit Philosophie und Mathematik, 
kam 1612 nach Paris, ging 1617 zur Armee des Prinzen Moritz von Oranien, trat 
bei Beginn des dreilsigjährigen Krieges als Freiwilliger in das bairische Heer unter 
Tilly, verliefs dasselbe 1621, verbrachte dann fünf Jahre auf Reisen, unterdessen 
stets Mathematik studierend, ging 1628 nach Holland (Leyden), wo er 21 Jahre 
lang zurückgezogen seinen Studien lebte und alle Einladungen an fürstliche Höfe 
insbesondere diejenigen des Königs Louis XIU. und des Kardinals De Richelieu 
zurückwies, bis er schlielslich doch dem Ruf der Kunst und Wissenschaft liebenden 
Königin Christine als Bibliothekar an den schwedischen Hof Folge leistete 1649. 
Er starb kurz darauf am 11. Februar 1650 zu Stockholm und liegt heute begraben 
in der Eglise de St. Etienne du Mont zu Paris. 1637 erschien seine wichtige 
Entdeckung, die ihn zum Begründer der analytischen Geometrie macht, in dem 
Abschnitt „La Geometrie“ im Anschlufs an die „Discours de la möthode pour bien 
conduire sa raison et chercher la verit6 dans les sciences“. Er ist zugleich der 
Begründer der neueren Philosophie, indem er in den „Meditationes de prima philo- 
sophia“ (1641) und den „Prineipia philosophiae“ (1644), vom Zweifel an allem 
Wissen ausgehend, als unumstöfslich gewils nur das Selbstbewulstsein oder das 
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Denken gelten läfst, woraus sich ihm die Gewilsheit des Daseins ergiebt, daher 
sein Satz: „Cogito, ergo sum.“ 1647 erhielt er von Frankreich eine lebensläng- 


liche Rente als Anerkennung für seine Leistungen. 


De Fontenelle, Bemard Le Bovier — geb. den 11. Februar 1657 zu Rouen, 
Litterat, Mitglied und (1699 —1741) beständiger Sekretär der Akademie der Wissen- 
schaften zu Paris, auch Mitglied der Acad. francaise, gest. den 9. Januar 1757 
zu Paris. 


Girard, Albert — holländischer oder niederländischer Mathematiker, von dem 
man nur weils, dals er 1633 in Armut starb. 


De Gua de Malves, Jean Paul — geb. etwa 1712 in Carcassonne en Lan- 
guedoc, aus altem Adelsgeschlecht, wurde, da die Familie ihr Vermögen durch 
Beteiligung an unglücklichen Spekulationen der Regierung verlor, Priester, war 
bereits Acad&emicien de l’Acad@mie royale de Bordeaux, als er 1740 seine „Usages 
de l’analyse de Descartes“ schrieb, auf Grund deren er 1741 als Geometer in die 
Akademie der Wissenschaften zu Paris aufgenommen wurde Auch die Royal 
Society in London ernannte ihn später zu ihrem Mitglied. Er starb am 2. Juni 


1786 in Paris als Prienr de St. George-de-Vigon und Pensionnaire der Akademie 
(Eloge siehe M&äm. Paris 1786). 


Guisnde, köniel. Professor und aulserordentlicher Ingenieur des Königs, seit 
1707 Mitglied (Mecanicien pensionnaire) der Akademie der Wissenschaften zu 
Paris. Ort und Tag der Geburt unbekannt. gest. 1718. 


De ’Hospital, Guillaume Francois — Chevalier, Marquis de Ste, Mesme, 
Comte d’Entremont, Seigneur d’Ouques, la Chaise, la Breau u. a. O., geb. 1661 in 
Paris, war einige Jahre Rittmeister in der französischen Armee, dann Privatmann, 


seit 1693 Ehrenmitglied der Akademie der Wissensch. zu Paris, gest. daselbst 
1704 (Eloge siehe M&m. Paris 1704). 


Hudde, Johann — geb. etwa 1633 in Amsterdam, gest. daselbst am 16. April 
1704, erst Ratsherr, dann Schöffe und Bürgermeister von Amsterdam. 


Mae Laurin, Colin — geb. im Februar 1698 zu Kilmoddan bei Inverary 
(Schottland), sehon von 1717 an Professor der Mathematik am Marishal College in 
Aberdeen bis 1725, dann in derselben Eigenschaft an der Universität zu Edinburg 
und seit 1719 Mitglied der Royal Society in London. Bei dem von Jakobs II. 
Enkel, Karl Eduard, erregten jakobitischen Aufstand 1745 flüchtete er von Edin- 
burg, weil diese Stadt, ungeachtet er sie gegen die Rebellen zu befestigen 


gesucht, von diesen eingenommen ward, nach York und starb daselbst am 
14. Juni 1746. 


Leibniz, Gottfried Wilhelm — geb. am 2. Juni 1646 in Leipzig, wurde 1666 
Dr. juris, 1672 Rat beim höchsten Gericht des Kurfürsten von Mainz, dann Rat 
des Herzogs von Braunschweig-Lüneburg, hierauf Bibliothekar, Geheimer Justizrat 
und Historiograph des Herzogs von Hannover 1696, wurde 1709 vom Kaiser zum 
Freiherrn und Reichshofrat ernannt und starb am 14. November 1716 in Hannover. 
Er war der gröfste Gelehrte seiner Zeit: Mathematiker (Erfinder der Differential- 
rechnung), Philosoph (Monadologie), Rechtsgelehrter, Staatsmann und Theolog. 
Erster Präsident der auf seine Veranlassung 1700 in Berlin gegründeten Akademie 
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der Wissenschaften und auswärtiges Mitglied der Pariser Akademie seit 1669 
sowie der Royal Society in London seit 1673 (Eloge siehe M&m. Paris 1716). 


De Maupertuis, Pierre Louis Moreau — geb. den 17. Juli 1698 in St. Malo, 
erst Dragoneroffizier in der französischen Armee, in die er 1718 eintrat, dann 
Privatmann und von 1731 an besoldetes Mitglied der Akademie der Wissenschaften 
zu Paris, als welches er die 1736 zur Gradmessung nach Lappland ausgesandte 
Expedition leitete, wurde 1741 von Friedrich dem Grofsen nach Berlin berufen 
und war Präsident der physikalischen Klasse der Berliner Akademie von 1745 bis 
1753, wo er in sein Vaterland zurückkehrte. Er starb am 27. Juli 1759 in Basel. 


Neiton, Isaak — geb. den 25. Dezember (A. St.) 1642 zu Whoolsthorpe (Dorf 
im Kirchspiel Colsterworth bei Grandham in Lincolnshire), Sohn eines kleinen 
Gutsbesitzers. Nachdem er 1660 das Trinity College in Cambridge bezogen und 
darin alle akademischen Stufen erstiegen hatte, wurde er Professor der Mathe- 
matik an demselben, an Stelle von J. Barrow, von 1699—1701, daneben 1695 Auf- 
scher (Warden) der königlichen Münze und von 1699 bis zu seinem Tode in Ken- 
sington (London) am 20. März (A. St.) 1726 königlicher Münzmeister (Master and 
Worker of the Mint) in London mit 1500 £ Gehalt. Er wurde 1701 zum Par- 
lamentsmitglied gewählt, 1705 zum Sir erhoben, war seit 1671 Mitglied der Royal 
Society und seit 1703 Präsident derselben, seit 1699 auch auswärtiges Mitglied 
der Pariser Akademie (Eloge siehe M&em. Paris 1727), 


Nicole, Francois — geb. den 23. Dezember 1683 in Paris, gest. daselbst am 
18. Januar 1758. Mitglied (Mecanicien pensionnaire) der Akademie der Wissen- 
schaften zu Paris, bewies u. a. einem Herrn Mathulon aus Lyon die Fehlerhaftig- 
keit seiner Quadratur des Kreises und bekam dafür den von diesem ausgesetzten 
Preis von 3000 Livres (Eloge siehe M&m. Paris 1758). 


Saurin, Josef — geb. 1659 zu Courtaison (Vaucluse), war reformierter Pre- 
diger erst zu Eure im Dauphind, dann zu Berthier im Kanton Bern, kehrte aber 
nach Frankreich zurück, ging zum Katholizismus über und erhielt dafür von 
Louis XIV. eine Pension; seit 1717 Mitglied der Akademie der Wissenschaften zu 
Paris, gest. daselbst am 29. Dezember 1737. 


Stirling, James — geb. etwa 1696 zu St. Ninians in der Grafschaft Stirling 
(Schottland), in Oxford gebildet und wenigstens in späteren Jahren Agent der 
schottischen Bergbaugesellschaft zu Leadhills, von wo aus er sich 1746 vergeblich 
um die durch Mac Laurins Tod erledigte Professur in: Edinburg bewarb, die 
Matthew Stewart erhielt; seit 1729 Mitglied der Royal Society in London, gest. 
den 5. Dezember 1770 in Leadhills, sonst nichts über ihn bekannt. 


Taylor, Brook — geb. den 18. August 1685 zu Edmonton .in Middlesex, 
Dr. juris, vermögender Privatmann, unter Keil, Machin u. a. in Cambridge zum 
Mathematiker gebildet, obne amtliche Stellung; seit 1712 Mitglied und von 1714 
bis 1718 auch Sekretär der Royal Society in London, gest. daselbst am 29. De- 
zember 1731. 


